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QUESTION  PROPOSÉE  Al  CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE  (1862), 

Solution    de    M.    Gaetano    DK    LYS. 


Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées 
par  l  équation 

jr'  -<-  r  '  —  z-  -\~  7.pxz  -f-  2  qyz  —  lax  —  -y.bjr  -\-  2 f z  =  o 

(«,  b.  c  étant  des  nombres  positifs  donnés,  p  et  q  des 
paramètres  variables)  :  i"  lorsque  p  et  q  varient  de 
toutes  les  mafiières  possibles  j  2°  lorsque  p  et  q  varient 
de  manière  à  ce  que  l'équation  représente  un  cône. 
Distinguer  la  partie  du  lieu  qui  correspond  à  des  hyper- 
boloïdes  à  une  nappe  de  celle  qui  correspond  à  des  by- 
perboloïdes  à  deux  nappes. 

Si   l'on  rapporte   la   surlace  à  son    centre,  1  équation 
prend  la  forme 

■r'^  ■+-   r^  —  z^  H-  2pxz  -\-  irp  z  —  a.r'  —  hy'  -\-  cz   z=  o, 

{x',j' ,  z')  désignant  les  coordonnées  du  centre.  Sous  cette 
forme,  (|ui  se  ramène  facilement  à  la  suivante  : 

[.r->t-pz)'-\-  [y  +  qzY~{i>'-\-fi'^-{-  l)z  -  f/.i'  — /;>  ' -f- r;'  =  f), 


(  «) 

on  reconuait  que  l'équation  représente  généralement  des 
hyperboloïdes  à  une  ou  deux  nappes  suivant  le  signe  de 

la  quantité 

eij-'  -+-  by  —  cz' , 
savoir  : 

ax'  -Y-  hy'  —  cz'  ^  o .  .  .  .      Hyperboloide  à  une  nappe. 
ax' -'r  by — cz'  <^  o.  .  .  .      Hyperboloide  à  deux  nappes. 
nx'  -t-  by  —  cz'  :=■  o .  .  .  ,      Cônes. 

Le  lieu  des  centres  dans  les  deux  premiers  cas  s'ob- 
tient facilement  par  l'élimination  de  p  et  q  entre  les 
trois  équations  qui  dét<>rmiiiont  le  centre 

(  I  )  x'  -f-  pz'  fl  =  o, 

(2)  j'  -\-f/z'  ~b=:o, 

(3)  px' -\- qy'  —  z' -h  c  =  o. 

L'élimination  donne 

.r'-  -I-  y-  -f-  z'2  —  ax'  —  hy  —  cz'  =  o, 

équation  d'une  sphère  dont  le  centre  est  au  point  -?  -» 


^- 


-  et  dont  le  rayon  est  .  ,  , 

2  -  V  4 

2°  Lorsque  p  et  (/  varient  de  manière  à  ce  que  l'équa- 
tion représente  un  cône,  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
est  déterminé  par  les  deux  équations 

.r'^  -t-  j-'^  -1-  z'-  —  nx'  —  by  —  cz   ::^  o, 
ax'  -H  hj'  —  cz'  :=:  o. 

Le  lieu  est  donc  un  cercle  de  la  sphère  déjà  trouvée. 
Le  plan  ax'  -h  hy'  —  c^'  =  o  coupe  la  sphère  en  deux 
zones. 

Celle  qui  est  au-dessous  du  plan  et  pour  laquelle  on  a 

nx'  -+-  by  —  fz'  ^  o, 
est  le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  à  une  nappe. 


(  7  ) 
La    zone   <|ui   csl   4U-(Jcssiis   du   [Anu  cl  [)oui   laquelle 
on  a 

(Uç'  +  ^/'  —  cz'  <^o, 

est  le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  ;"i  deux  nappes. 

Une  leniarque  intéressante,  c'est  que  l'un  des  para- 
mètres /)  ou  q  étant  supposé  constant,  on  a  ré([ualion 
générale  des  hyperboloïdes  qui  admettent  pour  sections 
planes  communes  une  hyperbole  équilatère  et  un  ceicle. 

Note  du  Rédacteur,  —  Des  solutions  peu  diftérenlcs 
nous  sont  parvenues  en  assez  grand  nombre 5  nous  nous 
en  tiendrons  à  la  précédente,  qui  répond  d'une  manière 
simple  et  complète  à  la  question  proposée. 


QUESTION  l'UOPOSÉE  U  COMPOSITION  POLU  L'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  NOHMALE  (1802)^ 

Solution  ue   ÎSI.   L.  P, 
Elève  du  lycée  Saint-Luuis  (classe  de  M.  Hiiol). 


Par  les  extréinilés  A,  B  d\iiie  corde  AB  d' utic  lon- 
gueur constante  et  inscrite  dans  un  cercle  donné  O,  on 
mène  des  droites  AM,  BM  respectivement  parallèles  ti 
deux  droites  jixcs ^  trouver  le  lieu  de  V intersection  ^l 
des  deux  droites  AM,  B^V- 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  OX,  OY  des  paral- 
lèles aux  directions  fixes,  menées  par  le  centic;  ()  du 
cercle.  Soient  0  l'angle  ^OX  des  axes;  0,  l'angle  constant 
BOA;  a  l'angle  vaiiahle  AOX  ;  P  et  (^  les  j)oinls  où  le.s 
droites  BM,  AM  piolongées  coupent  les  axes  OX,  OY  ; 
.r,  )  les  coordonnées  :M(^),  Ml'  du  poini  M,  ei  /•  le  r,i\uii 
(lu  ceicle. 


Les  triangles  OAQ,  BOP  donnent 


r  =  — —  sin  a,      .r  =  — :^ — -  sin  (Ô  —  0,  —  a). 
•^         sine  sinô        '  ^ 


De  ces  deux  équations,  on  lire 
j.sinô  sin& 


[.r+ VC0S(Ô  — ô,)]; 


r       '  /'.sin  (6  —  â,) 

et  eu   substituant   dans    sin'a  4- cos^  a  =  i ,   on  obtient 
pour  l'équation  du  lieu 

_  r^sin^(0  — ô,) 


r-  -f-  j'  -i-   2  Xf  COS  (  ô  — 


sin'ô 


On  voit  que  le   lieu  est  une  ellipse  rapportée  à  son 
centre.    Si    on    avait    9  =  6^  ,    le  lieu   serait    la    droite 

(^+j)  =  o-_       _  ...  .  • 

Ce  cas  pariiculier  écarté,  il  est  facile  de  voir  que  les 

axes  de  l'ellipse  sont  dirigés  suivant  les  bissectrices  des 

angles  des  axes  5  car  l'équation  obtenue  reste  la  même, 

lorsqu'on  change  x  en  j^  et  j  en  x,  ou  bien  encore  x  en 

—  Y,  et  — y  en  x. 

On  aura   les   longueurs  des  axes,  en  déterminant  les 

points  de  rencontre  de  la  courbe  et  des  bissectrices  des 

angles  des  coordonnées.  On  trouve,  pour  les  longueurs 

des  demi -axes, 


.     9  6 

sin—  COS  — 

2  2 

L'ellipse  est  ainsi  déterminée  de  grandeur  et  de  posi^ 

lion. 


OIESTION  D'EXAMEN  —  ECOLE  POLYTECIIMQIE  {\Ui 

Solution  de  M.   Alfred  BRISSAUD, 
Élève  en  spéciales  (institution  Loriol  ). 


Conditions  de  convergence  et  somme  des  ici nits 
de  hi  Si' lie  : 
i  .•!.?>...  ]>rP  -\-i.Z.  ..  p[l}-\-\)  x/--*-' 

-f-  3  .  4  .  5  .  .  .   ^p-\-l)  -rl'-^'  + 

i"  Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  en  général 

(  ///  -I-  I  )  (  «/  -h  2  )  .  .  .  (  «/  -H  />  )  (  w  -f-  /;  -+-  I  )  /;/  -h  w  -I-  I 

r  =1 X  ; 

?n  [m  -\-  \).  .  .[m  +  p  —  i  )  (  ///  H-  p  I  m 

sa  limite  est  x\  donc  la  condition   de  convergence  est 
X  <ii .  Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  x  <^\ . 
2"  VouT  p  =  I ,  la  série  convergente  considérée  devient 

x-+-2.r^  +  3.r'  H-  4"^'  +•  •  •• 

Désignons  sa  somme  par  X)  ,  on  aura 

j-  =  I  -t-  :».  .r  -f-  3  -r-  -f-  4  ■r-'  -h  .  .  .  . 

Or,  I  4-  ua.  ■+-  3x^  H- .  .  .  est  la  dérivée  de 


donc  j>^  est  la  dérivée  première  de 

Kn  prenant  les  /)  dérivées  successives  de  ■  ■>  on  trouve 

I  -h  ?.x  -h  3.1"  -f-  \.t'  +  . .  . 

=1  fléiivrr  i>rcniicr(  àv ~  (i  —  •/ )    ". 

'  I  —  .' 


{    «o   ) 

1. 2+2. 3x-f-3. 4'^^ -!-••■ 

=    dérivée  seconde  de =  1.2(1  —  -c)~^, 

I  —  X 
l  .2.3.  ../-»  +  2.3...  (/;+  l)  ^  -f-.  ..=:  I  .2..,/;(l  — .r )-(/'+'). 

Multipliant  les  deux  membres  do  celte  dernière  égalité 
par  x'\  le  premier  membre  devient  la  série  cousidérée, 
dont  la  somme  est 

1.2.3...  P-tP 

{i  —  x)P+' 


QIESTION  D'EXAMEN  —  ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1862), 

SoLOTioN  DE  M.  Georges  VACOSSIN, 
Elève  en  spéciales  (institution  Loriol). 


Théorème.  —  Tout  plan  passant  par  les  milieux  de 
deux  arêtes  opposées  d 'un  tétraèdre  le  décompose  en 
deux  parties  équivalentes. 

Ce  théorème,  démontré  dans  les  auteurs  par  les  pro- 
priétés du  quadrilatère  gaviche,  peut  aussi  être  établi  par 
les  considérations  suivantes. 

Soit  DFEG  un  plan  passant  par  les  points  milieux  D, 


(  M  ) 

E  des  ('Olés  opposés  du  Icltaèdif  8,AliC,  Ce  pian  dé- 
lermine  deux  peulaèdres  é([uivalenls. 

Traçons  les  deux  plans  DCG,  DBF  :  le  pentacdrc 
inférieur  est  décomposé  en  deux  pyramides  I)  ,  AC(j, 
C,DFEG  respectivement  équivalentes  aux  deux  pyra- 
mides D,SFH,  B,DFEG  qui  composent  le  pentaèdie  su- 
périeur. 

En  effet,  les  pyramides  quadrangulaires  de  même  base 
DFEG  ont  même  hauteur,  car  le  plan  de  cette  base  passe 
par  le  milieu  de  la  droite  des  sommets  5  par  suite  ces  py- 
ramides sont  équivalentes.  En  second  lieu,  D,  ACG  est  la 
moitié  de  S,  ACG;  D,SFB  est  aussi  la  moitié  de  A,SF1j. 
En  outre,  S, ACG  est  équivalente  à  A,SFB  :  car  soient 
V  le  volume  du  tétraèdre  donné,  d,  d'  les  distances  du 
plan  sécant  aux  sommets  A  ou  S,  B  ou  C,  on  a 

S,  ACG       ACG       AG  d 


V  ACB       AB        d-hi 

A,SFB        BSF        SF  U 


V  SBC        se        d^,l' 

Donc  S,  ACG  est  équivalente  à  A,SBF,  et  de  ces  deux 
résultats  on  conclut  Téquivalence  des  pentaèdres. 

Obscjvalions.  —  I.  Des  égalités  précédentes,  on  con- 
clut pour  la  mesure  des  deux  tétraèdres 

\d 
I),ACG  r=  D,SFB  = y — j,, 

et  pour  leur  somme 


d+d') 

A  désignant  l'aire  de  la  section,  on  a  poiii  les  xolunies 
des  pyramides  (piadrangulaires 

c,nFKG  ~  n,nFKG  =  —^ 


(  12  ) 

Comme  ces  quatre  pyramides  composent  V, 

Vr/  id' K 

V  =  -H 

d+d'    '        3 

et 

V=|(r/+r/')A. 

II.  Si  D  désigne  la  longueur  de  l'arête  AB,  a.  l'incli- 
naison de  D  sur  le  plan  sécant, 

<^  H- rf' =  Dsina,      V  =  -Dsina.A. 

III.  Si  le  plan  tourne,  D  et  V  restant  constants, 

A—-  ^      ' 

2    D    sina^ 

donc  A  varie  en  raison  inverse  de  sina. 


QUESTION  105 

(  voir  lome  IV,  page  560)  ; 

Solution  de  M.   Abraham  SCHPsÉE, 
Elève  du  Ivcée  Charlemafrne. 


Considérant  comme  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  les  rajons  de  courbure  des  extrémités  des  dia- 
mètres conjugués  d'une  même  ellipse.,  le  lieu  du  point 
est  Venveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  in- 
scrite dans  un  angle  droit.  (Brassike.) 

L'expression  du  rayon  de  courbure  d'une  ellipse  en 
ibnction  de  l'abscisse  du  point  considéré  est 

0    =    ; —  • 


(  »3  ) 

Si 

h' 

y  =  mx,      y  = -^  x 

a  m 

sont  les  équations  de  deux  diamètres  conjugués  df  \\\- 
lipse 

rt'  1  ■  +  b-  x'  =r  fl-  />', 

on  sait  que  les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  la 
courbe  sont  données  par 

a^  b'  a'  ///' 


a-  m-  -H  b^  «'  nr  -h  b-  ' 

T  et  )  étant  les  coordonnées  courantes  d'un  point  de  la 
courbe  cherchée,  on  aura  donc 


a^-h' 


n^  m'  -h  b 


a*  b  '  n*  b 

d\)ù  l'on  tire 


^2   -2 


/    .  A    \^           .            rt-A^c'  ,  /     â  a' cm 

[a*  bx)    =  «' —'  «'  byy  =z  a'  — 


n^  nf-  -\-  /;-  •  a-  m^  -f-  6= 

Eliminant  m'  entre  ces  équations,  on  a  l'équation  du  lieu 
cherché 

\        a^-\-  b^' 

c'est  i'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante 


inscrite  dans  un  angle  droit,  celui  d»'s  axes  de  lellipse. 


(  '4  ) 
NOTE  SIR  m   PROBLÈME  CONNU; 

Par  m.    Paul  SERRET. 


U?ie  corde  AB  crime  conique  est  vue,  rrim  point  fixe 
O,  sous  un  angle  constant  ^  trouver  lêquation  de  son 
enveloppe. 

Ce  problème,  résolu  géométriquement  dans  le  Traité 
des  Propriétés  projectiles,  n'a  été  étudié  par  l'analyse 
que  dans  le  cas  particulier  de  Tangle  droit.  ^  oici  cepen- 
dant, pour  le  cas  général,  une  méthode  très-simple,  fon- 
dée sur  la  transformation  des  équations,  et  qui  s'appli- 
querait avec  la  même  facilité  à  une  courbe  de  degré 
quelconque,  ou  à  certaines  questions  analogues  de  la 
géométrie  de  l'espace. 

Soient 

(0  /(r,v)  =  o, 

[i)  X  ^^=  "'^  -+-  ^' 

les  équations  de  la  conique  donnée  eî  de  la  corde  variable 
AB,  rapportées  à  des  axes  rectangulaires  quelconques;  et 

(3)  5,(.r)  =  o 

l'équation  ayant  pour  racines  les  abscisses  des  extrémités 
de  la  corde.  Il  suffira,  pour  résoudre  le  problème,  de 
trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  paramètres 
VI  et  /z,  pour  que  les  droites  OA,  OB,  qui  réunissent  les 
extrémités  de  la  corde  au  point  O  (.r'.  )  '),  fassent  entre 
elles  l'angle  donné. 

Or,  mettant  l'équation  (2)  sous  la  forme 

(2')   .     r  —y  =  "t  (•'-•  —  •^' )  —  [y'  —  If"'  —  ")■> 


(  «^  ) 

divisant  les  deux  niemhrcs  jiar  x  —  x\  el  désignant  par 
M  le  cocfïicienl  angulaire  de  Tune  (juelconfjuc  des  tlroiles 
OA  ou  OB,  il  vient 


M  =  m  — ; 

X  —  .r 

d'où 

y'  —  M  J^'  —  Il 

(4)  .r=-i- 

C'est  la  relation  existant  entre  l'abscisse  de  chacune  des 
extrémités  de  la  corde  et  le  coefficient  angulaire  de  la 
droite  qui  unit  cette  extrémité  au  point  O.  Et  si  Ton 
substitue  à  j:  sa  valeur  dans  l'équation  (3),  ré(]naiion 
traiisfcnnce 


,i-s  (y' — ^^•^'  —  "\ 


aura  pour  racines,  en  M,  les  coefficients  angulaires  des 
droites  OA  et  OIî.  11  sera  facile,  dès  lors,  d'exprimer 
qne  les  racines  de  cette  équation  sont  liées  par  la  rela- 
tion 

M— M" 


M'  M" 


-=  const.  ; 


et  la  relation  entre  m  et  n  étant  obtenue  <le  la  sorte,  le 
prol)lème  s  achèvera  par  les  moyens  ordinaires. 

Celte  mélbodc  s'applique  à  plusieurs  problèmes  ana- 
logues, et  dont  quelques-uns,  abordés  autrement,  ne  se- 
raient pas  sans  difficulté. 


(  i6) 

REMARQUES  SIR  OllELOÏlES  THÉORÈMES  ÉNONCÉS 
DANS  LES  NOIVELLES  ANRIALES; 

Par    m.    L.    FAURE, 

Capitaine  d''arlillerip. 


Question  609. 

Cette  question,  déjà  résolue  par  plusieurs  élèves,  est 

un  cas  particulier  de  celle-ci  (*)  :  Lorsquun  triangle 

est  conjugué   à  une  conique,  la  somme  des   carrés  de 

ses  demi-axes  principaux  est   égale  à  la  puissance  de 

son  centre  relati%>ement  au  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Or,  dans  la  question  609,  le  triangle  RHC  est  conjugué 

au  cercle  décrit  sur  FF'  comme  diamètre.  D'où  l'on  doit 

conclure  que  la   tangente  MT   niejiée   par   le  point  M, 

FF' 
milieu  deFE',  esté^ale  à  — — -• 

Sur  les  deux  premiers  théorèmes  de  M.  Paul  Serret 
(page  323). 

A  la  page  5o  du  tome  XYII  des  Nouvelles  ylnnales, 
j'ai  énoncé  le  théorème  suivant  :  Si  Von  décompose  un 
polygone  ahcd.  .  .  en  triangles,  enjoignant  ses  sommets 
à  un  point  arbitraire  i  de  son  plan,  l'on  aura,  o  étant  un 
point  fixe  et  k  une  constante  : 

iab  ihc 

+■  -77 : :+...  =  /{•. 


oia  .oab  .obi        oib  .obc  .oci 
Le  théorème  I  de  l'endroit  cité  se  déduit  de  celui-ci  en 

(*)  Nouvelles  Annales,  t.  X.IX,  p.  234. 


(  »7) 
supposant  que  les  points  o,  /',  a,  h,  f,.  .  .,  soient  sur  nu 
cercle  de  rayon  R.  Dans  ce  cas,  en  effet, 

J^'  /4r 


oia  .oab  .obi        \  oi  J  oa^.ob'^ 

on  a  donc  ce   théorème  :   Lorsqii  un  polygone  abcd.  .  . 
est  inscrit  dans  un  cercle^  si  Ton  prend  sur  la  circonfé- 
rence deux  points  o  et  /,  on  aura,  A   étant   une  con- 
stante^ 

iab  ibc 


'.  06'        ob^ .  ne'' 


-(-...=  /  .oi 


Si  enfin  les  points  o  et  i  se  confondent,  cette  relation 
donne 


ab  bc 

+  —, h-  .  .  =  0, 


oa 


,ob        ob  .oc 


c'est  la  première  des  relations  indi(juées,  car,  p  étant  la 
distance  du  point  o  au  côté  ab, 

ab  I      ab 

na .ob        2 R    p 

Le  théorème  II  est  une  conséquence  du  suivant,  (|uej'ai 
démontré  tome  XVIII,  page  ï8i  :  Si  l'on  tr/ice  dans  le 
plan  dhin  polygone  une  droite  quelconque ,  la  somme 
des  triangles  formés  par  deux  côtés  consécutifs  du  pol)  - 
gone  et  la  droite  arbitraire,  diuisés  respectivement  par 
le  produit  des  distances  de  leurs  sommets  à  une  droite 
fixe,  est  constante. 

Soient  A  et  B  deux  côtés  consécutifs  du  polygone  en 
question,  c  leur  point  de  rencontre,  a  et  b  les  points  dû 
ils  sont  coupés  par  la  droite  arbitraire  I.  Si  Ton  dé- 
signe par  a,  o,  y  les  distanc<;s  des  points  r/,  /;,  c  à  la  droite 
fixe,  le  théorème  indiqué  donne  la  relation 

An»,  de  Mathéntai.,  "j"  série,  t.  II.  (  Janxior  iS(i'<.)  2 
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A  étant  une  constante.  Appelons  o  le  point  d'inlerseciion 
de  la  droite  lixe  avec  I,  m  l'angle  de  ces  deux  droites,  on  a 


a.p  =  ofl .«^ .sin  w. 
r-«       abc 


7   oa  ob 


Xsin  w. 


Lorsque  la  droite  fixe  coïncide  avec  I,  cette  somme 
devient  nulle,  et  le  point  o  est  un  point  quelconque 
del. 

Si  Ton  suppose  que  les  côtés  du  polygone  et  la  droite  I 
touchent  un  même  cercle  de  rayon  /',  on  aura,  en  prenant 
le  point  o  au  point  de  contact  de  la  droite  I, 

(9«  =  rcot  —  (7,        no  =^  r  col  -  b , 
0.  2 

I  1,1 

abc  =  r-  cot  —  a  cot  —  b  cot  —  c, 
9.  ■?.  9. 


donc 


I 

cot  -  c 


On  devra  dans  ces  théorèmes  tenir  compte  des  signes  des 
perpendiculaires. 

Les  différents  théorèmes  auxquels  nous  avons  fait 
allusion  dans  ce  qui  précède  sont  susceptibles  d'un  grand 
nombre  de  corollaires  •,  nous  en  ajouterons  quelques-uns 
dont  on  pourra  chercher  des  démonstrations  directes. 

i'^  Si  une  tangente  roule  sur  un  cercle  inscrit  à  un 
polygone,  la  somme  des  distances  de  chaque  sommet  à  la 
tangente  mobile,  multipliées  respectivement  par  le  sinus 
de  l'angle  formé  à  ce  sommet,  est  égale  au  rayon  du  cercle 
multiplié  par  la  somme  des  sinus  des  angles  du  polygone. 

Ce  théorème  montre  que  le  centre  du  cercle  inscrit  à 


(  -.9  ) 
un  polygone  est  le  centre  de  gravité  d'un  système  do. 
points  matériels  placés  aux  sommets  du  pf)lygone  et  dont 
les  poids  seraient  proportionnels  aux  sinus  des  angles 
formés  par  les  cotés  du  polygone  qui  aboutissent  à  ces 
sommets. 

2"  Lorsf[u"un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle,  la 
somme  des  produits  que  l'on  obtient  en  multipliant 
chaque  côté  par  la  distance  de  son  point  de  contact  n 
une  tangente  quelconque,  est  égale  à  la  surface  du  poly- 
gone. 

Ce  théorème  montre  que  le  centre  du  cercle  inscrit  à 
un  polygone  est  le  centre  de  gravité  d'un  système  de 
points  matériel»  placés  aux  points  de  contact  et  dont  les 
poids  seraient  représentés  par  les  côtés  correspondants. 

3"  Un  polygone  étant  circonscrit  à  un  cercle,-  on  mène 
par  son  centre  une  transversale  arbitraire.  Cette  transver- 
sale divise  chaciue  côté  en  deux  segments  dont  la  somme 
des  inverses  est  constante,  les  segments  étant  comptés  à 
partir  du  point  d'intersection  avec  la  transversale.  Etc. 
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Siùcnlfx  une  fonction  quelcon([ue  de  .r  ,et  .r,  cl.r,  -+-/t 
deux  valeurs  particulières  de  .r-,  on  pourra  toujours  poser 

[   f  (.r,  -f-  //  )  =/r,  -+-  -/'  X,  -h  -^/ ■  .r,  ^ .  .  . 

(A); 


^ fn-,  jr^   4-  /,'.  R  , 

I  .  2  ...    /i  —  I  I 


h"  R   étant   un    terme    complémentaire    convenablemcnl 
choisi  et  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
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L'égalité  (A)  peut  être  mise  sous  la  forme 

Il  1.2 


/"-'jc,  H-  /i''-'R; 


1.2. .  .(/i  — i; 


or  l'équation  y  =  fx  représente  une  courbe,  Jxi  est  l'or- 
donnée d'un  certain  point  A  de  cette  courbe,  f  [xi-\-h) 

est  1  ordonnée  d  un  autre  point  K,  et   — ^^ = —  est 

la  tangente  trigonoraétrique  de  Tangle  que  fait  avec  l'axe 
des  X  la  corde  qui  joint  ces  deux  points.  Si  donc  f  [x] 
et  sa  dérivée  sont  finies  et  continues,  c'est-à-dire  si  ces 
deux  fonctions  ne  prennent  aucune  valeur  infinie,  et  ne 
passent  pas  brusquement  d'une  valeur  finie  à  une  autre 
valeur  finie,  quand  x  varie  depuis  x  =  Xi  jusqu'à  x^-\-  h, 
on  pourra  mener  à  l'arc  AB  une  tangente  parallèle  à  sa 
corde,  car  cet  arc  n'aura  aucun  point  dont  l'ordonnée 
soit  infinie,  ni  aucun  point  d'arrêt,  ni  aucun  point  de 
rupture,  ni  aucun  point  de  rebrousseraent  5  et  le  point  de 
l'arc  AB  par  lequel  on  peut  mener  une  tangente  paral- 
lèle à  la  corde  AB,  a  une  abscisse  comprise  entre  Xi  et 
.Tj -+- /i  et  qu'on  peut  représenter  par  x^-^-Sh,  9  étant 
un  nombre  positif  compris  entre  o  et  i .  On  aura  donc 


■^lfi±Al-^=/'{^^^Bh}, 


et  par  suite 


Bl 


/'  (.r,  -H  9//)  =  /'  .r,  H /"  .r,  H ^  /'"  x,+.., 

!      2  I  .  2  .  i 


h"- 


,?...(«  —  I) 


/"-'  J7,  ^  //«-'  R, 


(  '^I  ) 

ou  bien  encore 

/"-'jr,-|-  ---  R. 


I  .  2  ...    ^  «  —  1  )  &  Ô 

Et  si  y 'a:  cl  J  "  X  restent  finies  et  continues  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  x^  et  x^  -\-  bli ,  ou  bien 
entre  x^  et  a'i  ■+-  Ii,  parce  que  6  peut  être  infiniment  j)eu 

différent  de  i,  '^'^'^'"^^-;'^~'^  "'"'  sera  égal  àJ"(.r.-i-6'6//), 

le  produit  6'  Q  étant  un  nombre  positif  compris  enlre  o  et 
I  et  que  je  représenterai  par  la  seule  lettre  0'.  Ainsi 

(C)      { 

1.2...(«—  l)Ô-^  '  G 

Mais,  comme  cette  égalité  (C)  doit  avoir  lieu  anssi  poui 
h  =  o^  il  en  résulte 


1.2.0"^ 


d'oii 


I  .2.0 


Donc,   en  supprimant  1  accent  de  6', 

I  .  3 .  .  .  (  «  —  I  ) 
En   répétant    1rs  mêmes  considéraliojis  et   les  mêmes 


(  '-^  ) 

1  aisonneuienis,  nous  obtiendrons  successivement  : 

/'"  (x,  +  0//)  =  /'"  a:,  + .  .  .  H-  I  .  2 .  3  .  //"-^  R, 


.J'( 


/"  (x,  +  G/f)  =7  I  .2,3.  .  ./?.R, 


R- 


1 .2.3. . .« 


Ainsi,  pourvu  que  fx  et  ses  dérivées  jusqu'à  celle  du 
Interne  Qj.jj-g  inclusi vemeu t  soient  finies  et  continues,  pour 
toute  valeur  de  x  comprise  entre  x^  et  x^  -\-  /?,  on  a 


f{x,  +  /i]  =/x,  +-/'a:, +  -^/"j-,  -h. 


.2 


h"-' 


1.2, 


-/"-'.r,-f- 


h" 


/"(x.-f  ô// 


QIESTION  406 

(voir  tome  XVI,  page  iOl)  (*;; 

Solution  he  M.  D.  THOiNJAS  (Trimty  Collkce,  Oxford). 


Soient 


U,=o,     U2  =  o,     U,  =ro 


Cj  Cette  question  a  pour  énoncé: 

Soient  U,  =  o,  U,  ^  o,  U,  =  o  les  équations  rendues  homogènes  de  trois 
cercles,  l'équation  du  cercle  qui  coupe  ces  trois  cercles  à  angle  droit  est 
donnée  par  cette  lelation 

rfU.  dl\  dV, 

dx  dj        dz 

dV,_  du,  dL\ 

dx  dj         dz 

dV,  dV^  dU, 

dx  dj  dz 
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It'b  trois  cercles  douiiés: 


U  =  o 

le  cercle  cherché. 

En  représeiilanl  j)ar  PP'  un  diamètre  du  leicle  L', 
nous  savons  que  la  polaire  du  point  P  par  rapport  à 
chacun  des  cercles  Ui,  Lj,  L3  passe  par  P. 

Donc  en  exprimant  la  condition  que  les  droites 


dx 

r/U, 
dx 

cm. 


=^'  -7-  +  ^  -r  =  o , 

dy  dz 

d\},  d\}. 


./u. 


</ll 


dx  dy  '    dz 

se  coupent  au  même  point,  nous  aurons,  pour  Téqualion 
du  cercle  cherché, 

</U,       r/U,       r/U, 
dx         tly         dz 

dU,      r/U,      dV, 
dx        dy         dz 

r/U,      dV,      r/Uj 
dx         dy         dz 

C.    (,).    F.    D. 


QIESTIONS. 


033.    28  étant  l'aire  d'un  (juadrilatère  sphérique  in- 
scrit; a,  t,  c,  f/ les  côtés  \  2 />  le  périmèlic,  on  a 


sinS=- 


y/sin  (/>  —  n)  sin  (/>  —  ^)  sin  {p — r)  sin(/>»  —  d) 

7.1  ti)S-«cos-/H-os-fros— <■/-!- sin-r/sm-osui-fsin-a 
■jt  '.>.  7.         7.  ?.         2         ?         "?. 


COSS: 


(    M    ) 

cos«  -h  cos  b  -f-  cosr  -f-  cosd 

,1        I  I  ,        I  I    ,       .    I      .    I  .  .    I     .    I    \ 

41  cos  — «cos-ucos-ccos-a-hsin-ûsin-osin-csin-a  ) 

\2  ■?.  1  2  2222/ 


tang^^y/ 


p  —  a           p  —  b            ij  —  r 
tang^ tang^ t^ng-i tarii 


2 

P. 

63i.  Si  l'on  appelle  E  et  F  les  axes  d'une  ellipse, 
e,y,  ^',/',  e",  f"^  les  axes  de  ses  projections  sur  trois 
plans  rectangulaires,  on  a 

2  E^ H- 2 F' =  f^^ -+-/=+  e"->rf"+e"'  +  f"\ 

E^F^=  f=/'+  ^"/"+  «"V'^ 

P. 

635.  On  sait  que  si  d'un  point  M  pris  sur  le  plan  d'une 
conique  C,  ayant  pour  foyers  F,  F',  on  mène  à  cette 
courbe  deux  taîigentes  MT,  MT',  et  les  deux  droites 
MF,  MF',  les  angles  TMF,  T'MF'  sont  égaux,  de  sorte 
que  si  le  point  M  est  pris  sur  une  autre  conique  C  ayant 
les  mêmes  foyers  F,  F'  que  C,  la  bissectrice  de  l'angle 
des  tangentes,  ou  de  son  adjacent,  est  tangente  à  la 
courbe  C  au  point  M.  Prouver  que  toute  courbe  C"  qui 
par  rapport  à  la  conique  C  jouit  de  la  même  pi'opriété,  est 
une  conique  ayant  les  mêmes  foyers  F  et  F'. 

636.  On  suppose  que  des  rayons  perpendiculaires  à 
l'axe  d'une  parabole  soient,  à  leur  rencontre  avec  cette 
courbe,  réfléchis  de  manière  que  l'angle  de  réflexion  égale 
l'angle  d'incidence  :  tiouver  l'enveloppe  des  rayons  réflé- 
chis, et  déterminer  géométriquement  le  point  de  contact 
d'un  rayon  réfléchi  et  de  l'enveloppe. 

637.  Les  quatre  faces  à\\n  tétraèdre  passent,  chacune, 
par  un  point  fixe-,  les  trois  côtés  de  l'une  des  quatre  faces 
sont  assujettis  à  rester,  chacun,  sur  un  plan  fixe  :  trouver 
le  lieu  géomé  trique  du  sommet  du  tétraèdre  opposé  à 
celte  face. 


«r 
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Ce  lieu  est  en  général  une  surface  du  troisième  degré, 
qui  se  réduit  à  un  cône  du  second  degré  quand  les  (juatre 
points  fixes  sont  situés  sur  un  même  plan.    (R.  Salmok.) 

638.  Trouver  sur  la  surface  d'un  livperboloïde  à  une 
nappe  le  lieu  géoniétricjue  d'un  point  tel,  que  les  deux 
génératrices  rectilignes  menées  par  ce  point  fassent  un 
angle  donné. 

Cas  particulier  où  Tangle  donné  est  droit. 

639.  Trouver  sur  la  surface  d'un  paraLoloïde  hyper- 
bolique le  lieu  géométrique  d'un  point  tel,  que  les  deux 
génératrices  rectilignes  menées  par  ce  point  fassent  un 
angle  donné. 

Cas  particulier  où  langle  donné  est  droit. 


BIBLIOGItAPillE. 

Théorie  des  Séries,  contenant  :  i°  les  règles  de  conver- 
gence et  les  propriétés  fondamentales  des  séries: 
2°  l'étude  et  la  sommation  de  quelques  séries;  3°  quel- 
ques applications  de;  la  théorie  des  séries  au  calcul  des 
expressions  transcendantes;  par  31.  11.  Laurent, 
officier  du  génie,  ancien  élèvede  l'Ecole  Polytechnique. 
Ouvrage  destiné  aux  candidats  des  Ecoles  Polviechni- 
que  et  Normale,  et  aux  personnesqui  désirentsuivreles 
coursdes  Facultés  desSciences.  In-8"  de  vin-124  pages. 
Paris,  Mallet-Bachelier.  —  Prix  :  4  francs. 

Voici  un  petit  livre  où  les  séries  sont  traitées  avec 
beaucoup  de  soin,  on  peut  même  dire  avec  amour,  car 
iM.  Hermann  Laurent  aime  véritablement  les  séries.  Ce 
n'est  point  un  mal,  s'il  est  vrai  qu'on  ne  puisse  réussir 
dans  un  sujet  quelconque  sans  y  mettre  un  peu  de  passion. 
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Après  quelques  définitions,  Fauteur  expose  les  princi- 
pales propriétés  des  séries.  L'énoncé  qui  accompagne  la 
remarque  II  du  P''  théorème  aurait  dû  être  présenté 
comme  la  définition  même  des  séries  convergentes,  présen- 
tée sous  une  forme  un  peu  différente.  La  réciproque  en  est 
donc  vraie,  comme  doit  l'être  la  réciproque  de  loutebonne 
définition.  Aussi  quand  on  dit,  avec  certains  auteurs  ; 
«  Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  sitffit  que  la 
somme  des  p  termes  qui  suivent  le  n""""  diminue  indéfini- 
ment quel  que  soit  p  »,  on  n'apprend  rien  de  plus  au 
lecteur  que  si  on  lui  disait  qu'une  série  est  convergente... 
quand  elle  est  convergente.  Quelquefois  on  n'énonce  pas 
la  proposition  correctement  ou  l'on  explique  mal  ce  qu'il 
faut  entendre  par  les  mots  «  quel  que  soit  p  »  ;  alors  on  a 
une  proposition  fausse,  comme  Ta  démontré  M.  Catalan 
dans  son  excellent  Traité  des  Séries. 

M.  Laurent  ne  s'explique  pas  complètement  sur  cette 
difficulté,  mais  il  regarde  le  prétendu  théorème  comme 
n'étant  nullement  indispensable  à  la  théorie  des  séries, 
eu  quoi  il  a  parfaitement  raison, 

La  démonstration  du  théorème  III  (p.  9),  relatif  aux 
séries  de  la  forme  r^  -+-  r^  sin9  +  /«  sin2  0, .  .  . ,  nous  a 
paru  être  des  plus  ingénieuses.  Viennent  ensuite  quelques 
propositions  sur  les  séries  à  termes  imaginaires  et  sur 
celles  dont  la  valeur  ne  dépend  pas  de  l'ordre  dans  lequel 
les  termes  sont  écrits.  C'est,  je  crois,  Dirichlet  qui  a  Je 
premier  montré  que  la  valeur  de  certaines  séries  pouvait 
changer  quand  on  altéiail  l'ordre  des  termes,  remarque 
importante  et  qui  montre  avec  quelle  précaution  on  doit 
user  des  suites  infinies. 

Les  principales  règles  de  convergence  sont  présentées 
avec  beaucoup  d'ordre  et  démontrées  avec  netteté,  mais 

l'auteur  a  oublié  de  faire  voir  que  -^  et  l  u„  ont  la  même 

lin 
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liinile,  ce  qui  fait  rentier  le  iht'oiènie  V  (p.  38)  dans  le 
théorème  III. 

Le  reste  de  l'ouvrage  est  consacré  à  des  exemples  et  à 
des  applications.  jNous  regrettons  que  l'auteur  ait  dit 
(p.  ^5)  (^\x  il  serait  facile  de  démontrer  que  si  x  est  en- 
tier, la  série  e""  est  le  développement  d'un  nond>re  in- 
commeîisurable .  Cette  manière  de  parler  est  aujourd'hui 
fort  discréditée  par  suite  de  l'abus  qu'en  ont  lait  quelques 
médiocrités  prétentieuses.  Dans  l'exemple,  le  ihéurème 
ne  nous  paraît  pas  du  tout  facile,  et  si  M.  Laurent  en  a  une 
démonstration  simple,  il  nous  obligera  beaucoup  de  nous 
la  communiquer.  Lambert  le  premier  a  fait  voii-,  à  l'aide 
des  fractions  continues,  que  toutes  les  puissances  de  e  dont 
Texposant  est  commensurablesont  incommensurables.  Sa 
démonstration  est  extrêmement  ingénieuse  comme  tout 
ce  qui  est  sorti  de  cet  esprit  si  profond  et  si  élégant. 
M.  Liouville  a  ensuite  démontré  que  e  ne  pouvait  être 
racine  d'une  équation  du  dcuxiènje  degré  à  coefficients 
rationnels,  démonstration  simple,  facile,  mais  non  facile 
à  trouver.  J'ignore  si  1  on  est  allé  plus  loin  dans  cette 
matière. 

En  résumé,  l'ouviage  de  M.  Laurent,  sans  rien  renfer- 
mer de  véritablement  nouveau^  nous  parait  une  bonne 
exposition  d'une  théorie  importante,  et  nous  le  i  (com- 
mandons aux  élèves.  A  part  les  x;ritiques  de  détail  que 
nous  venons  de  faire,  nous  n'aurions  que  des  éloges  à 
donner  à  l'auteur,  sans  quelques  passages  de  la  préface  et 
du  livre,  passages  dont  le  ton  peu  convenable  nous  parait 
devoir  être  relevé.  Après  un  tableau  irès-exagéré  des 
erreurs  dans  lesquelles  sont  tombés  de  grands  géomètres 
à  [)ropos  des  séries,  M.  Laurent  ajoute  :  «  La  théorie  des 
séries  était  encore,  il  n'y  a  [)a^  cincjuantc  ans,  un  véri- 
table chaos.  Le  génie  seul  de  Cauchy  })arvint  ;i  lui  (icnner 
une    base   solide.    Ce    grand    géomètre    lit   t f  <|ue  ni    les 
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Newton,  ni  les  Euler  {*),  ni  les  BeinouUi,  ni  lesLagrange 
n'avaient  pu  faire.  11  mit  de  la  rigueur  dans  l'étude  des 
séries.  On  (**)  raconte  même  à  ce  sujet  que  Laplace 
écoutant  la  lecture  du  premier  Mémoire  de  Cauchy  sur 
les  séries,  frappé  de  la  justesse  des  idées  émises  par  ce 
géomètre,  rentra  effrajé  chez  lui,  d'où  il  ii^osa  sortir 
qu'après  avoir  soigneusement  vérifié  la  convergence  de 
toutes  les  séries  qu'il  avait  employées  dans  sa  Mécanique 
céleste.  »  (Préface,  p.  vi.) 

Et  plus  loin  : 

«  Lorsqu'on  ouvre  les  écrits  des  auteurs  de  ces  derniers 
siècles,  on  les  voit  attribuer  avec  une  audace  remarqua- 
ble des  valeurs  telles  que  -  à  la  série  i  —  i  H-  i  —  i .  .  .  . 

Leibniz,  pour  le  démontrer,  etc.  (p.  2).  » 

«  Euler  [^Introduction  à  l'analyse  des  infiniment 
petits  (**'*')],  Lacroix  [  Traité  du  calcul  différentiel  et  du 
calcul  intégral  (*'*'**)],  reproduisent  hardiment  l'erreur 
de  Leibniz  (p.  3  ).  » 

M.  Laurent  ne  fera  croire  à  personne  qu'il  ait  été  au- 
dessus  des  forces  d'un  New^ton  ou  d'un  Leibniz  de  mettre 
de  la  rigueur  dans  l'étude  des  séries.  Ils  ont  accompli  des 
choses  bien  plus  difficiles.  Quant  à  l'auteur  de  la  Méca- 
nique céleste,  ce  serait  donc  à  son  insu  qu'il  n'aurait  em- 
ployé que  des  séries  convergentes  et,  sans  un  heureux 
hasard,  le  grand  monument  qu'il  avait  élevé  aurait  pu 
s'écrouler  comme  un  château  de  cartes?  Cela  n'est  vrai- 
ment pas  soutenable. 


(")  L'ordre  chronologique  demandait  qu'Euler  fût  placé  entre  Ber- 
nouUi  et  Lagraiige. 

C*)  Qui? 

(***)  Quel  volume?  quelle  page? 

(*"'•*)  Quel  volume?  quelle  page?  Il  laudrait  au  moins  ci(or exactement 
ceux  que  l'on  <  riliqup 


(  '-^y  ) 

Si  M.  Laurent,  qui  est  très-jeune  et  dont  rérndilion 
n'est  que  de  seconde  main,  avait  eu  recours  aux  sources 
originales,  il  se  serait  bien  gardé  de  parler  d'une  manière 
aussi  irrévérencieuse  de  l  audace  de  Leibniz  et  de  la  har- 
diesse d'Euler.  Non-seulement  la  lecture  des  ouvrages  de 
ces  grands  hommes  l'aurait  rendu  indulgent  pour  leurs 
erreurs,  mais  encore  elle  lui  aurait  montré  combien  sa 
critique  est  mal  fondée.  Si  Leibniz  elEuler  avaient  dit  : 
((  J'appelle  somme  de  la  série  i  —  iH-i  —  i-hx--.  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  somme  de  ses  termes  quand  on 
en  prend  un  nombre  de  plus  en  plus  grand,  et  je  vais  dé- 

I         .,  . 

montrer  que  cette  somme  est  -  »  ,  ils  auraient  avance  une 

chose  parfaitement  absurde.  Mais  telle  n  était  point  leur 
pensée.  Leibniz  (*)  part  d'un  problème  qui  conduit, 
lorsque  x  est  moindre  que  i,  à  la  série 


puis  faisant  converger  .r  vers  i,  il  voit  que  la  solution 
tend  vers  ->  valeur  par  laquelle  il  remplace  la  série  gé- 
nérale devenue  dans  ce  cas  I  —  i-f-i — i-|-....  En  second 
lieu  il  se  pose  uu  problème  de  probabilité  qui  conduit  à 

la  même  série  et  il  trouve  encore  -•  Tout  cela  est  loin 

d'être  absurde.  Quant  à  ELuler,  je  n'ai  pas  sous  les  yeux 
les  passages  dont  parle  M.  Laurent.  ALiis  le  grand  ana- 
lyste s'est  expliqué  lui-même  sur  le  sens  ({u'il  attribuait 
à  la  sommed'une  série  divergente;  c'est  pour  lui  la  valeur 
delà  fonction  dont  le  développement  donne  la  série  (**). 
Ou  peut  s'exprimer  et  il  est  même  préférable  de  s'expri- 

(*)   Epistola  ad  ChrisCanuin  ff'oljium  circa  scientiam  infinitif  Acl.  Erud., 
Ktippl.  aJ.  t.  V,  1^1 3. 

(*■*)  MoNTurxA,  Histoire  des  Malhénialiques,  ■>•"  e<lit.,  I.  111,  p.  fH. 


(  :^o  ) 

mer  autrement  ;  mais  je  ne  vois  rien  là  de  contraire  à 
la  plus  sévère  logique.  Ainsi  voilà  Leibniz  et  Euler  hors 
de  cause. 

Je  trouve  à  la  page  2   une  excellente  explication  du 

paradoxe  de  la  série  i  —  i-Hi  —  i  -(-.  ..=  -•  J'élonnc- 

rais  bien  M.  Laurent  si  je  lui  disais  que  cette  explication, 
aujourd'hui  tombée  dans  le  domaine  public,  est  d'un 
auteur  de  l'un  de  ces  siècles  d'ignorance  qui  ont  précédé 
Cauchv.  En  1696,  Jacques  Bernoulli  dans  une  thèse  sur 
les  séries  (*),  après  avoir  montré  qu'on  a 

/        _    /         In         In-" 
m  -t-  //        m         III •         ni^ 

salteni   si  ponatuv  in'^n,    ajoute  un  peu  plus  loin    : 

T.  •  ,.///// 

liatio  auteni  paraaoxi  = -\ ••    est 

im         m         m         m  m 

qiiod  conlinuata  divisione  ipsius  l  per  m  -\-  m,  residuum 

divisionis   non    minuitur,    sed  pevpetuo  ipsi    l  œquale 

manet  :  unde  quotiens  divisionis  pvoprie   noji  est  sola 

l  l  l  ,111  ,         / 

senes H •  •  •  sca i-  —  •■■>■+  vel 

m         m         m  m         m         m  ini 

faciendo.  Et  cependant  Jacques  Bernoulli  est  un  de  ceux 

auxquels  M.  Laurent  reproche  de  n'avoir  pas  su  mettre 

de  la  rigueur  dans  l'étude  des  séries. 

Nous  pourrions  encore  citer  un    Mémoire  de   ^  ari- 

gnon  f*"*")  sur  les  précautions  à  prendre  dans  l'emploi  des 

séries,  pour  savoir  quand  elles  donnent   vrai  ou  quand 

elles  donnent  faux,  les  règles  de  convergence  de  Maclau- 

rin,  d'Euler,  etc.;  mais  en  voilà  assez  pour  montrer  que 

les    reproches    adressés    aux    prédécesseurs    de    Cauchy 

n'étaient  pas  mérités  ou  ne  pouvaient  s'appliquer  qu'à 

(^")  Opéra,  p.  -j'ji. 

(**)  Académie  des  Sciences,  171.1,  p.  lOi. 


(  :u  ) 

dos  auteurs  du  second  ordre.  Si  nous  avons  insisté  là- 
dessus,  ce  n'est  pas  pour  donner  une  facile  leçon  d'his- 
toire à  M.  Laurent,  encore  moins  pour  causer  de  la  peine 
à  un  jeune  homme  dont  les  succès  nous  seront  toujours 
chers;  mais  nous  tenions  à  prémunir  les  jeunes  lecteurs 
contre  des  assertions  tranchantes  qu'ils  ne  peuvent  con- 
trôler actuellement  II  ne  faut  pas  laisser  perdre  le  res- 
pect que  nous  devons  aux  créateurs  de  la  science.  Jini- 
tons-lessi  nous  le  pouvons,  mais  ne  cessons  jamais  de  les 
honorer.  P. 


NOTE   SDR  L'ENVELOPPE  DINE    DROITE; 

Par   m.  Joseph  SACCHI   (de  Milan). 


Soient 


?(x),    r  =  -h': 


les  équations  de  deux  courbes  AN,  lîN  rapportées  à  des  axes 
orthogonaux  OX,  OY;  /(a,  o)  =  o  une  relation  donnée 
entre  les  abscisses  a,  ê  de  deux  points  A,  B  des  mêmes 
courbes;  n  l'abscisse  du  point  N.  En  supposant  c[ue  le 
point  A  se  meuve  sur  la  courbe  AN,  il  en  sera  de  mèm(> 
de  B  et  de  la  droite  AB,  laquelle  sera  tangente  à  une  ligne 
enveloppe  en  un  point  M  qu'on  veut  déterminer. 
Eu  posant 

et  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a  des  deux  équa- 
tions suivantes 

(r  -  ?(«))  (8  -  a)  =  (r  -  a;  ('\s)  —  ?(,)).     /(-,  ?)  =  o, 


{  32  ) 
dont  la  première  représente  la  droite  AB,  on  a 

En  éliminant  de  ces  quatre  équations  a,  o,  c',  on  aurait 
Téquation  de  la  courbe  enveloppe. 

Que  l'on  nomme  t  la  tangente  de  l'angle  que  AB  fait 
avec  OX,  et  que  l'on  suppose  M  placé  entre  A  et  B,  ou 
aura 

Au  moyen  de  ces  équations,  éliminant  des  équations  (i) 
les  quantités 


,t. 


•>■  —  ?  a)'       ^  —  V( 


X  %, 


on  obtient 


cette  dernière  détermine,  dans  des  cas  particuliers,  la 
position  du  point  M  sur  la  droite  AB,  comme  on  va  le 
voir  dans  les  applications  suivantes. 

Applications.  —  I.  Supposons  que  la  droite  AB  se 
meuve  de  manière  que  la  longueur  de  l'arc  ANB  soit 
constante  et  égale  à  h. 

En  faisant 


on  aura 
d'où  l'on  tire 


(  y^  ) 

el 

En   substituant  a  J^,\,  /L.^  ces   valeurs  clans  I  (fjua- 
lion  {2),  et  divisant  par  \U  -h  t^-,  on  a 

MA  I  -=i^-7===     =  MB  ^  ~ 


v'i  -h  o  y/i  +  -y^g^         \v^.  +  c-  v'i  +  ?;4 

Si  l'on  conduit  AT,  BT,  tangentes  aux  deux  courbes 
aux  points  A  et  B,  et  les  droites  BV,  AV,  respectivement 
parallèles  à  ces  tangentes,  la  dernière  équation  pourra 
èli^e  remplacée  par  la  suivante 

MAsiaTBA  =  MRsinTAB, 
ou  bien 

MA  _  TB  _  VA 
MB  ""  TA  ~  VB' 

d'où  Ton  conclut  que  le  point  INI  est  déterminé  par  la 
bissectrice  \  M  de  l'angle  AVB. 

II.  Soit  constante  et  égale  à  a  l'aire  du  triangle  mixli- 
ligne  ANB. 

Si  l'on  pose 

on  aura  l'équation 

laquelle,  en  observant  que  '-|/,gN  —  y.  x  =  f  (ô  —  a),  donne 

Par  conséquent,  de  réf{uatioM  (2)  011  déduit  iMA=  MB, 
c'est-à-dire  (pie  le  point  AI  est  le  milieu  de  AB. 

m.   Soit  constante  et  égale  à  h  la  longueur  de  la  corde 
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AB,  on  aura 

res  valeurs  changent  réqualioii  (2)  en  la  suivante 

MA     ■  p=  MB     ^ 

qui  est  équivaleule  à 

(3)  MA  tangTiJ  A  =  ^IB  tangT  AB  ; 

d'où,  en  désignant  par  P  le  point  de  rencontre  des  deux 
normales  aux  courbes  en  A  et  B,  on  a 

]MAlangPAB=  MB  tangPBA; 

cette  dernière  égalité  montre  que  le  point  M  est  la  pro- 
jection de  P  sur  AB. 

Si  la  projection  de  T  sur  AB  est  R,  on  aura 

RB  tangTBA=  RA  tangTAB, 

et  delà,  en  ayant  égard  à  l'égalité  (3), 

MA  =  RB,      MB  r=  RA, 

relations  qui  démontrent  la  propriété  énoncée  par 
jNI.  Boklen,  dans  la  question  (610)  page  i56  de  ce  jour- 
nal (*),  relative  au  cas  où  la  droite  constante  AB  se  meut 
de  manière  que  ses  deux  extrémités  A,  B  restent  sur  deux 
droites  fixes  TA,  TB. 


(*)  Dans  cette  question  où  l'on  dit  que  :  la  projection  orthogonale  de  O 
est  aussi  éloignée  de  M. . .,  il  faut  lire  :  la  projection  orthogonale  de  ÎV  sur 
MO  est  aussi  éloignée  de  O .  . .  . 


(  35  ) 
Observation.  —  Les  rèî^lcs  données  pour  déterminer  le 
point  AI  sur  AB  subsistent  évidemment  quelle  que  soit  la 
ligne  ANH,  composée  d'un  nombre  quelconque  d'arcs  de 
courbes  différentes,  puiscju'elles  ne  dépendent  que  des 
points  A,  B  qui  ne  peuvent  appartenir  qu'à  deux  courbes 
ou  à  une  seule. 


NOTE  SUR  \m   QlESTIO\'  DE  GÉOMÉTRIE  DE  L  ESPACE, 

Par    m.   BAEHR, 

Profosscur  à  Groninj^uc. 


Dans  le  tome  Xî,  pages  Q6  et  suivantes  des  Nouvelles 
Annales,  M.  Dieu  remarque  que  si  Xr/x  -h  Yr/y  -h  Z,dz 
est  une  diflérenlielle  exacte  à  trois  variables,  un  svslèrae 
de  droites  qui  ont  leurs  origines  ou  points  de  départ  sur 
une  surface  donnée  S,  et  dont  les  directions  sont  déter- 
minées en  fonctions  des  coordonnées  de  leurs  origines 
par  les  cosinus  X,  Y,  Z,  peut  être  coupé  normalement 
par  une  autre  surface,  (jut-lle  que  soit  (Tailleurs  la 
surface  S. 

En  cherchant  à  expliquer  cette  propriété  particulière 
au  système,  on  trouve  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on 
peut  prendre  l'origine  de  chacjue  drt)ilf  en  un  point  quel- 
conque de  sa  direction,  c'est-à-dire  que  les  cosinus 
X,  Y,  Z,  ne  changent  pas  fie  valeurs  si  à  .r,  >  ,  z,  on 
substitue  .r  H-/>X,  y  -hpY,  z  -|-/>Z,  p  rtant  une  lon- 
gueur arbitraire  ;  de  sorte  qu  ici  le  système  des  droites 
est  en  ellet  indépendant  de  la  surface  S. 

De  plus,  posant 

Xr/x-i-Yr/y-f-Zr/3  =  ./F(.r,    >■,    ;,), 

on  obtiendra  la  surface  normale  aux  droites,  si  Ton  prend 
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(  36  ) 
sur  chacune  d'elles,  à  partir  du  point  où  elle  perce  la 
surface  S  et  du  même  côté,   une  longueur  r  donnée  par 
l'intégrale  de  l'équation  (3),  page  67  (*),  d'où 

r  =  —  ¥  [x,  r,  3,  )  +  const. 

Et  si  l'on  donne  de  même  a  x,  r,  ^,  les  accroisse- 
ments /?X,  /^Y,  ^Z,  la  fonction  F  deviendra  Y  -\- p  \ 
par  conséquent  r  diminuera  de  p  \  de  sorte  que,  pour  une 
même  valeur  de  la  constante  dans  l'intégrale,  on  retom- 
bera toujours  sur  la  même  surface  normale  aux  droites, 
quelles  que  soient  leurs  origines. 

En  effet,  remarquant  bien  que  X,  Y,  Z,  ne  sont  pas 
simplement  proportionnels  aux  cosinus  qui  déterminent 
la  direction  d'une  droite,  mais  qu'ils  sont  ces  cosinus  eux- 
mêmes,  on  obtiendra  en  différentiant  X*  -H  Y*  +  Z*  =  i 
successivement  par  rapport  à  x^  y^  2,  et  en  ayant  égard 
aux  conditions 

f/X  __  dX       dX  _dZ        ^Y  _  dZ 
dy  d.T  (Iz  d.r         dz  dy 

qui    expriment  que  ^s^dx -\-X dy -\-T,dz   est  une  diflé- 
rentielle  exacte, 

'         ^X         ^  rfX         ^  r/X 
X— --t-Y-—  +  Z— -  =  o, 
dx  dy  dz 

X-1       Y—       Z—  — o 
dx  dy  dz 

cVL  (VL  cVL_ 

dx  dy  dz 

Mais,  pour  des  accroissements  quelconques  de  x^y^  z, 
la  fonction  X  devient 

n  ^  ce 

x:,  I  /r/X  dX  dX     \" 

-^•^    I  .  2 .  3 ...  «    \  dx  dy  dz        ) 

Il  =  \ 

{*)  Cette  équation  e&tdi-h\du-\-\4}'-h7.dzz=o{i.  XI,  p.  67). 


■>  _ 
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si,  dans  le  développement  des  puissantes  du  iiinônie,  on 
change  (^X)"  en  r/"X.  On  voit  d'abord  f|ue  Je  premier 
terme  du  développement,  celui  qu'on  obtiendrait  pour 
Ai=:i,  s'évanouit,  en  vertu  de  la  première  des  équa- 
tions (i),  si  les  accroissements  Ax,  Ay,  Az,  sont  pro- 
portionnels à  X,  Y,  Z;  il  est  facile  de  démontier  (jue  lu 
même  chose  arrive  alors  pour  les  termes  suivants. 

En  effet,  différentiant  la   première   des  équations  (i) 
successivement  par  rapport  à  J^,j',  z,  on  a 


X 

d'X             d-'X             d'X 
dx-               dx  df             dx  dz 

dx 

dX 
dx^ 

dY 

dx 

dX        dZ 
dy          dx 

dX 

dz    ="' 

X 

d'\ 
dy  dx 

-h  Y 

d'  X         ,,  . 

dy 

d^X 
(ly  dz 

r/X 
dy 

dX 
dx 

dY 

dX       dZ 

dy          dy 

dX 

—  =  o, 

dz 

X 

dx  dz 

d'X 
dy  dz 

H-Z 

d'X 
dz" 

r/X 
dz 

dX 
dx    + 

dY 
dz 

dX        dZ 
dy          dz 

dX 

multipliant  ces  résultats  respectivement  par  X,  \  .  Z, 
ajoutant  les  produits,  en  ayant  égard  aux  trois  équa- 
tions (i)  et  écrivant  JX'  pour  indiquer  ^*X,  ou  obli»  ni 
l'équation  symbolique 

(X—       Y—       Z  — ''=o 
\      dx  dy  dz  j 

ijui  fait  voir  que  le  second  terme  du  développement  pré- 
cédent s'évanouit  en  même  temps  que  le  premier.  La 
même  chose  aura  lieu  pour  les  termes  suivants,  de  sorte 
<pie  X  -s'accroil  de  zéro.  11  en  est  de  même  des  accroisse- 
ments de  Y  et  de  Z. 
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La  fonction  F  devient,  symboliquement,  si  l'on  donne 

à  X,  7,  z,  des  accroissements,  arbitraires 


F+  y i r- 

^^   I  .  2  .  3 .  .    «    \  dx 


d¥ 


A  j: 


dY 
dy 


Ajr  +  — . 


dF 

az 


Mais,  remarquant  que 


r/F_  dF_ 

ct.T  dy 


dz-^' 


et  que 


d'F 
dx  dj 

dx  dz 

d'Y 
dz  dy 


dX 

dX 
r/Y 


dY 
dx 

dZ 
dx 

dZ 


le  développement  réel  pourra  être  mis  sous  la  forme 

F  +  (XA.r  +  yAj4-ZAz) 

Az  j  A.r 


fdX  dX  dx 

\  dx  dj  dz 


r/Y 

,     àx -\ —  A j  H —  Az    A/ 

ax  dr  dz 


dY 
dx 

dZ 

~d^ 


Ax 


dY 
dy 
dZ 

d? 


\r 


dZ 

~dz 


Ac    A 


^ 


ce  qui,  en  vertu  des  équations  (i),  se  réduit  à 
Y  ^p[X'-\-Y-  +  T-)     ou     F -+-/>, 

si  l'on  prend  les  accroissements  de  a:,  y^  z,  respective- 
ment égaux  à  yyX,  />Y,  pTj.  Donc  la  fonction  F  s'accroît 
de  p^  et /■  de  — p. 

On  peut  arriver  fiux  mêmes  résultats  plus  généralement 
et  sans  le  secours  de  la  série  de  Taylor. 


Les  fonctions  X,  Y,  Z  salisfaisanl  toujours  à  l'éc^uation 

X'4-Y'+Z'=:  I, 

on  a,  lorsque  X^j: -h  Y  Jy -h  ZJz  est  la  tlifférenlielk" 
d'une  certaine  fonction  ^^  de  J^, y,  z,  l'équation  aux  di^c- 
rcntielles  partielles 

(â)^fê)v(sy=-. 

dont 

où  a,  6,  c  sont  des  constantes,  est  une  solution  complète^ 
de  laquelle  on  peut  déduire  toutes  les  fonctions  possibles 
qui  satisfont  à  l'équation  (2).  Car,  si  F(ar,  r,  2)  est  une 
telle  fonction,  on  [)eut  d'abord  lui  donner  la  forme  de  «p, 
en  déterminant  a,  6,  c,  qui  alors  deviennent  des  fonc- 
tions de  variables,  par  les  équations 

(3)     F^  =  (..-„),    ^-.f  =  (r-*),    F^  =  ('-0, 

dont  la  somme  des  carrés  donne  en  effet 

T- =^  {x  —  ay -\- {y  -  by  ^  [z-cy. 
Par  la  différentiation  on  a  alors 

Fr/F  =  ix  —  a) {(Ix  —  da)  -^  [y  —  b)  [dy—  db)  +  {z--c){dz—dc). 

Mais,  si  l'on  multiplie  les  équations  (3),  resjM^ctivcmcnl 
par  dx^  dy^  dz^  la  somme  des  produits  donne  aussi 

F.r/F  =  (.r  _  «)<ir-f.(  r  —  b)dy  -\-  [z  —  c)dz; 

de  sorte  que  si  F  satisfait  à  l'équation  ('2),  les  fonctions 
a,  Z>,  0  déterminées  par  les  équations  (:M  seront   loujouis 


(  4o  ) 

telles,  qu'on  a  identiquement 

( 4 }  (-C  —  a) fia  -h  [y  —  b)  db  -h(z  —  r)c/c  =  o, 

ce  qui,  en  exceptant  le  cas  où  l'on  aurait  x  =  a,  y  =  b, 
z  =  c  qui  donnerait  F  =  o,  et  celui  où  «,  ^,  c  restent 
constantes,  qui  revient  à  la  solution  complète,  ne  peut 
avoir  lieu  à  moins  que  deux  des  quantités  a,  b,  c  ne  soient 
des  fonctions  de  la  troisième,  ou  que  l'une  d'elles  ne  soit 
une  fonction  des  deux  autres. 
Soit  dans  le  premier  cas 

J>,  4*1  désignant  des  fonctions  prises  arbitrairement,   et 
^',  ^\  leurs  dérivées,  l'équation  (4)  devient 

(5)     [x--^(c)]-y(c)+[j_-},(c)]J>',(c)H-(z-.)  =  o, 

et  donnera 

c=^f[x,  y,  z)  =/, 
et  par  suite 

«=  ■!(/)>     /'  =  ^.(/)- 

La    substitution  de  ces  valeurs  dans  les   équations  (3) 
donne 

(6)   x  =  ^  =  lz±</l,    y=^-^ii^),    z  =  i=/. 

^  '  dx  Y         ^  F  F 

D'après  cela,  il  est  facile  de  démontrer  que  la  valeur 
de  c,  et  par  suite  celles  de  a  et  b,  ne  changent  pas  lorsqu'on 
donne  à  ce,  j ,  2,  les  accroissements  ^>X,  /?¥,  pZ.  Car,  au 
lieu  de  faire  cette  substitution  dans  c=.J[x^y^  z),  on 
peut  la  faire  dans  l'équation  (5)  elle-même,  qui  déter- 
mine c  pour  des  valeurs  quelconques  des  variables.  On 
obtient  alors 

[.r_^(c)].y(c)-f-[j_.^,(c)Jf.(.)+(.-r) 


^if-'^-4'(/)]f('-)  +  [r--}.(/)Jf.{'')+(z-/; 


(  4'   ) 
équatioii  à  laquelle  on  satisfait  de  noiix.-au  par 

parce  qu'elle  devient  alors  le  résultat  de  la  suhstilution  de 

c=y  dans  l'équation  (5),  multipliée  par  i  -h  ^^  • 

Pour  CCS  mêmes  accroissements  des  variables,  (a:  —  a) 
devient,  eu  remarquant  que  a  ne  change  pas. 


.r-t-/jX  — a,      ou      (.r — a)-\-j} -— =i:(.r  — ojl  i -|- 


F)'- 


De  sorte  que  F  =  \/(x  —  «)"--{-()  —  />)*-!-  (z  —  c)' 
deviendra  F  1 1  -\-  ~\  on  F  -{-  p . 

U-a]  i  ■   '   ^ 


Tandis  que  X  devient ^^ ou    

C'est-à-dire  que  F  s'accroît  de  /^   tantlis  (jue  X,  V,  Z 
restent  les  mêmes. 

Dans  le  second  cas,  si  l'on  pose 

r  =  •}(«,  b), 

ip  désignant  une  fonction  prise  à  volonté,  ré(]nalion  (4) 
se  partage  dans  les  deux  suivantes  : 

(7)    C-a)^[z~^^^  =  o,      (;_^)4-(.— ^)'g=o; 

et  tes  dernières  déterminent  «,  b^  ei  par  suite  r  en  fonc- 
tion de  X,  j ,  z.  On  verra,  comme  dans  le  premier  cas, 
que  ces  valeurs  ne  changent  pas,  si  Ion  donne  aux  va- 
riables des  accroissements  proportionnels  à  X,  Y,  Z;  ce 
qui  mène  ensuite  aux  mêmes  résultats  (pie  dans  le  pre- 
mier cas. 

Soit,  par  exemple, 

F  =  v(.r'  -\-  y'^  -\-  2.-)  —  [x  cosa  -\-  y  rosb  H-  "  cosy/. 
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Eu  supposant 

cos'a  +  cos'6  +  cos'7  =  I , 

la  fonction  F  satisfait  à  l'équation  (2).  Alors  les  équa- 
tions (3)  sont,  en  posant,  pour  abréger, 

.rCOSx  -+-  J  C0S6  -t-  Z  COS7  =  P, 
a: — Pcos7.  =  j:  —  a,     y — PcosÇ=:j — b,     z  —  PcoS7  =  z  —  c, 

Donc 

a  =  Pcosa,      i  =  Pcosê,     c;=PcoS7. 

De  sorte  qu'on  a  ici  un  exemple  du  premier  cas,  savoir 

cosa  cosê 

a  =  -i  [c]  ■=  c,       o  =  -h.  \c]  =  c. 

COS7  '  COS7 

On  vérifie  aisément  que  c  =■  Pcosy  ne  change  pas,  si 
l'on  substitue  à  x,  j,  z  les  valeurs  xH-y^X,  >  -f-pY, 
z  -\-  p7i^  c'est-à-dire 

fx  —  P  cosa\ 

\    F    y 

y  —  P  cos  S 
F 

'z  —  P  COS7 


[m]  {j+P 


Puis  on  vérifiera  aussi  aisément  que  F  devient  F  -+-  y?, 
et  que  X,  Y,  Z  ne  changent  pas  pour  ces  nouvelles  va- 
leurs des  variables. 

Si  l'on  part  des  valeurs  précédentes  de  a  et  è  en  fonc- 
tion de  c,  afin  de  déduire  de  la  solution  complète  la  fonc- 
tion F  que  nous  avons  prise  pour  exemple,  l'équation  (5) 
qui  détermine  c  en  fonction  de  a:,  j,  z,  donnera 

cosaX  cosa        /             cos6\  cos€        ,  . 

X  ~  c h  [y  —  <: Hz  —  c)  =  o, 

cos^y  C0S7      \  C0S7/  C0S7 

et  par  suite 

c=  PCOS7. 
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Cette  équation  ne  change  pas  et  donne,  par  conséquent, 
la  même  valeur  pour  c,  si  à  j;,  y,  z  on  substitue  les  va- 
leurs (///),  continuant  à  y  considérer  c  comme  1  inconnue 
à  déleiminer  pour  ces  nouvelles  valeurs  des  variables. 
Soit,  pouj"  avoir  un  exemple  du  second  cas, 


F  =  sin  a  y/x'  H-  j'  +  z  ces  a, 

qui  satisfait  encore  à  l'équation  (2). 
Après  une  simple  réduction  et  posant 

ces  a  ^.r'  H-  7'  —  z  sin  a  =  P, 

les  équations  (i3)  donneront 

xPcosa            ,          rPcosz  ^    . 

a  =  — 1        n  =  1        c  =  —  Psmz, 

de  sorte  qu'on  a  ici 

c  =z  ■],  (a,   b)  =  —  tang  y.  y  a-  -\-  b' . 

Si   à  .r,  y^  z  on  substitue  r  -h/?X,  y  -+-  />Y,  ;:  -\-  p7j^ 
c'est-à-dire 

,  .  xsina  rsina 

■    "■  y  +  P  -7- '  1      z-{-  pcosa, 


\/x--hjr"'  s/x--hj'' 

on  vérifie  aisément  que  X,  Y,  Z  ne  changent  pas,  tandis 
que  F  devient  F  -+-  p. 

Si  l'on  part  de  la  valeur  précédente  de  c  en  l'onction 
de  a  et  i,  les  équations  (7)  deviennent 

«  tan"  a 


\ 


b' 


.,    b  tanuz 
\Ui'  -t-  b' 

d'où  premièrement  ay  —  bx  =  o.  Ensuite  on  en  déduira, 
après  quehjues  réductions,  les  valeurs  précédente  s  de  a, 
b,  c,  en  fonctions  de  a;,  j-",  z.  Puis,  si  on  y  sub.stliue  à 
X,  y,  z  les  valeurs  (//),  continu. uit  à   considérei-  a  et  /' 
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comme  des  inconnues  à  déterminei'  pour  ces  nouvelles 
valeurs  de  x,  y,  z,  les  premiers  membres  augmentent 
respectivement  des  termes 


/;  sin 


/;  sina 

qui  s'avanouissent  quand  on  donne  à  «,  b  les  mêmes  va- 
leurs que  celles  trouvées  d'abord.  En  sorte  que  les  valeurs 
de  a  et  b  ne  changent  pas  pour  les  nouvelles  valeurs  de 
X,  j,  z. 

Pour  obtenir  les  surfaces  normales  aux  droites  détermi- 
nées par  les  fonctions  cosinus,  X,  Y,  Z,  il  faudra  éliminer 
.r,  j",  ^  des  équations  (i)  de  l'article  cité  plus  haut  (*), 
c'est-à-dire  des  équations 


;  —  a-' 

= 

-F  +  C) 

dV 
de 

r,  —  Y 

= 

-F-+-C) 

dF 

>»                       _ 

= 

(-F  +  C] 

r/F 

lesquelles,  dans  le  premier  cas,  en  vertu  des  relations  (6), 
se  réduisent  à 

■  .-^,:/)=p[j-^,(/)], 

Or,  si  l'on  multiplie  la  première  et  la  seconde  de  ces 

(*)  Les  équations  (i)  dont  il  s'agit  sont  (  l.  \1,  p.  66^  : 
ç  —  j:  =  /X,     /) — ^  =;  Y,     ?  —  r  =  /Z. 


{ ^^>  ) 

dernières  équations  respectivement  par  ^'  {/)  et  ^\  {J), 
la  somme  des  produits  et  de  la  troisième  donne,  en  vertu 
de  la  relation  (5), 

[-:  -  •>  (/)]■>'  (/) + b  -  •>.  (/)]-y.  (/)  -^  <  -/= o, 

où  'p  et  'y»!  sont  des  fonctions  connues  eu  /;  de  sorte  (ju'on 
peut  tirer  de  celte  équation/,  c'est-à-dire /"(x,  j,  z)  en 
fonction  de  ^,  •/;,  ^,  et  comme  l'équation  (5)  a  donné, 
d'après  ce  qui  précède, 

celle-ci  donnera  évidemment 

Ainsi,  dans  les  premiers  nicinbres  des  équations  (/>),  on 
peut  changer  x,  )  ,  z  en  ?,  y),  ^,  parce  (jue  ces  variables 
n'y  entrent  que  sous  le  signe  y  j  et  après  cela  on  élimine 
.!•,  Yi  ^  de  ces  équations  en  prenant  la  somme  de  leurs 
carrés,  ce  qui  d(jnneia 

[  ç  -  i  [f)Y  -H  [•'■'  -  •^.  (/)p  -+-  (  '.  -fy = c% 

dont  le  premier  membre  n'est  autre  chose  que  le  carré  de 
la  fonction  F,  où  l'on  a  changé  x^  j ,  z  en  ^,  y;,  ^. 

On  trouvera,  d'une  manière  analogue,  que  de  même 
dans  le  second  cas  Téquation  de  la  surface  normale  est 

où  Ton  suppose  que  dans  les  fonctions  a,  h^  c  on  a  substi- 
tué l,  n,  ^  ii  .r,  j,  z. 

Si  1  on  prend  la  constante  C  égale  à  zéro,  on  aura, 
dans  le  premier  cas,  au  lieu  d'une  surface  une  ligne  nor- 
male, parce  (|ue  i]  =  o  exige  (pie  chacun  des  trois 
termes  de  la  somme  des  carrés  soit  séparément  nul,  et 
(pie  les  trois  é([uations  «pi'on  obtient  ainsi  se  réduisent 
évidemment  aux  deux  équations 
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Dans  le  second  cas,  ces  trois  équations  se  réduisent  à 

qiii  représente  une  surface  5  l'une  des  trois  équations 

donnera  également  l'équation  de  cette  surface. 

Ces  conclusions  générales  sont  vérifiées  par  les  deux 
exemples  précédents. 

On  voit  facilement  que,  dans  le  premier,  le  système 
de  droites  déterminées  par  les  fonctions  X,  Y,  Z  qui  se 
déduisent  de  F,  est  composé  des  perpendiculaires  menées 
de  chaque  point  de  l'espace  sur  une  droite  passant  par 
l'origine  et  faisant  avec  les  axes  des  arrgles  a,  §,7.  Le  lieu 
normal  à  ces  droites  est  généralement  une  surface  cylin- 
drique dont  cette  droite  est  l'axe,  et  qui  devient  cet  axe 
lui-même  lorsque  le  rayon  du  cylindre,  c'est-à-dire  la 
constante  dans  l'équation  générale,  est  zéro. 

Dans  le  second  exemple,  le  système  consiste  en  des 
droites  menées  de  chaque  point  de  l'espace  à  l'axe  des  z 
sous  l'angle  a;  le  lieu  normal  est  toujours  un  cône  droit 
et  circulaire,  qui  a  son  sommet  à  l'origine  lorsque  la 
constante  est  zéro,  et  ou  verra  que,  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion de  cette  surface  est  en  effet  indifféremment  F  =  o, 
^  =  a,  Ti  =  b,  ^  =  c^  eu  se  rappelant  que  dans  les  va- 
leurs de  a,  b,  c,  il  faut  changer  x,  y,  z  en  H,  >/,  ^• 

Note  du  Rédacteur.  —  Le  remarquable  article  de 
M.  Baehr  se  rapporte  à  la  question  suivante,  proposée 
au  CiOncours  d'agrégation  (année  1849)  • 

Etant  données  une  surface,  et  par  chaque  point  de 
cette  surface  une  droite  qui  fait  avec  les  axes  rectangu- 
laires des  coordonnées  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
des  fonctions  continues  des  coordonnées  de  ce  point, 
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lrouv>ei'  la  condition  pour  qu'il  existe  une  surjace  noi ' 
maie  à  toutes  ces  droites. 

La  solution  en  a  été  donnée  par  M.  Dieu  (t.  XI, 
p.  66-70).  La  condition  cherchée  consiste  en  ce  que,  si 
X,  Y,  Z  représentent  les  cosinus  en  fonction  des  coor- 
données : 

Il  faut  et  il  sujjil  que  le  trinôme  \dx  -f-  Y  dy  -\-Zdz 
satisfasse  à  la  condition  connue  d'intégrabilité  des 
différentielles  à  trois  variables,  et  que  le  facteur  propre 
à  le  rendre  intégrahle  soit,  en  vertu  de  l' équation  de  la 
surface  donnée,  une  fonction  de  V  intégrale.         G. 


RÉPONSE  A  INE  LETTRE  SIR  CETTE  QIESTION  : 

Construire  un  triangle  seinhlahle  à  un  triangle  donné 
ABC,  et  dont  les  trois  sommets  soient  situés  sur  une  In- 
perhole  donnée. 


Voici  une  solution  :  D'un  point  quelconque  a  pris  sur 
l'hyperbole,  menez  deux  cordes  a/;,  ac  faisant  entre  elles 
un  angle  hac  égal  à  Taugle  BAC  du  triangle  donné.  Par  le 
centre  o  de  la  courbe  et  les  milieux  m,  //  des  cordes  ah^  ac^ 
conduisez  les  diamètres  omx.,  on/.  Cela  fait,  prenez  à  par- 
tir des  points  m,  A/  sur  les  droites  mn^  n^deslongueuis  m/>', 
ne'  proportionnelles  aux  côtés  AB,  AC  du  triangle  BAC; 
et  par  les  points  ^',  c',  menez  aux  diamètres  ox,  oy 
des  parallèles  qui  iront  se  rencontrer  en  un  point  F.  Unis- 
sez ensuite  le  centre  au  point  F  par  une  droite  oF  que 
vous  prolongerez,  s'il  est  nécessaire,  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  l'hyperbole  en  un  point  A'  qui  sera  le  sommet 
du  triangle  cherché,  homologue  au  sommet  A  du  triangle 
donné.  Pour  déterminer  h.'sdoux  autres  sommets  B',  C', 
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il  sutiira  de  mener  par  A'  des  cordes  A'  B',  A'  C  respec- 
tivement parallèles  à  ab,  ac.  Les  deux  triangles  A'B'C, 
ABC    seront    semblables   comme    ayant    un    angle   égal 
compris  entre  côtés  proportionnels. 

La  question  proposée  peut  admettre  une  infinité  de 
solutions.  G. 


RECTIFICATION  5 

Par  m.  NICOLAÏDÈS. 


«   Dans  le  numéro  de  décembre,  à  la  fin  de  mon  ar- 
»   licle  (p.  466),  on  lit  :  L'équation  différentielle 


))  représente  les  courbes  que  le  centre  du  cercle  va- 
»  riable  doit  décrire  pour  que  son  enveloppe  soit  un 
»  cercle  «  ;  il  faut  ajouter  :  «  ayant  pour  centre  le  point 
»  fixe.   )) 

Dans  le  cas  où  le  centre  du  cercle  enveloppe  est  un 
point  quelconque,  l'équation  (6)  devient 

4(4-)'- K^:^-)!'^:^-^'' 

_(_  (B^  +  C  -4A)  ii^  ^\  =0, 

B,  C  sont  les  coordonnées  du  centre,  2  y^A  le  rayon.  Cette 
équation  représente  un  système  de  droites  enveloppant 
une  conique  dont  les  foyers  sont  les  points  (o,  o),  (B,  C). 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQIE  DE  LA  QlJESTIO\  632; 

Par   m.   Albin  LAVAL, 
Élève  (lu  lycoc  de  Lyon. 


Knoncé.  —  On  prend  le  sommet  iV un  des  trois  ani^Ies 
dont  les  côtés  réunissent  deux  à  deux  quatre  points- 
donnés  d'une  conique^  et  Von  cherclie  par  rapport  aux 
côtés  de  cet  angle  la  conjuguée  harmotiique  de  la  droite 
qui  joint  ce  sommet  au  centre  de  la  conique;  démontrer 
que  cette  conjuguée  harmonique  et  les  deux  autres 
droites  analogues  sont  parallèles.  (Housel.) 

Lemme  I.  —  Les  six  points  de  rencontre  dune  trans- 
versale quelconque  avec  une  conique  et  les  côtés  tTun 
quadrilatère  inscrit  sont  en  involution .  (Cette  proposi- 
tion t-st  énoncée  dans  les  Leçons  nouvelles  de  Qéomé- 
trie  de  M.  Amiot,  dans  lo  cas  de  la  circonférence.)  {*) 
On  passe  de  là  à  une  coni(|ue  quelconque,  en  remarquant 
que,  dans  la  j)rojcclion  pcrspeclive,  le  système  des  points 
analojjucs  jouit  de  la  même  propiiélé  d'èlrc  en  invo- 
lution. 

Lemme  II.  —  Les  .six  points  de  rencontre  d'une 
transversale  quelconque  avec  les  côtés  d'un  qn<idrila- 
tère  elles  diagonales  intérieures  sont  en  involuiivn  {**). 
[Leçons  nouvelles  de  M.  Amioi.) 


C)  Elle  est  tlfiuontrce  dans  la  Gcomclric  supérieure  de  M.  Cli.isles 
(  P-  ■''l''^  )  ^'  dans  le  Coniplcnuni  de  Gàonirtrie  analytique  de  M.  Page  (liv.  III, 
p.  791.  C'est  le  théorème  de  Desargues  sur  l'involution. 

C")  Le  Icmnie  II  est,  eommc  le  précédent,  un  cas  particulier  de  colle 

proposition  gcnêrale  démontrée  par  Sturm  {Annales  de  Mtiihcmuliques  de 

Gergonnc,  t.  XN  11,  p.   180)  :  Quand  trois  lignes  du'second  digrè  ont  quatre 

points  communs,  toute  transversale  les  coupe  en  six  points,  en  im'oliiiion.    ('• 

Ann.dc  Math >'■  nuit  ,  u"  s«rie,  t.  II.  (IVvrier  i8<)3.,  | 


(   5o  ) 

Cela  posé,  soient  O  le  leulre  de  la  conique;  A,  B,  C,  D 
les  quatre  points  donnés;  E  le  point  de  rencontre  des 
côtés  opposés  AD,  BC  du  quadrilatère  inscrit  ABCD; 
F  le  point  de  rencontre  des  deux  autres  côtés  opposés, 
AB,  CD;  et  G  celui  des  deux  diagonales  AC,  BD. 

Désignons  par  ET  la  conjuguée  harmonique  de  EO 
par  rapport  aux  deux  droites  EAD,  EBC,  et  menons  par 
le  centre  O  une  parallèle  à  cette  conjuguée,  parallèle  qui 
coupe  les  côtés  EAD,  EBC  en  M  et  N.  Il  résulte  d'une 
propriété  connue  du  faisceau  harmonique  que  OM=ON. 
Soient  P  et  Q  les  points  où  la  parallèle  menée,  MN,  coupe 
les  diagonales  AC,  BD,  et  H,  K  ceux  où  elle  coupe  la 
conique.  Les  six  points  M,  N,  P,  Q,  H,  K  sont  en  invo- 
lution  (Lemmel),  et  comme  OM  =  ON  et  OH=:OK, 
on  aui^a  OP=  OQ  (*).  Ainsi,  la  droite  PQ  est  partagée 
en  deux  parties  égales  par  GO,  d'où  il  faut  conclure  que 
la  conjuguée  harmonique  de  GO,  par  rapport  aux  droites 
GC,  GD,  est  parallèle  à  PQ,  et  par  suite  à  ET, 

On  démontrerait  de  même  que  la  conjuguée  harmo- 
nique de  FO,  par  rapport  aux  côtés  FAB,  FDC,  est  pa- 
rallèle à  PQ.  Mais  on  abrège  la  démonstration  en  remar- 
quant que  si  R,  S  sont  les  points  où  MN  prolongée  ren- 
contre les  droites  FAB,  FDC,  les  six  points  R,  S,  M,  N, 
P,  Q  sont  en  involution  (Lenime  II);  et  de  ce  que 
OM  =  ON,  OP  =  OQ,  on  conclura,  comme  précédem- 
ment, que  OR:=OS.  Cette  dernière  égalité  montre  que  la 
conjuguée  de  FO,  par  rapport  à  FB,  FC,  est  parallèle  à 
RS,  et  par  suite  à  ET.  Donc  les  trois  conjuguées  harmo- 
niques sont  parallèles  entre  elles. 


C)  Lorsque  trois  couples  de  points  sont  en  involiilion,  si  doux  des  trois 
segments  qui  leur  correspondent  ont  leurs  milieux  au  même  point,  ce 
point  sera  aussi  le  milieu  du  troisième  segment.  Quant  au  point  central 
de  l'involntion,  il  est  alors  h  l'infini.       G. 
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SOLUTION  ANALVnOlE  OE  LA  OIESTION  ():>2 

Pau    m.    L.    P., 

Elève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M    Briot). 


Considérons  1  un  des  trois  angles  dont  les  côtés  lén- 
nissent  deux  à  deux  ({ualre  points  A,  Î3,  C,  D  donnés  sur 
un  plan,  et  cherchons,  par  rapport  aux  côtés  de  cet 
angle,  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  menée  de 
son  sommet  à  un  point  INI  du  même  plan. 

Nous  exprimerons  que  cette  conjuguée  et  les  deux 
autres  droites  analogues  sont  parallèles,  et  nous  serons 
conduits,  comme  conclusion,  au  théorème  (()32). 

Il  suffit  évidemment  d'écrire  tjue  deux  (juelcoiiques 
de  ces  droites  sont  parallèles. 

Je  prends  pour  axes  des  coordonnées  x.,j  deux  côtés 
opposés  Ali,  CD  du  quadrilatère  AliCD:  ces  deux  «  ôtés 
se  coupent  en  un  point  O  (jui  sera  l'origine. 

Les  deux  autres  côtés  opposés  AC,  130  se  rcnconlrcnl 
en  un  point  O'-,  el  si  Ton  désigne  par  a,  u\  h,  h'  les  dis- 
lances OA,  (3B,  OC,  on,  les  côtés  O'CA,  O'DH  i\v 
l'angle  O'  auronl  pour  «'rpialions 

Soient  .r,,  )  ,  Ie>  coordonnées  de  _M,  1  cqualiun  de  la 
lonjuguée  haiinojiiqiic  de;  OM,  par  rap|)orl  aux  ax(s()\, 
OY,  est 


^')  Deux   conju{»UL'es    liariiiiiiiii|iiis   par   ra|>|iiirl   aux   deux   coU  s   d'un 
an(]le  soiil  des  diamèUi'?.  conjujiucs    du  la  lij^in-  l\iiiiiii'    iln   «.yslriiif  d<■^ 

Y 


X 

a 

+ 

r 

X 

-f- 

y 
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La  conjuguée  liarinoiiique  de  O'M,  par  rapport  aux 
côlés  de  l'angle  O',  a  pour  équation 

La  condition  du  parallélisme  de  ces  deux  droites  est 

\   Ix,        y,  \  I    /.r,        j, 


:3) 


r, 


'•) 


ou,  en  réduisant, 

(4) 


\ 


.r, 


7  +  y-')  \a'-v 


li  +  ii_,       /f!_->2,=o, 


//  /    \a  h 

L'équation  (3)  ou  (4)  est  précisément  celle  du  lieu 
géométrique  des  centres  des  coniques  passant  par  les 
quati'e  points  donnes,  en  considérant  x^^  y^  comme  des 
cordonnées  variables.  Donc  les  centres  de  ces  coniques 
jouissent  de  la  propriété  énoncée,  et  ce  sont  les  seuls 
points  qui  en  jouissent. 

La  proposition   632  est,  par  conséquent,  démontrée. 


deux  côtés  de  l'angle.  Il  en  résulte  que  si  l'on  prend  ces  côtés  pour  axes 
de  coordonnées,  la  somme  des  coefficients  angulaires  des  deux  conju- 
guées harmoniques  sera  nulle. 

(*)  En  général,  si  M=:o,  N  =  o  sont  les  équations  des  deux  côtés  d'un 
angle  et  M4--/JN'=::o  l'équation  d'une  droite  quelconque  menée  par  son 
sommet,  la  conjuguée  harmonique  de  cette  droite  par  rapport  aux  côtés 
de  l'angle  aura  pour  équation  i\I  —  •/N  =  o.  On  le  voit  facilement  en  pre- 
nant pour  ax<'s  les  deux  côtés  de  l'angle.       G. 
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SOLITION  GÉOMÉTUIOIE  DINE  QUESTION  Ul  COXCOIRS 
U'AGKÉGATION  l»OLR  LES  LYCÉES  (ANNÉE  <862); 

Par   m.    L.    P., 
Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Biiol;. 


Etant  données  deux  droites  non  situées  dans  le  même 
plan,  on  fait  passer  par  ces  droites  un  paraboloide  hy- 
perbolique auquel  on  mène  un  plan  langent  parallèle 
à  un  plan  fioce  et  donne  :  on  demande  le  lieu  du  point 
de  contact. 

Soient  D,  D'  et  P  les  deux  droites  et  le  plan  donnés  ; 
P'  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  D,  D'  ;  l'i  M  le  point 
de  contact  d'un  plan  parallèle  à  P  el  de  l'un  des  parabo- 
loïdes  hyperboliques  passant  j)ar  les  deux  droites  don- 
nées. 

Si  Ton  mène  par  le  point  M  deux  génératrices  retti- 
lignes  de  ce  paraboloïde,  elles  appartiendront  au  plan 
tangent  et  seront,  par  conséquent,  parallèles  toutes  deux 
au  plan  P.  L'une  d'elles,  A-MA',  coupera  les  droites  D  et 
D'  en  des  points  A,  A';  l'autre,  MN,  parallèle  à  la  fois  aux 
plausP,  P',  sera  parallèle  à  leur  intersection.  Le  parabo- 
loïde qui  donne  le  point  ÎM  du  lieu  est  délerniiné  pai'  K-.s 
irois  génératrices  reclilignes  D,  I)',  MjN. 

Tout  point  INI,  d<'  AA'  apparlicnl  au  lieu  cherihé^  car 
si  l'on  désigne  par  iMl^ll  une  parallèle  à  liniersection 
des  plans  P,  P',  on  pourra  (aire  passer  un  paraboloïde 
liyperboli([ue  par  les  trois  droites  I),  D'.  M,  j\,  ;  et  le 
plan  des  deux  droites  AA',  M,  IN,,  parallèle  à  P,  sera  lan- 
gent en  M|  à  ce  paraboloïde. 

Ainsi,  le  lieu  cherché  est  la  surface  cngcnilri-c  par  une 
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droite  x\A'  qui  sappuie  sur  deux  droites  D,  D'  non  situées 
dans  un  même  plan,  en  restant  constamment  parallèle  à 
un  plan  donné  P.  C'est  donc  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique dont  les  plans  directeurs  sont  parallèles  à  P  et  à  P'. 

Remarque .  —  On  voit  facilement  que  le  lieuse  forme 
du  système  de  deux  plans  qui  se  coupent  et  passent,  res- 
pectivement, par  D  et  D',  lorsque  l'intersection  des  plans 
P  et  P'  est  parallèle  à  l'une  de  ces  droites  5  et  que  le  lieu 
se  compose  du  système  de  deux  plans  parallèles,  quand 
les  plans  P  et  P'  sont  parallèles  entre  eux. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTIOK  628; 

Par  mm.  L.  ANDLAUER  et  G.  CHAUVEAU, 

Élèves  en  Mathématiques  spéciales. 


\ 


Étant  donné  un  tétraèdre  quelconque,  on  peut  faire 
passer  par  les  centres  de  gravité  des  quatre  faces  un 
ellipsoïde  tangent  à  ces  mêmes  faces.  Il  aura  pour 
centre  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre.  Et  si  on  appelle 
3<7,  ib,  3c  les  arêtes  adjacentes  à  un  même  angle  so- 
lide^ quon  prenne  des  axes  parallèles  à  ces  arêtes,  et 
pour  origine  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  l'équation 
de  la  surface  tangente  sera 


iS)- 


.TY  .TZ  YZ  3 

-I 1-  _| 1_  1_  =r  -. 

ab        ac        bc        8 


V 


ANJNSOR. 


Prenons  pour  axes  des  coordonnées  x,  ) ,  z,  trois  arêtes 
adjacentes  du  tétraèdre,  dont  les  longueurs  serojit  dési- 
iinées  par  3  a,  ?ih,  3  c. 


(  -'5  ) 
]*<jur  (|u'u!ic  sui iiicc  (lu  second  dcgié, 

A..'  +  A' y  +  \"z'  4:  •->. Byz  -h  2 U'xz  4-  2  W jj  4-  2C.1: 
-h  ?.C'.)  4-  2C"c  -f-  D  =  o, 

soil  langeulc  aux  irois  faces  du  lélraèdre,  prises  pour 
plans  de  coordonnées,  et  aux  centres  de  gravité  «le  ces 
faces,  dont  les  coordonnées  sont 

(x  =  o,  r=  /%  z  =  c), 

(r=  o,    :  =  r,    j:  =  n), 
{z  =  0,   X  :=  a,    y  =  0), 

il  faut  que  les  cocflieients,  A,  A',  etc.,  satisfassent  iu\ 
conditions  suivantes  : 

I  A  r/  -f-  B"  /;  -h  C  =  o , 

(j)                            '  A'h  -MV'«-f-C'  =  0, 

!  C(i  -^  C'Ij  ^  D  =0, 

.  Ar/H-  B'c  +  C  =  o, 

(2)  )  A"cH-B'fl-l-C"=o, 
(  Ca  +  C"c-\-  D  =0, 

1  A'^-h  Br  H-  C  =  (I, 

(3)  j   A"f  -4-  B^  H-C"  =  o, 
(    C'/>  4-  C"c  4-  D  =0. 

C'est  ce  qu'on  trouve  facilement  j>ar  la  considération 
de  l'équation  générale  des  plans  tangents  aux  surfaces  du 
second  degré. 

Les  dernières  équations  des  systèmes  (i),  (2),  {,\) 
donnent 

r  —  —  —         •'  -  —  il        r."  —  —  — 

2  <7  7.  h  2  r 

En  chcrclianl.  de  nicinc.  les  cf>nditinns  poui  «|U('  la 
surface  du   second  dcgié   soil     laiigcnlc    à    la    (|Milricnic 
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face  du  tétraèdre,  représentée  par 

_  _H    _i 3  =  0, 

abc 

et  à  son  centre  de  gravité  dont  les  coordonnés  sont 
x  =  a,      y  =  b,     z  =  c, 

on  trouve,  en  ayant  égard  aux  équations  qui  précèdent  : 

o.  hc  yy.oc  b  .ab 

Et,  au  moyen  des  expressions  de  C,  C,  C",  B,  B',  B'''  en 
fonction  de  D,  les  équations  (i),  (2),  (3)  donnent 

Ces  valeurs  de  A,  A',  A",  B,  B',  B^  C.  C,  C"  véri- 
fient toutes  les  équations  de  conditions  obtenues,  que! 
que  soit  D  qui  reste  indéterminé. 

En  remplaçant  les  coefficients  A,  A', .  •  -i  C',  C",  par 
leurs  valeurs,  dans  Féqualion 

Aa:^  4-  A'y  -j-  A"  z'  +  2  Bjz  -\-  2  B' xz  4-  2  B"^/ 

+  2Gr  +  2C'/H-2C";-i-D=  o, 

il  en  résulte 

h  3=  o, 

c 

équation  qui  représente  un  ellipsoïde  réel. 

Les  coordonnées  du  centre  de  celte  surface  sont  don- 
nées par  les  équations 

1-7  H 3  =  0, 

ti  b         c 

X         iy        z 

_^__^^ 3=rO, 

abc 


y' 

z' 

.rs 

xz 

.VY 

3x 

3j 

4-  — 

-i- 

4- 

! — '~i — 

■  —  — 

b-" 

c^ 

èc 

ac 

ab 

a 

b 

cl 


7+  — -3=.u 
h         (• 


On  voit  que  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  (jui  sont 

4  4  I 

satisfont  à  ces  équations. 

Au  reste,  si  on  rapporte  la  surface  à  son  centre,  en  trans- 
portant les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  ou  trouve 

X-  )  ^  z-         yz         J.Z  ry         3 

a'         b-         c-        bc        ac        ab        b 

Note  du  Rédacteur.  —  M.  Lignières  a  résolu  la  niènic 
question  par  un  calcul  qui  diffère  peu  du  précédent. 
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Sur  l'emploi  des  imaginaires  daus  la  reclienlie  des  fonctions  pi-imiti>es 
de  qiteiques  fuoctions  dérivées  -, 

Par    m.     Henui    MARTIN, 

Elève  en  malhémaliqiics  spéciales  f  instilution  Barbet,. 


Exemple  I'^' .    —    Considérons    la    fonction    dérivée 


,.  I  1  ,,    .  I 

Un  a  — ^=^  =  —  »  Mais  :  est 

v/i-4--'-'        \,_^rv/— i)'  si-^xv/— 0' 

le  produit  de par  la  dérivée  de  an  sinljry'^ITl  Dont 

V  —  ' 

la  fonction  priniilivc  de  ^=^=  est  représenléc  par 

s/ 1   -H  -r- 

arc  siii(x  v  —  i  ) 

'-^ -{-  C 

v-> 


(58) 
La   qucslioii   est  Jonc  lanienée  ;"i  évaluLT  celle  ilcinicie 
Ibncliou. 

Or,  (le  la  formule  d'Euler  : 

e-^  V~'=::  cosj  +  V  —  1  .sin>, 
on  lire 

L  (cosj  ~\-  \J —  I  sin/  ) 


el,  en  posant 

sin;  =r  X  y/ —  i , 

il  vienl 

, l(v/i  +  -î^'  —  ^-^) 

arc  sin  x  v' —  i  ^= » 

d  on 

arc  sin  Xi/ — i  ,  ,  / \       ,  /  / ,      ^ 

Par  conséquent  la  fonction  primitive  cherchée  est 


-l{x-\-\Ji  -{-x-}  +C. 
Exemple  II.  —  Soit\/i-hx-  la  dérivée  proposée. 


En  remplaçant  j;  par  x' y/ — 'i  elle  devient  y/i  —  x% 
expression  de  l'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse  x 
dans  le  cercle  j^-\-x^  =  i.  Il  en  résulte  que  y/j — x* 
est  la  dérivée  du  segment  de  cercle  compris  entre  l'axe 
des  )  et  lordonnée  correspondante  à  l'abscisse  X,  seg- 
mcnl  qui  est  égal  à 

-  (  .r  y'  I  —  x^  -h  arc  sinx). 
1)  OÙ  il  suit  que  y/i  -{-  x-  est  la  dérivée  de 

— (x  y/ — I  .  v'  «  -H  -t'^  +.  a>"f  sin  x  y'  —  i  ) 


9.  V 


I  /       / arc  sin  x\  —  i 

-  {  .r  y  I  H-  .r'  H = 
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Mais 

arc  siii  (a-v/ — i  )  /  > 

V—' 


donc  la  ibuclioii  priiuiiivc  de  y/n-j:*  est 

-  [  j:  V  »-+--^'  -h  L  (x  4-  VlH-j:-)  ]  +  C  . 
Exemple   III.    —    Coiisidéions    la    fonciion   fléiivéc 

On  a 

L(l-f-.r=j  i=L(i  -f-jry — l)(i— xy— l) 

=■  L  (  14-  .r  y/—  I  )  -I-  L  (  1  —  .r  y  —  I  ), 

Or,  la  fonction  priniilivede  [Lj  (x)]y  (a)  esl,  eonune 
on  sait,y  (.»  ) ,  Ly  (.î  ) — J('c)  -t-C;donc,  en  négligeani 
les  constantes,  la  fonciion  primitive  de 

Lfi+x^  —  i)-!-L'i  —  x\  —  I; 
sera 

.- [(i  -h  x\,  —i  .L(h-xv— ij— vi-\— 1 

V  — ï 

—  (r  —  X  ^/  —  ijl.  (i  —  X  \  —  I     —  X  \  —  I  1^ 
ou 

|L(i-|-j:\  —  I  ;  —  L(i—  x^  — 1;| 

V  — I 

4-  x-  [  L  (  I  +  X  V  —  I     -t_  L  (  I  _  jr  V  —  1  )  J  _  o .J-. 

Si  nous  remplaçons  L(i  i-x  v^ — i  )i  L(i — .r  \' — i  )?  pai 
leurs  expressions  connues  : 


r  (  \  I  -f- .r •  )  —  \  —  I  air  l;in^./  . 


(6o  ) 
la  fonction  obtenue  devient 

■  (  2  \  —  I  arc  tang  x  )  -t-  j:  (  2  .  L  \  1  4-  .r  ■  )  —  2  r  , 
S  — > 

on 

2  .arc  tangx  +  jt .L  (1  -1-  x-)  —  2x  -{-  C, 

(jui  est  la  fonction  primitive  cherchée. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTION  MA  (*); 

Par  m.  Gustave  HARANG, 
Élève  du  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  Painvin). 


Le  déterminant 


rti  —  é,      rt,  —  bj     a,  —  h,      ...  a,  —  h„ 

«2  —  i>i      n-i  —  b-i     il. —  //3      ...  a,  —  b,, 

II.,      è,             (Ij     ^;            f7j     ^3              ...  ^3     b„ 

(1,1  —  b^      a„  —  b  :     a„  —  h^      ...  //„  —  é„ 

est  égal   à   («i  —  a.^   [h^  —  lu_)   pour  /?  =  2  •    et    pour 
//  ^  2,  il  est  nul. 

Soit  n  =  2,  le  déterminant  devient 


«2  —  by      a-,  —  bi 


a,  —  ttt 


b.  —  ^1      fi-i 


b,  —  bt      n,  —  b, 
b.  —  b,      a,  —  /;. 


=  (a,  —  a,]  [b,  —  b-i] 


(*)  La  question  622,  dotil  MM.  Gustave  Harang  et  .Vlbert  Sartiau.x  nou.a 
ont  adressé  une  solution,  a  été  résolue,  il  y  a  six  mois,  par  M.  Barlel 
(r'f)/;' le  numéro  d'août  1862,  p.  3iq). 


Supposons  niainleiiaiit  n  ^  ■!. 

Ilrtranclions  la  seconde  colonne  de  la  pi  (•iiiitTc,  et  la 
H'oisiùine  de  la  seconde,  il  viendra 

b^  —  /'i  ^3  —  bi  (l^  —  h^ 
ht  —  ^,  b-f  —  bj  ft-t  —  b^ 
b-,  —  /;,      b  ,  —  bj      a  ,  —  b^ 


bj  —  b,      b,  —  b,  (In  —  b  ^ 

I  I      o,  —  bj 

I  I      Hj  —  b, 

I  I      <7,  —  b. 


=    [b,—   h;)(b,—    b,) 


a 

— 

b„ 

(1 

— 

b„ 

a 

b„ 

n, 

b,. 

ii\ 

~b„ 
—  b,. 

»6 

-b., 

I       /■/„  —  b^ 


(I,.  —  b. 


te  dernier  déterminant,  ayant  deux  colonnes  éf^alcs,  est 
identicjuenient  nul. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Ahi  i- 
ham  Schnée,  élève  du  lycée  Charleniagne. 


SOLITION  DE  LA  QIESTIO^  576  ; 

Par  m.  MOGNI, 

Professeur  à  Tortonc. 


Soient  C  le  centre,  F.  F,  les  foyers  et  P  ////  pnint 
quelconque  (V une  ellipse  de  Cossini  ■  qu'on  décrive  un 
cercle  passant  par  F,  F,  et  P,  et  supposons  que  la  nor- 
male à  la  courbe  au  point  P  rencontre  ce  cercle  en  un 
second  point    \  :  alors  on   aura  critr  rclnfii)// 


CP  X  PN  =  constante. 


(    02    ) 

Posons  PF^rry,  PF,  =^1,  l'équalion  de  la  cassinieiiue, 
exprimée  au  moyen  des  distances/,/,,  sera.  J .fi  =  o , 
a  étant  une  constante. 

Différentiant  celle  é(|ualion,  on  obtient 

/.d/,^/,.d/=o      d'où      ^  =  -^- 

On  déduit  immédiali'meni  de  celte  relation  que  : 
1°  La  tangente  au  point  P  de  la  courbe  divise  l'angle 
loi  nié  par  Tun  des  rayons  vecteurs  avec  le  prolongement 
de  Faulre  en  deux  parties  dont  les  cosinus  sont  entre  eux 
comme  les  rayons  vecteurs  contigus. 

2"  Conséquemment,  la  normale  au  point  P  de  la 
courbe  divise  Tangle  dt^s  rayons  vecteurs  en  parties  dont 
les  sinus  sont  cuire  eux  comme  les  rayons  vecteurs  con- 
tigus. On  aura  donc 

/  _  sin  KPF 
7  ~"  sinNPF,* 

Dans  le  triangle  FPFj  la  droite  PC  qui  unit  le  som- 
met P  au  milieu  C  du  côté  opposé,  divise  l'angle  FPF, 
en  deux  parties  dont  les  sinus  sont  inversement  propor- 
tionnels aux  côtés  adjacents;  donc 

/  _sinCPF, 
7  ~  sirTCFF  ■ 

On  déduit  de  ce  qui  précède 

(,)  NPF  =  CPF„     NPF^  =  'CPF. 

Menons  jNF,  NFi  et  posons 
NF  =  //,     NF,  =  /,     FF,  =  2r,     PN  = //,     PC=///, 

4til  soit  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Par  une  propriété  du  quadrilatère  inscrit,  on  a 

1  2  "!  ./  ^'  -t-./i  •  /'  =   2  f  .  « 


(  ti:i  ) 

Mais  un  a 

siuNPF  =  -^, 

cl  dans  le  iriani^lc  1',  PC 

J  'J 


sin  I' ,  PC  =  -  sin  FF,  P  =  - 


m     2  R         5  R  /;/ 

l*",M  avant  t'-gard  aux  lelalions  (i),  on  (>l)(iciil 

=  (I  ou       II   =^  —. 

•X  R        :>.  R  m  m 

Kn  opérant  seinblablcnicni   par  rapport  à  /. ,  on  liiinvc 

/;/ 

Substiluanl  dans  réqualion  (a)  les  valeurs  de  //  il  h 
ainsi  obtenues,  et  réduisanî,  on  trouve  bi  rebilion  ebei- 

chée 

/./,  =  ni.n  -—.  a. 

C.     Q.     V.     I). 


OIESTIOX  D'AWLYSE 
rUOPOSEE  Al  CO\C()lHS  DE  i;A(iRÉ(iATIO\  (I8G2); 

Solution   de  INI.   AUDOYNAUD, 

Professeur  au  Ivcén  i1p  l'f>iiii'rs. 


Trouver  la  ligne  qui  coupa  sons  un  (ingle  conslaiii 
tons  fcs  wérittiens  d\inc  sphère.  —  Rectifier  l<i  courbe. 
—  Trouver  su  projection  orthographique  cl   sa  projec- 

lioii  <ilér('0^rap/iiqur. 


(  ^4  )  •  ifÊL 

1 .   Le  méridJeii  PA  (*)  a  pour  équations  î^T* 

JO''  -f-  y-  4-  ?.'  =  R%        J  =:  /7/x. 

Alors,  si  X'',}  ',  2'  sont  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  du  lieu,  la  tangente  en  Î\I  au  méridien  sera 
représentée  par 


f-r 


il  -h  nr)y 


Donc  en  appelant  a  le  cosinus  de  l'angle  constant,  on 
aura,  en  supprimant  les  accents, 

r/j"  z  cl  y         m''  x 

(h    [i-\-m-)x        dz    (i -f- /«-)>• 


/d.r'        dy'  j  z"  m' 


1^)-^' 


En  remplaçant  vi  par  -  et  faisant  usage  de  l'équation 

de  la  sphère  et  de  son  é([uation  dilïerentielle 

.r  d.r. -\- y  dy  -\-  zdz=io, 
il  vient 

R        dz 

(i)  ds  =  -  . 

«     ^  R'  —   3' 

qui,  jointe  à  l'équation  de  la  sphère,  donne  la  loxodio- 


{*)  On  est  prie  de  faire  la  ligure.  POP'  est  le  diamètre  conimiiii  aux 
méridiens  considérés  ;  PMA  un  méridien  rencontrant  au  point  A  l'éqiia- 
teur  EAE'.  La  droite  Ml  est  perpendiculaire  sur  le  rayon  OA  au  point  /. 
La  droite  .MP'  n^ncontre  OA  an  iioint  k. 


(  f>5  ) 

niia.  En  l'intégrant,  on  obtient 

R  .     z 

s  —■  —  arc  sin  -  -f-  (-. 
a  R 

On  voit  que  la  courbe  est  rcclitiable  (* j. 

Si  rou  compte  les  arcs  à  partii  de  z  =  z,j.  on  aura 

R  /        .     z  .    z„ 

î  =  -     arc  sin  -  —  arc  sin  - 

«    \  R  R 

Remarque.  —  Si  1  angle  constant  est  de  90",  a  =  o, 
alors  z  =  Zq.  Donc  la  courbe  cherchée  est  rinlcrs<?cti()ii 
de  la  sphère  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  X) ,  c'est  à- 
dîre  un  parallèle,  si  ce  dernier  est  Téquaieur. 

2.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  courbe  en 
coordonnées  polaires. 

Posons 

an},'Ic  MOI  —  &,      anglr  lOE  =  (j,. 

Alors 

:  =  R  sinO,     ds'  =  R'  (cos'  ùrT^  V  7Ô'), 

et  l'équalion  (1)  devient 

\   I  —  fl-      (iÙ 

Cl         cos  0 
D'où,  en   intégrant 


V/l  —  «'  .              /tt         9   , 
f  = l' tany  I 1  -j-  constante. 


en  appelant  y.  l'angle  donné. 


C)  C'esl-à-dire   qui  sa    rcclilicatioii   se  raméiu'   à  celle  d'un    arc  lit 
cercle. 

Ann.  de  Uatlicmat.,  a'"sérii',  t.  II.  i  Février  i8C3.)  5 


{66) 
Cette  équation,  considérée  simultanément  avec  celle  de 
la  sphère,  donne  une  spirale  spliérique. 

3.   Projectioîi  orthographique  sur  l'équateur. 
Posons 

01  =  r, 
on  aura 

/•  =  R  cosô. 

Mais  eu  désignant  par  M  la  quantité  Qe'^^'^^'''' ,  on  a 

tany     ---)^ ô  =  ^*' 

i  -{-  rang  - 


ô         I  —  M 
tan"  -  r=  , 

^2         I  -h  RI 


et  par  suite 


^ 


.    &  \  —M  ô  I  -4-  M 

Sin  —  =:  )         CCS  —  = 


2  ^2(H-RP)  2  y/2(H-]\P 

sin  0  =: 1  ces  9  = 


1  +  yv  1  -h  M^  ' 

donc 

(3)  r=2R =2R -. 

^    '  l  +  W  I  _j_C;j^2}=cota 

4.   Projection  stéréo  graphique. 

Menons  la  droite  MP'  qui  rencontre  0/  en  A,  et  posons 

0/  =  r'. 
On  aura 

r'  =  RtangOP'lM  =  Rtang-  POM  =  Rtang  \ )  =R.M, 

2  ^      .>      / 

d'où 

(4)  r'=C.Reî''"'^ 
C'est  une  spirale  logarithmique 


(  67  ) 
lieniarque.  —  En  appelant  p.  l'angle  (pu-  le  rayon  /•' 
fait  avec  la  tangente  à  la  rourhe  (4),  on  Iiomnc 

"^"^        cota  "  '^ 

C'est  ce  qu'on  pouvait  prévoii-,  puis([a'ou  dcMuoniie  (pie 
l'angle  de  deux  courbes  tracées  sur  la  sphère  est  égal  à 
celui  de  leurs  projections  stéréographiques  ;  or  le  méri- 
dien et  la  loxodroniie  font  un  angle  a,  donc  leuis  projec- 
tions stéréograpliiques,  c'est-à-dire  /'  et  la  tangente  à  la 
courbe  (4),  doivent  faire  le  même  angle. 

5.   Si  l'on  veut  les  équations  de  la  loxodromie  en  toor- 

j          '               •!•                                                      1       •     n         '—  î^*' 
données  rccliligncs,  on  lernartiue  (ine  de  51117  = -— 1 


on  déduit  M  =  1  / : — ;   mais  2  =  R  sinO",  don*- 


«  =  '-«i4-^)  =  rF=t. 


D'ailleurs 


•       Y 

<p  =  arc  tang  "   ; 

X 


alors,  en  substituant  rjans  l'équation  ('^-),  on  obtient 

I   /        cot  K  arc  tanf;  -  j      — c<>laarrlaii[;  -  \ 

équation  qui  jointe  à   .r* -h  >  * -h  c*  =  R*  déicriniiic    la 
courbe  demandée. 
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SIR  L'IMPOSSIBILITÉ  DE  QUELQUES  ÉQUATIONS 
INDÉTERMINÉES; 

Par  m.   V.-A.   LE  BESGUE, 

Correspondant  de  l'Institut. 


I. 

1 .  Il  est  établi  dans  celte  Note  : 

1°  Que  le  nombre  tn''  -+-  i^tn^ti^  -H  n''  ne  saurait  être 
carré  si  l'on  suppose  m  pair  et  n  impair. 

2°  Comme  conséquence,  que  x^-\-^y^,  x^ -\-j^  ne 
peuvent  être  simultanément  des  carrés,  x  est  supposé 
impair  et  ;^  pair. 

3"  Que  le  produit  p  [p  -\-  q)  [p  -^  ^.q)  [p  -\-?>q)  ne 
saurait  être  un  carré.  Le  cas  principal  est  celui-ci  : 
quatre  carrés  ne  peuvent  être  en  progression  arithmé- 
tique. 

4°  Le  nombre  tn''  -+-  i\m^  ti^  -\-  n^  ne  peut  être  carré, 
même  en  supposant  ni  et  n  impairs. 

5"  Le  nombre  m* — ni^n'^-\-n'*  ne  saurait  être  un 
carré. 

Il  va  sans  dire  qu'on  laisse  de  côté  en  i°  les  solutions 
m  =  o,  «  =  1  ;  en  4°  la  solution  /?z  =  ^^  =  i  5  en  5"  les 
solutions  ni  =  o^  îi  =■  i\  n  =0,  m  =z  1. 

La  démonstration  s'appuie  sur  la  résolution  de  l'équa- 
tion 

où  x^j,  z  sont  premiers  deux  à  deux.  L'inconnue  paire 
du   premier  membre  est  nécessairement  divisible  par  4-i 


(  69  ) 
3e  sorte  qu'on  nieUani  l'équalion  sous  la  forme 


Z  -\-  X     Z  —  X 


p  et  g  sont  premiers  entre  eux,  l'un  pair  et  l'autre  im- 
pair, et  l'on  a  nécessairement 

J  =  •2/J7  >        Z=  p'+  f/',        r  —  /P  —  q\ 

On  établirait  de  même  qu'on  peut  prendre 

f  et  s  étant  des  nombres  impairs  premiers  entre  eux.  On 
passerait  de  ces  formules  aux  précédentes  en  posant 

r  H-  j  =  2p  ,       r  —  s  =  2ff  , 
d  ou 

II. 

Théorème.  —  L'équalion 

r''  =  fil'  -\-  \^  ni''ri^  -+•  n* , 

OÙ  m  et  n  sont  des  nombres  preitiicrs  entre  eux,  ni  étant 
pair  et  n  impair ^  est  impossible. 

Démonstration.  — On  posera  m  :=  ^"P-)  !<-'  nombre /> 
étant  impair,  et  on  reconnailra  i"que  l'équation  est  im- 
possible pour  a  =  I,  et  2"  que  pour  a  >>  i  on  tombe  for- 
cément sur  une  équation 

r''  =  m'*  -+-  14'"'*"'  -t-  "  ' , 

où  l'on  a  m'  =z  2/>',   et  p'  impair,   ce  (|ui  est  impossible 
par  i".  De  sorte  q«ic  l'impossibilité  aura  encore  lieu  pour 


(  70) 
i"  On  a 

f  =  i""!)*  +■  2"'+'7/j-rt'+  rt'  =  (2="/^'  +  "jn^j-  —  afi,n\ 
(  i"''p''  H-  7  «'  +  r)  (  2=0/?-  H-  7  «2  —  r)  =  48«'  =  3  .  2'  «' . 

Or,  des  deux  facteurs 

2-"/;-  +  7/2^  +  r,      1-" jr  4-7/2^  —  r, 

un  seul  peut  être  divisible  par  3  ;  car  autrement,  n  serait 
divisible  par  3,  les  nombres 

1-"]}-  -\-  r,      1'" p''  —  /• 

je  seraient,  par  suite  p  et  /•,  ce  qui  n'est  pas. 

On  prouve  de  même  qu'aucun  facteur  de  //  n'esl  com  - 
mun  aux  nombres 

2"/»-  +  7  /?'  -f-  r,       2'"/^'  +  7  /?'  —  r. 

Comme  ces  deux  nombres  sont  pairs  et  que  leur  diffé- 
rence est  2  7',  Tun  sera  divisible  par  2  et  l'autre  par  8:  on 
aura  les  décompositions  suivantes  : 

2"°/j-  -+-  7  «-  zh  /•  =  2  /•  ' ,        =(>/•',      «  :^  /.v  , 

2=''/.>'  +  7  «'  q=  ^  =  24  s'  ,         =:  8  ^'  , 

on  suppose  /•  et  s  premiers  entre  eux. 

La  première  décomposition  donne,  par  addition, 

■?,'"' p-  z=r^  —  7  r=.ï-  -h  1 2 .9'  =  8  ^  +  6 , 

équation  impossible. 

La  deuxième  décomposition  donne,  par  addition, 

2="/;'=  3/-'  —  -r=.v'+4,v'=(3/-=  — 4*')  [r'  —  s'} 

=  (4.v'— 3a')(.v'—  r'). 

Comme  /'et  5  sont  impairs,  /* — s-  est  divisible  par  8^ 
donc  l'équation  est  impossible  pour  a=  i. 

îi"  Pour  «  >  1,  comme  les  facteurs  4-^^  —  3/",  s^  —  ;* 
donnent 

4,^'  _-  ,H,-î  _  3  (,vî  _  r')  =  s', 


(  7'   ) 
on  voit  qu'ils  sont  premiers  entre  eux  :  thaeun  (Teux  doit 
donc  èlre  carré.  Oi' 

ne  saurait  èlre  carré;  il  faudra  donc  prendre 

Or,  pour  rendre  carré 5*  — /",  s  et  /'  étant  impairs,  il  faut 
faire 

d'où 

.V'  —  A  2  —  4  ^  '  "'  i 

de  plus 

=  /'  -f-  i4^'"'  4-  «'; 
il  vient  donc 

l'un  des  nombres  /,  f/,  élant  pair  et  1  autre  impair.  Si  t 
est  pair,  on  a  donc 

v  impair. 

En  continuant  de  même,  on  aura  à  rendre  carré 

.r'  -I-  l4x'/'  -f-  _>', 

où  a:  (;st  pair  et  )  impair,  x  n'étaul  pas  divisible  par  4  ; 
or  cela  a  été  prouvé  impossible. 

Corollaiie.  —  On  ne  peut  rendre  simultanément  car- 
rés X*  4-  Y^^  x^  -h  4  )  *,  X  étant  im[)air  et  y  paii-;  il  faut 
posei- 

j-  =.  /;/'  —  iP ,      >■  n=  2  nin 

|)f>ur  avoir  .r*  -H  j*  carré;  alors  .r* -h  4  i  *  d(\  icnt 

///'  -+-  \  \  ///'  //    -+-//'. 

où  l'une  des  inc<iniuu;s  ni,  n,  est  jiairc. 


(  r^  ) 
III. 

L'é([iiatioii 

2'  =  j;'  -I-  i4x'7^  4-  7* 

étant  reconnue  généralement  impossible  pour  te  cas  de 
X  pair,  il  sera  facile  de  montrer  l'impossibilité  de  Té- 
quation 

p{p  +  9)  {p  +  2q)  {p  +  ^'j)  =  ^'- 

Il  faut  pour  cela  distinguer  plusieurs  cas,  qui  résultent 
des  remarques  suivantes 

I  °  On  peut  supposer  p  et  q  premiers  entre  eux,  car  si 
p  et  g  avaient  le  facteur  commun  B,  le  premier  membre 
serait  divisible  par  6*,  et  par  suite  /■  par  6^  On  peut  donc 
faire  disparaître  9. 

2°  Deux  facteurs  consécutifs  sont  premiers  entre  eux, 
autrement  p  et  q  ne  le  seraient  pas. 

3'^  Le  facteur  commun  à  deux  facteurs  séparés  par  un 
troisième  ne  peut  être  que  2. 

4°  Le  facteur  commun  à  p  et  p-\-Zq  ne  peut  être 
que  3. 

5°  Si  deux  facteurs  sont  paii^s,  ils  ne  sauraient  être 
l'un  et  l'autre  divisibles  par  4-  Autrement  p  et  q  seraient 
pairs. 

6"  Si  p  el  p  -h'iq  sont  divisibles  par  3,  ils  ne  sau- 
raient être  tous  deux  divisibles  par  9.  Autrement  p  et  </ 
seraient  tous  deux  divisibles  par  3. 

Il  V  a  donc  à  considérer  les  six  cas  suivants  : 

i'^''cas.  p  et  7  impairs,  p  non  multiple  de  3. 

2*=  cas.  p  el  q  impairs,  p  multiple  de  3. 

3^  cas.  p  pair,  q  impair,  p  non  multiple  de  3. 

4^  cas.  p  pair,  q  impair,  p  multiple  de  3. 

5*  cas.  p  impair,  q  pair,  /;  multiple  de  3. 

6*"  cas.   p  impair,  y  pair,  /;  non  multiple  do  3. 


(  1^  ) 

iJaiib  ii;  i"  cas,  il  laiil  posci' 

/>  =  r\      p  -\-  q  =z2s\       p  -\-  2(J  =  e',       JJ  -\-   'S  fj  =^  2  II' , 

de  là 

7  =  2  5'  —  /  ' ,   /7  -f-  2  7  =  4  •*"'  —  '■'  =  'S 

ou 

4^- =  a'  h-  r% 

équation  impossible,   le  deuxième  membre  n'élant  pas 
divisible  par  4- 

Dans  le  2*^  cas,  il  faul  poser 

p=Zr',      p-\-<iz=zis\      p-\-7.q=^  t\      /; -f-  37  =  (jw'; 

de  là 

7  =r  9,  m'  —  r'  ,       ^  4-  7  =  2  .ç'  ::=  2  «'  -h  2  /•' , 
OU 

j-  =  «'  H-  ^'  1      /^  -f-  27  =  4  "'  -I-  r'  =  f' . 

Mais  on  a  vu  que,  pour  rendre  carrés  ir  H-  '  *  et 
4«' -I- r",  il  faudrait  rendre  carré  «t* -4-  i4"''/'' -t- «% 
ce  qui  est  impossible. 

Dans  le  3*^^  cas,  il  faut  poser 

/v  =  ?.  /•%      p-\-q  =  s''  ,      y;  -I-  2  7  =r  2  /  ' ,      ;^  +  3  7  =  «' , 
•  le  là 

y;  +  37  =  3  ^-  —  r'  =  «'. 

Or  3f^  =  »"H-  /•"  est  impossible;  /et  //  n'étant  pas  divi- 
sibles par  3,  îe  deuxième  membre  ne  saurait  être  divi- 
sible par  3  comme  le  premier. 
Dans  le  4'  f'is,  il  faut  poser 

/;  =  G /•',      /y  4-  7  =  A • ,      /;  +  ?  7  =  2 /' ,      /'  -f-  3 7  =  3  //'  ; 

de  là 

7  TT^  h'  —  2  /•' ,  />  4-  7  =r  H-  4-  4  r'  :^  .,•  , 

/>  4-  2  7  r-r  ?  m'  4-  7  ^'  =r  2  f  " 


(  74  ) 
ou 

lu  +  r-  =  t\ 
Or  le  système 

est  impossible. 

Dans  le  5'^  cas,  il  faut  poser 

y/  =  3 /•- ,      jj  -i-  q  =  s-  ,      p  -\-  2q  =  t- ,      yj  -+-  3  ^  =  3  «^ 

les  nombres  /•,  s,  f,  u  étant  impairs. 
On  a 

(/  =  m'  — •  r- ,      j)  -\-  cj  ■=  7.  r-  -\-  u-  ■=:  J% 

équation  impossible  aussi  bien  que 

y^  +  2  7  =z  /•'  +  2  H-  =  t-, 

car  il  en  résulterait  un  carré  de  forme  8A  +  3. 

Dans  le   6*^  et  dernier   cas,    chacun   des  nombres  , 
p  -{-  f/t  p  -+-  '^Ç,  p  -h  3^  devra  être  un  carré  impair. 

Soient  X'.  j'^,  2",  t^  ces  carrés,  on  aura 

Si  1  ou  fait 

t  -+-   Z    =:   2  u ,        t  —  Zz=2<', 

j-4-j;==2r,     y  —  .v=2.s, 
l'équation 

deviendra 

(i)  iii'  =  rs; 

et  comme  l'on  a 

^  =:  H  -i-  f  ,       Z  =  U  (',  j-  ==  /  -H  .T,       x  =  r  —  s, 

l'équation 

deviendra 

4//.'  =  (m  —  .'}=  —  (/-H-f)' 


(  7-^  ) 
ou 

(2)  k'-|-c-  —  V   —   v- 8»('  -=:   O. 

Des  deux  nombres  «,  w  liiii  est  pair  et  1  aulre  impair. 
il  en  est  de  même  A(*  r  et  v;  on  jicul  snpj)OS(.'i-  /'  pair  t-l  r 
impair. 

Si  l'on  pose 

//       s 

—  =  -  =  >.     ou     II  =z  t.r,     .?=/.(' 
r        v 

l'écpiation  (2)  deviendra 

A=(r'  —  v'}  —  Sn'A—  (r=  —  (■')  =  o, 
d'où  l'on  tire 


,■-  1.2   _L_  ./< 


/.  [r-  —  c-j  =r  ^  /i'  :x:  \  /"  H-  1  f /•■  ••'  -h  •'■ 

Pour  avoir  ?   rationnel,  il  faudrait  que 

/•'  -h  14  ^'•''  -+-  ''' 

fût  un  earré,  ce  qui  est  impossible,  puisque  /'  est  pair. 

N.  B.  —  f  oyez  les  Commentationes  Arilluneticœ 
tolleclœ,  Auspic.  Acad.  Petrop.  edd.  P.-Il.  Fuss  et  N. 
l'uss,  2  vol.  Petrop.  1849-  Dans  le  tome  II,  Mém.  77, 
i'iuler  s'appuie  sur  rimpossibililé  reconnue  de  trouver 
(juatrc  carrés  en  progression  arithmétique j  il  n  iudiijue 
pas  l'ouvrage  où  se  trouve  la  démonslration,  qui  pour- 
rait foi't  bien  être  j)lus  simple  (jue  li  précédeiitf. 

IV. 

Théouème.  —  Ut(jua\ion 

r-z=  m*  H-  i4'"'  "'  ■+■  "' 
W  impossible  pour  m  ri  ?i  iiiipnirs  {^prcmins  entre  eux). 
Driunns(roti(ui .   — -    L«»  second    membre  est    divisible 


(  7^  ) 
par  i6,  parce  que  m'  el  n^  ont  la  forme  8A  -h  i  ;  ainsi  r 
est  divisible  par  4-  L'équation  mise  sous  la  forme 

en  supposant  n  =  pg ^  p  et  q  premiers  entre  eux,  n'admet 
que  la  décomposition 

m-  4-  7  H'rfc:  r  =  4/'S     '"'  +  7  «'  qc  /•  =  129', 

d'où,  par  addition, 

w'  =  2/y*  —  IP^ (]"'  -H  67*  =  (/j^  —  ifp)  (2//  —  87') 

=  (2?'-/'')(3?'-2/.'). 

Comme  ;y'  —  a (7',  et  2/.»^  —  3 7^  donnent 

2(/y=—  27' J  —  (2/;^—  3r/')=—  7=, 

on  voit  que  /?* — 2^",  2/^'  —  3^'  sont  premiers  entre 
eux.  D'ailleurs  ces  nombres  de  forme  8  A  —  i  ne  sauraient 
être  carrés.  Il  faut  prendre 

w-  =  (27'  — p-)  (87'  —  ip'-) 

et  supposer  iq-  —  p^  et  3^^  —  2/?'  carrés,  ce  qui  est 
impossible,,  car  on  en  tirerait  quatre  carrés  en  progres- 
sion arithmétique,  savoir /j^,  ^",  iq^ — />*,  3(7* — "^p^'t  la 
raison  est  q-  — />^. 

Théorîîme.  —  On  ne  saurait  avoir 

r'  =^ p''  —  p^  7'  +  7^. 

Démonstration.  —  Si  /?  et  </  sont  impairs  en  posant 

p  -\-  q  z=  im,      p  —  q  ■=  ■>.ny 

l'un  des  nombres  ;//,  n  serait  pair  el  1  autre  impair,  et 
comme  on  a 

P  :=  m  -{-  n  ,      q  =  m  —  n. 


(  77  ) 
il  en  ré&ullerail 

=:  2  (/«*  +  6/«'  /i(^  +  «')  —  [m*  —  2///-  /l'  4-  «') 
OU 

r'  =  m*  -\-  I  4  "»'  «'  +  ^'S 

en  qui  est  impossible. 

Si  des  nombres  f>,  q  l'un  est  pair  et  1  autre  impair,  ou 
fera 

P-^  '1  =  '"  >     P  —  'l  =  "'^ 
m  et  «  seront  impairs,  on  aura 

1.p  ■=  m  -\-  '/ ,       2  (y  rrr  «i  —  n  ; 
par  suite 

i6r'=  [m  +  nV  —  (///'  —  «')'  4-  (w  —  «]' 

= /n' +  i4w' «' -h  "S 

ce  qui  est  impossible. 

Le  même  mode  de  démonstration  s'élcnd  à  beaucoup 
d'équations  biquadrali({ues  de  la  forme 

r^  =:  X*  -i-  ax''  f^  -\-  bjr*. 
11  en  sera  question  dans  une  autre  Note. 


SUR  LE  NOMBRE  DES  DIAGOIVAIES  UIJN  POLYÈDRE  ( 


Je  désignerai  \)avf\e  iiombre  des  faces,  par  s  le  nom- 
bre des  sommets  et  par  n  le  nombre  des  arêtes  du  po- 
lyèdre. On  sait  qu'il  existe  entre  ces  trois  ([uanliiés  la 
relation 

(l)  /-\-x=n-hy. 

découverte  par  Euler. 

C)  Ce  prohlùmc  a  clc  tiaili;  par  M.  lU'iiri  liinJcT  daiib  le»  .liclin'cs  Je 
Orunert,  t.  VIII,  p.  a^i. 


(  78  ) 

Soieul,  en  oulie,/3  le  nombre  des  laces  triangulaires; 
j\  le  nombre  des  faces  quadrangulaires  ,  etc.,  et  d  le 
nombre  des  diagonales. 

Le  nombre  des  distances  mutuelles  des  s  sommets  est 

— '-•  Pour  avoir  le  nombre  des   diagonales,   il    faut 

•2 

retrancher  les  distances  mutuelles  des  sommets  des 
triangles,  ^fz'-,  celles  des  sommets  des  quadrilatère*. 
6^4 ,  etc  ,  ce  qui  donne 

s{s  —  i]                     „                                        n[n—\) 
3/3  —  6/  —  10/,  —  ... /,  — .  .  . 


Mais  chaque  arête  appartenant  à  deux  faces  a  éié  retran- 
chée deux  fois-,  il  faut  donc  ajoutera,  et  l'on  aura 

(,)rf=li£=U_H„_3/.-6/._...-îii^L-^/,-.... 

2  2 

C'est  la  formule  cherchée. 

Exemples. 
Tétraèdre  : 

.f  =  4,    rt  =  6,   /3  =  4>    ^=0. 

Hexaèdre  à  faces  quadrangulaires  : 
■s  =  8 ,      rt  -—  1 2,      \\  —  o,     /i  —  6,     /s  —  o . .    ,      <■/  =  4  • 

Dodécaèdre  à  faces  pentagonales  : 
.V  =  20  ,    (7  =  3o ,  /,  =fi  =/^  =  .  .  .  =  o ,  /i  =  1 2 ,    <•/  =r  1 00 . 

Reniai  que.  —  Ou  peut  écrire  la  fornuile  (2)  ainsi 

,,,       ,        sis  —  ?,)  fl(/l—l) 

(3)  (1  =  -^ i+^+rt— 3/-6y;— . . . — '- -/„-.... 

2  2 

îMais,  d'après  la  formule  d'Euler,  on  a 

s  -\    <{  =:.  2f/  -+-  2  — /. 


(  79  ) 
D'ailleurs  on  a 

(4)  ■       9.«  =  3/,  +  4/  +  5/,  +  .  .  .  -+-  ///,-f- .  .  .  , 

car  le  dernier  membre  donne  le  lolal  des  arèles  de  tontes 
les  faces,  et  ehacjne  arèt(!  est  comblée  deux  fols.  Donc 
on  pourra  racUre  1  ecjualion  ('j>.)  sous  la  forme 

(5)  cl=-^ l-^—Z—a/"— 5/5—9/,  — .  •  • /'•••• 


Corollaire  I.  —  Le  nombre  des  diagonales  d'un  po- 
lyèdre est  toujours  inférieur  au  nombre  des  diagonales 
du  polygone  qui  a  le  même  nondjre  de  sommets,  ce  qui 
est  d'ailleurs  évident. 

Corollaire  JI.  —  Si  le  polyèdre  n'a  (|ue  des  f:i(es 
triangulaires,  on  a 

(6)  ,,=  l[:'^i)  +  ._/. 

D'ailleurs  ItMiuaiion  (4)  donne 
(7J  o«  =  3/. 

On  peut  éliminer  eutie  les  équations  (i),  (6)  et  (  7  )  deux 
des  trois  quantités  «,  s,  J,  et  en  faisant  le  calcul  on 
trouve  pourr/,  l'une  des  trois  formes 

(,  _3)f,_4)  _  (/-9,)r/-4)  _  {a  — 3)  (a -6) 
'  ~  'j.  8  ~  18  * 

P. 


Sllft  im  QUESTION  DE  MVXnilM 

Par   iNI.    Pail  SKRRF.T. 


I.   Soient  AUCD   un  tétraèdre  quelconque;  A'IVC'D' 
un  quadrilatère  gauche  ye/'mé  dont   les  arèles  successives 


(  8o  ) 

îjoienl  perpeudiculaiies,  respect iveuienl,  aux  plans  des 
faces  du  premier  tétraèdre,  et  proportionnelles  aux  aires 
de  ces  faces  j  et  A'B'C'D'  le  tétraèdre  de  même  nom  et 
des  mêmes  sommets  : 

1°  ((  Les  volumes  V,  V  des  deux  tétraèdres  oithogo- 
naux  ABCD,  A'B'C'D   sont  liés  par  la  relation 

\'  =  l  v^  » 
4 

2"  «  Les  trois  angles  formés  par  les  arêtes  opposées  du 
tétraèdre  primitif  ABCD  servent  de  mesure  aux  trois 
dièdres  diagonaux  du  quadrilatère  orthogonal  A'B'C'D'.  » 
Le  troisième  de  ces  dièdres,  qui  a  seul  besoin  d'une  défi- 
nition, ayant  chacune  de  ses  faces  parallèle  à  deux 
arêtes  opposées  du  quadrilatère  A'B'C'D',  et  son  arête 
parallèle  à  la  droite  des  milieux  des  diagonales. 

Corollaire.  —  «  Si  deux  des  dièdres  diagonaux  du 
quadrilatère  orthogonal  sont  droits,  quatre  arêtes,  op- 
posées deux  à  deux,  du  tétraèdre  primitif,  sont  perpendi- 
culaires entre  elles.  Et  il  en  est  de  même  des  deux  der- 
nières arêtes.  »  Celte  dernière  conclusion  résultant  soit, 
au  point  de  vue  géométrique,  de  la  collinéation  des  trois 
hauteurs  dans  un  triangle  sphérique^  soit,  au  point  de 
vue  analytique,  de  cette  formule 

a  .rt'.cos  (/7,  a' )  -\-  h  .  ^'.cos(  h,  b')  ^  c  .c'  .cos(c,  c')  =  o, 

où  a  et  «',  b  et  Z»',  c  et  c'  désignent  les  arêtes  opposées 
du  tétraèdre. 

Remarque.  —  La  1  dation 

V  —  -  V 

~4    ' 

que  M.  Painvin  trouve  à  l'aide  des  déterminants  [Nou- 
velles Annales,  1862),    s'obtient,  bien   entendu,   et  de 


(  «•  ) 

la  manière  la  plus  lapide,  par  de  simples  coiisidéraliuuà 
de  géoméli'ie.  Je  l'avais  reiieoiilréc  iiioi-nièiiic  depuis 
longtemps,  et  l'avais  appliquée  au  problème  de  Lagrangc 
La  solution  suivante  est  exliaiie  d'un  Mémoire  que  j'ai 
eu  l'honneur  de  soumellie  à  M.  Liouville  vers  la  fin  d  oc- 
tobre i86a,  et  qui  a  «té  inséré  dans  le  numéro  de  no- 
vembre du  Journal  de  Matlichtialifuies. 

2.  Problème.  —  Les  aires  des  quatre  Jaccs  étant 
données,  définir  le  tétraèdre  maximum.  (Lagi-ange,  Mé- 
Jnoires  de  r Académie  de  Berlin  ^  '77^^  P-  '6'o.) 

Solution.  —  Soient  A13CD  le  tétraèdre  clieiclié,  et 
A'B'C'D'  son  tétraèdre  orthogonal.  Les  aires  des  faces 
du  premier  tétraèdre  étant  données,  et  son  volume  étant 
maximum  :  les  quatre  arêtes  consécutives  AT/,  IVC\ 
CD',  D'A'  du  second  tétraèdre  sont  données  de  lon- 
gueur, et  son  volume  doit  être  maximum.  Or  relte  (on- 
dition  exige  (jTie  les  dièdics  diagonaux  du  quadrilatère 
orthogonal  A'B'C'D'  soient  dioits.  V.n  effet,  si  le  dièdie 
A'C,  par  exenq^Ie,  n'était  droit,  on  pourrait,  en  laissant 
immobile  la  lace  A'B'C  dans  son  plan,  amener  le  plan 
de  la  face  A'D'C  à  être  perpendiculaiie  au  plan  de  la 
première  par  une  rotation  effectuée  autour  de  la  diagonale 
A'C  Par  là,  la  base  A'H'C  du  tétraèdre  orthogonal  ne 
<hangerait  point,  mais  sa  hauteur  et,  dès  lors,  sojï  volume 
augmenteraient.  Donc  les  dièdics  diagonaux  du  quadri- 
latère orthogonal  sont  droits,  et  les  arêtes  opposées  du  té- 
traèdre primitif  sont  perpendiculaires  entre  elles:  coik  lu- 
sion  comprise  dans  les  étpiations  obtenues  pai'  Lagrangc. 

a'  —  h"'  —  v'''  =  b-  —  r'-  —  a''  =  r'  —  a'-  —  b'\ 

et   énoncf'ir    déjà,    avec    toules    ses    conséquences,     p.u 
M .  P.iiiiN  in. 


Ann    i/c  )l,itliériiiU.,  7*  st'iif,  l.  II.  (  l'cvrier  iSU3  ) 
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RESOLUTION  ïïim  EQUATION  TRANSCENDANTE  ; 

Par    m.   J.-Ch.   DUPAIN. 


Étant  données  la  corde  2  a  et  la  surface  S  d'un  seg- 
ment circulaire  plus  petit  que  la  moitié  du  cercle,  trouver 
Tare  2j. 

En  appelant  r  le  rayon,  on   trouve  successivement  et 

sans  difficulté 

a  =  r  sin/, 

S  =  -  r'\  2  >'  —  sina  j), 

(1)  2  .S.sin'j  -+-  a''  sin2  >  —  2  a'  >■  :=  o. 

Je  représente  par  F  {y)  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i),  et  j'obtiens  les  deux  dérivées 

F'(j)  ^z:  2.S.sin2J  ■+-  la'"-  COS2j)   —  2<7% 

Y"  {y)  =  4.  S.  ces  2/  —  4^"sin2j'. 

Zéro  est  une  racine  de  l'équation  (1),  et  cette  racine 
peut  s'appeler  double,  parce,  qu'elle  vérifie  l'équation 

F'(r)  =  o. 

L'équation  (i)  n'a  pas  de  racine  négative 5  en  effet, 
F( — }')  peut  s  écrire 

2. S.  sin\r  H-  «'(2  r  —  sin  2j), 

et  reste  positif  pour  toute  valeur  positive  de  j'. 

Si  nous  désignons  par  ii  le  plus  petit  arc  positif  avant 

S 
pour  tangente  —•,  la  dérivée  F'(j)  devient 

la'^  sin 2^  (tang»  —  tang  r); 


(  S3  ) 
elle  t;sl  [)Osiliv(;i|uaiul  )  varie  clt<i  à  //.  cl  négative  quand 
j  varie  de  ii  à  tt. 

La  fonction  F(  J  )  est  nulle  pour  y  =  o;  elk-  est  crois- 
■    sanle,  et  par  conséquent  positive,  quand)  varie  de  o  à  u. 

et  elle  décroît  ensuite;  lorsque  y  atteint  la  valeur  - 


et  comme  le  segment  est  plus   petit  qu'un  demi-cercle, 
on  a 

s<,|,   .,  k(:)<o. 


L'équation  (i)  a  donc  une  racine  comprise  entre  m  er  -■ 
La  fonction  F(  r)  reste  négative  quand  y  varie  de  -  ;i  :: 

7. 

et  il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  cai- 

P(y)  <C  2S  -t-  rt^ —  9.  a- y  <^Tzn--\-  a^ —  ■?  a-y, 

et  ce  dernier  polynôme  est  constamment  négatif  pour  des 

valeurs  de  j^' supérieures  à  ;  il   en   est   de  nième  à 

fortiori  de  F(x)- 

Afin  d'arriver  à  une  détermination  numérique,  je  fais 

une  hypothèse  particulière,  par  exemple,  S  =  a\  l'étiua- 

lion  (i)  devient  alors 

.    .  .  sin^y 

2)  j=sin-.r-h 

2 

on  bien 

(3)  l-(j)=smv+-  -— .», 


:l  alo 


cl  alors 


F' (y)  =  sJn  2  »  4  COS2  )■  —  1, 

F"(  »■)  =r  2  C(tS2  >■  —  7  si  ri  2  )  . 


(84  ) 
J'appUcjue  la  méthode  de  Newton  rectifiée  par  Fourier, 
et  j  obtiens  deux  limites  plus  resserrées 


=  0,09270, 


F'I^ 


I ,28540, 


F'     - 


que  je  pourrais  resserrer  encore  davantage. 

On  pourrait  aussi  dans  Téquation  (2)  substituer  ~-h  z 

à  )  ,  ce  qui  donne  en  développant  par  la  formule  de 
Taylor  et  en  faisant  quelques  réductions 

^   +Z  =   X    +.-.'-     3.(2-  Z-^3-)-p.^.., 

or  z<^y5  on  peut  donc  en  négligeant  z'  écrire  que 
z'  <"  I  —  -V,  z  <'  0,46,  7<C  I,  24  ;  en  prenant  pour  y  la 

4 

valeur  i  ,24  et  en  la  transformant  en  degrés,  on  trouve 
environ  71°,  mais  comme  >  <^  i ,  24,  il  est  prudent  de 
n'essayer  que  yo°.  Si  j'adopte  cette  valeur,  les  deux 
membres  de  l'équation  (2)  deviennent 

1,20.17,        i,2o44; 

j'essaye  alors  69",  et  les  deux  membres  de  l'équation  {2) 
deviennent 

1 ,2043,       1 ,2061 . 

La  véritable  valeur  est  donc  comprise  entre  69"  et  70*^5 


l  «5  ) 
après  tjuelc|ues[fausses  positions  on  trouve 

pour  69" 5' 56" I  ,cio6oo3     et     1,206006, 

pour69°5'57" 1,206008     et     i  ,2o6oo5. 

Le  résultat  est  donc  à  une  demi-seconde  près  69°  5' 56"  ^. 
Il  est  commode  d'employer  dans  ces  calculs,  outre  les 
logaritlimes  ordinaires,  des  tables  de  lignes  irigonométri- 
ques  naturelles,  de  carrés,  de  degrés  exprimés  en  parties 
du  rayon.  Ces  divers  éléments  se  trouvent  réunis  à  beau- 
coup d'autres  dans  un  petit  volume  intitulé  :  CoUectio 
labularuni  ad  calculas  breviter  suhduceiidos,  auctore 
J.  Dupuis,  c'est-à-dire  :  Recueil  de  tables  propres  à 
abréger  les  calculs. 


MÉTHODE  ÉLEMEXTAIKE  l'OLR  TROIVEK  L'E0tATIO\ 
DE  LA  DÉVELOPPÉE  DE  L  ELLIPSE; 

Par  mm.  LIGNIÈRES  et  Charles  DE  TRENQUELLÉON. 


Lieu  des  points  d'où  Von  ne  peut  mener  que 
trois  normales  à  Vellipse. 

1"^  Méthode.  —  Les  pieds  des  normales  menées  par  le 
point  (a,  6)  sont  donnés  par  Tintersection  de  l'ellipse 

(i)  a-y^-\-b-x''=^a-b-, 

et  de  l'hyperbole 

Les  lignes  du  second  degré  passant  par  les  points  d  in- 
tersection des  courbes  (1)  et  (■?.)  ont  ])Our  écpuiiion  gé- 


(  86) 
nérale 

a' y''  +  A c'jry  +  b-.r-  —  ï  a- y.j-  +  ï  b^ (^ x  —  ti' /j-  ^  o; 
cette  équation  représentera  deux  droites,  si  Ton  a 

c-a^Â' -}-(«'«' -h  b'K''—  c*  )X' -h  i^  n' b- =  o, 
OU 

4«=ÔM^]    +(rt'«î-|-  i2g2_c*)    flj+c-xg=rO, 

et  à  chaque  système  de  deux  droites  correspond  une  va- 
leur réelle  de  À, 

S'il  n'y  a  que  trois  normales,  les  courbes  (i)  et  (2) 
n'ont  que  trois  points  communs,  et  il  n'y  a  que  deux  sys- 
tèmes de  droites;  et,  par  suite,  l'équation  en  X,  ainsi  qu«? 

l'équation  en  -•>  ont  deux  racines  égales  5  on  a  donc 

{a'x'-+b-^P  —  C'Y -h  7.').a-bU'v.-^r  =  o, 
d'où 

i3)  «-a'-f-  b'f^-' -+-Z{n-b'rj}?r-Y[c'Y  =z  c' ; 

et  par  suite 

(4)  [a^-a^Y^{b'î^f  =  [r^Y[*), 

équation  qu'on  peut  écrire  ainsi 

ce  qui  est  l'éqûalion  connue  de  la  développée  de  l'ellipse. 

Il''  Méthode.  — Je  prends  l'équation  delà  normale  à 
l'ellipse  a^>  '^  H-  ^'.r''  —  (i^h-  =  o,  en  fonction  du  toeffi- 


(*)  En  valeurs  réelles  de  î^  et  ?  les  équations  (31  et  (/|)  admettent  lew 
mêmes  solutions        G. 


(  87 
cienl  angulaiio 


y  =  mx  : 


s/a'  +  b'ni'' 
Celte  équation  peut  s'écrire 

(i)  [y  —  mxy  («'H-  Irm^)  —  c'rn^  =  o. 

Eu  général,  l'équation  (i)  donne  pour  in  (jualrc  va- 
leurs :  elle  n'aura  que  trois  racines  distinctes,  lorsqu'elle 
aura  une  racine  commune  avec  l'équation  formée  en  éga- 
lant à  o  la  dérivée  de  son  premier  membre  par  rapport 
à  m  ;  cette  équation  dérivée  est 

(  2  )   —  x(/  —  m.v)[a' -\-  b'' Ht'')  -{-  [y  —  ntry  b-  m  —  r'  in  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (2)  doivent  avoir  une  racine  com- 
mune. Multiplions  1  équation  (i)  par  x  et  l'équation  (2) 
par  [y  —  mx)  et  ajoutons,  il  vient 


(/-"-)' =  t^^ 


d'où  l'on  tire 


\/f 


Si  je  change,  dans  cette  valeur  de  m,  x  en  y,  >  en  .7',  a 
en  b  eib  en  «,  j'aurai  la  valeur  de  —  (  *)  ;  donc 


'/c'x 


m  > 

Multipliant  ces  deux  dernières   équations  membre  à 

(")  Parce  que  l'cquation  (i)  conserve  les  mémos  solutions  lorsipi'on   > 
change  x  en  r,  y  en  x,  a  en  h,  h  en  u,  et  wi  en  — •       ('• 


(  88  ) 
membre,  il  vient 


3  I C*  XY 

OU  bien,  ea  divisant  les  deux  membres  par  i  /  -—r^  : 


C'est  Téqualion  connue  de  la  développée  de  reilipse. 


PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A  LA  SOMME  ET  A  LA  DIFFÉRENCE 
DE  DEUX  CARRÉS; 

Par  lk  R.    P.   L.  CLAUDE, 

De  la  Compagnie  de  Jésus  ("*;. 


1.  Si  un  nombre  entier  n  est  la  somme  de  deux  carrés 
différents,  le  nombre  'j."\n  le  sera  pareillement. 

Soit  «  =  a-  -h  è^  5  nous  aurons 

2™ .  /2  =  a""  rt-  +  2"'  b' . 

Si  m  est  pair,  chacun  des  ternies  du  second  membre  est 
')  i  carré;  si  m  est  impair  et  égal  à  aA-f-  i,  nous  aurons 

2=*+'(a:  +  62)=2^^2(fl=  +  b-)=.i-''{a-\-b]--^7}''{a  —  b)-. 

Donc.  .  .  . 

2.  Réciproquement,  si  un  nombre  o.'^.n  est  la  somme 


[' j  Plusieurs  des  pioprieléb  dont  il  s'agit  dans  l'article  que  le  R.  P.  L. 
Claude  nous  a  adressé  ayant  déjà  été  démontrées  dans  les  Nouvelles  An- 
nales, nous  ne  publions  qu'un  extrait  de  cet  article. 


(  89  ) 
fh:  deux  cdircs  (lijjcvents,  le  nombre  n  h-  sera  paifille 
ment. 

Soit  2'".  «  =  a'-  -\-  h"^ ;  nous  aurons 

«H-6\-        (  a  —  b 


1        I  \       2 

Or,  rt'  +  h^  étant  un  nombre  pair,  a  et  h  ont  un  même 
ordre  de  parité,  c'est-à-dire  sont  tous  deux  pairs  ou  tous 

,          a  -T-  b     a  —  b  ,  , 

deux  impairs,  donc  -, sont  des  nombres  en- 
tiers. Donc. . . , 

3.    Tout  nombre  im/)air^  à  Vexceplion  de  ritnitr,  est 
la  différence  de  deux  carrés. 
Nous  avons  identiquement 


-=(^y-("-i^y> 


et  ab  peut  représenter  un  nombre  impair  quelconque, 

puisque  dans  le  cas  où  le  nombre  proposé  serait  premier, 

ou   le  carré  d'un   nombre   premier,    nous  n'avons  qu'à 

faire  b  =  i.  Les  nombres  a  et  b  étant  impairs,  a  -h  b  et 

j                     1                  1                 •                                .       a  -h  b 
a  —  h  seront  des    nombres    pairs,   et    par  suite  » 

sont  des  nombres  entiers.  Donc — 


4.  Tout  multiple  de  /i,  à  Vexceplion  de  4  lui-même., 
est  la  différence  de  deux  carrés. 

Soit  ^ab  le  nombre  proposé;  nous  aurons  ideuli<|ue- 
raent 

4rt^  =  [a-\-by—{a  —by. 

Donc.  .  .  . 

5.  Tout  carre,  à  l'exception  de  i  et  de  4-  <"■</  l<i  dif- 
férence de  deux  <  arrrs. 


(  90  ) 
En  effet,  iiu  carré  quelconque  esl  un  nombre  impair, 
ou  un  multiple  de  quatre. 

6.  Aucun  nombre  simplement  pair  ne  j)eut  être  la 
différence  de  deux  carrés. 

Soit,  en  effet, 

2«i  r=(^»  —  J-)  =  (jr-f-  r]  (x  —  j), 

le  produit  de  ces  deux  facteurs  étant  simplement  pair, 
l'un  des  deux  facteurs  devra  être  pair  et  l'autre  impair, 
ce  qui  est  impossible,  car  la  première  propriété  ne  peut 
avoir  lieu  sans  que  x  eij  aient  un  même  ordre  de  parité, 
tandis  que  la  seconde  exige  que  x  et  y  aient  un  ordre  de 
parité  différent.  Donc  x  e\.j  ne  sauraient  être  des  nom- 
bres entiers.  Donc.  ... 

7.  Tout  nombre  qui  est  la  différence  de  deux  carrés 
jouit  de  cette  propriété  autant  de  fois  que  l'on  peut  for- 
mer de  combinaisons  différentes  avec  le  nombre  des 
fadeurs  premiers   qu'il  renferme  .^   là    2,    3  à  3,  .  .  .. 

n  à  n. 

Soient  ^1,  /72. .  .  .  ,  p„  les  facteurs  premiers  du  nombre 
N,  de  manière  que  nous  ayons 

nous  pourrons  représenter  par  a  lune  quelconque  des 
combinaisons  ci-dessus  désignées  \  a  aura  pour  chacune 
d'elles  une  valeur  différente.  Mais,  à  une  valeur  diffé- 
rente de  a  correspond  une  valeur  différente  de  ^,  et  par 

suite  des  valeurs  différentes  de  — ?  ■  ;  donc.  . .  . 

2  2 

Note  du  Rédacteur.  —  Lorsque  JN  est  un  nombre  im- 
pair, 1  équation 

(•'■  -+-.>■)(■'■—/]  =  ^' 

admet  autant  <\v  solutions  entières  et  positi>rs  que  N  a 


(91   ) 
de  diviseurs  moindres  que  sa  racine  carrée,  en  compre- 
nant l'unité  parmi  ces  diviseurs.  Car,  à  cliaquc  solu(ir)n 
entière  et  positive  de  l'équation 

{x~h  y)'x—y)  =  N, 

correspond  un  diviseur  x  —  J  àe  IN,  et  moindre  que  yiN, 
puis([ue  X — y  <^x  -^-  jr.  Et,  inversement  à  chaque  divi- 
seur X  — j  de  N  moindre  que  y/N,  correspond  une  solu- 
tion entière  et  positive  de  l'équation  considérée. 

Il  en  résulte  que  si  la  décomposition  du  nombre  iN  en 
ses  facteurs  premiers  donne 

et  qu'en  outre  N  ne  soit  pas  un  carré,  le  nombre  des  50 
I niions  dont  il  s'agit  est 

(g.  +  1)  («»+  l)..J>.,. -f-l) 

Si  le  nombre  impair  N  était  un  carré,  le  nombre  des  >o- 
lutions  serait 

(a,  4-  Ol^J-t-  0 


Quand  N  est  pair,  la  décomposition  de  N  en  fadeurs 
premiers  donne 

—  2  pr  p,'-  ■  /'„"■ 

Iv'uu  des  deux  facteurs  jc -{- >',  x — j  étant  nécessaire- 
ment un  nombre  pair,  il  faudra,  pour  que  x  et  >  soient 
entiers,  que  l'autre  facteur  soit  aussi  un  nombre  paii . 
Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante  pour  (jue  .«  et  ) 
soient  entiers.  Ainsi,  le  nombre  des  solutions  entières  cl 
pf^sitives  de  l'équatiori 

(.r^-v)(.r-.>)=^'r=2^/>r•.K'.   ■/>:", 
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sera  égal   au  nombre  des  décompositions  de  N  en  deux 
facteurs  entiers  [x  -h  )  ),  [x — /),  inégaux  et  divisibles, 
chacun,  par  deux. 

Le  nombre  total  des  diviseurs  de  N,  en  y  comprenant 
N  et  I,  est 

(^  +  l)  (a,  4-  l)(a2  +  i).  .  .(a„  +  l). 

Il  s'ensuit  que,  si  N  n'est  pas  un  carré,  le  nombre  des 
décompositions  de  N  en  deux  facteurs  entiers  est 

(g-|-i)(a,4-i)(a2  4-i)-..(a«  +  l) 
2 

Mais,  pour  obtenir  les  solutions  cherchées,  il  faut  écar- 
ter toutes  les  décompositions  dans  lesquelles  l'un  des  deux 
facteurs  entiers  est  impair.  Et  il  est  clair  que  le  nombre 
de  ces  dernières  décompositions  est  précisément  égal  au 
nombre  des  diviseurs  impairs  de  N,  c'est-à-dire  égal  à 

(a, -|-l)(ajH-i).  .  .(a„+l). 

D'où  nous  concluons  que  le  nombre  des  solutions  cher- 
chées est 

2 

ou 

(g_i)(a, -|-i)(a,-j-i)...(a„-|-i) 
2 

Lorsque  "^ p\' p":,^ .  .  .p^"  est  un  carré,  le  nombre  des 
solutions  entières  et  positives  de  l'équation 

(x-h  j)  {x  _  j)  =  2VT'  ./>?'•  •  -iC^ 

est 

(g  — l)  (g,  -hi)(«3+  l)-  •  .(gn-Hi)  —  1 
2 

comme  il  est  facile  de  s'ea  assurer  par  ce  qui  précède. 

G. 


y;i  ) 


OIESTIOXS. 

640.  On  prend  les  médianes  d'un  triangle  quelconque 
])our  côlés  d'un  second  triangle,  puis  les  médianes  de  ce 
dernier  pour  côtés  d  un  troisième  triangle,  et  ainsi  de 
suite;  on  a  de  celle  manière  deux  séries  de  triangles  : 
les  triangles  dont  les  rangs  sont  impairs  et  ceux  dont  les 
l'angs  sont  pairs  ;  dans  chaque  séiie  les  triangles  sont 
loujours  semblables.  (An.  G.) 

Cil .   Démontrer  la  relation 

ces  [u-i-b  -\-c)cos{a  -hb  —  c)cos(rtH-c —  ^)cos(  b-\-c  —n) 

=  —  (  ces  a  -h  cos  b  -f-  ces  c)  (ros  (i  -+-  cos  b  —  ces  c) 

X  (cOSrt  +  COSC  —  COS^)  (cos  b  -h  COSr  —  COSrt  ). 

(Catalan.) 
642,   Discuter  la  fonction 

(i  -|-.r  4--r'-l-  .  ■  •  -f-J;")' 


J 


I  +  .r-  4-  .c'  -)-...-+-  x=" 


En  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  ) ,  on  trouve  ré<[ua- 
lioD 

I  -i-  x'  +  .r'  -f-  .  .  .  -H  .r-"  —  ('/-+-  I  ;  a"  =r  o  ; 

trouver  les  racines  réelles  de  cette  écpiation. 

X  étant  supposé  compris  entre  -h  i  et  —  i ,  développer 
y  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x. 

(Catalan.) 

043.  Théorème  conceinanl  les  siu'faces  d'un  ordre 
quelconque  (à  démontrer  par  des  considérations  de  pure 
géométrie). 


(  94  ) 
Pai'iiii  les  sulfates  de  degré  n  qui  fouueiil  uu  faisceau 
donné,  il  y  en  a,  en  général  (*), 

m[{ni  ->r  1  n  —  3  )^  —  [n  —  i  )  («  +  2  w  —  3  )] 

qui  louchent  une  surface  donnée  du  degré  ni. 

Par  exemple,  dans  un  faisceau  de  surfaces  du  degré  w, 
il  V  en  a  3  (//  —  i)^  qui  touchent  un  plan  donné. 

(E.     DE  JoKQtJlÈlVES.) 

()44.  On  sait  que  le  cercle  osculateur  en  un  point  quel- 
conque A  d'une  parabole  coupe  celle  courbe  en  un  second 
point  B;  démontrer  :  i"  que  la  droite  AB  et  toutes  les 
droites  analogues  sont  tangentes  à  une  même  parabole  ; 
a"  que  le  lieu  géométrique  des  milieux  des  cordes  telles 
que  AB  est  une  parabole. 

G45.  Soient  <?,  'î',  ^"  les  distances  du  centre  d'une  co- 
nique à  trois  tangentes,  et  p,  p' .  p"  les  distances  de  ce 
centre  aux  points  de  contact 5  on  a^ 

{Hou  SEL.) 

64H,   Par  un  point  (a,  o)  du  plan  d'une  ellipse 

a^  j^  -t-  IP  X-  —  a-  h'  =  o  , 

on  peut,  en  général,  mener  quatre  droites  qui  coupenl 
cette  courbe  sous  un  angle  doinié,  0,  différent  de  zéro  ; 
trouver  Téquation  du  syslèmc  de  ces  quatre  droites. 


(')  En  gcncial,  c"est-à-il i l'o  si  In  siuTarc  S"'  n'a  ni  ligne  iiodale,  ni  lignt 
de  rchrousscmcnt,  etc. 


y^ 


NOTE  m\  LE  CERCLE  IKmWÏ  !i  TROIS  CERCLES  DONNÉS; 

Par  m.  Paui    SERRET. 


1.  Théorème.  —  Les  cercles,  en  nombre  infini,  iso- 
gonaux  à  trois  cercles  donnés,  fornient  quatre  séries 
flistincles  ;  et  les  cercles  rie  chaque  série  ont,  pour  axe 
radical  commun,  Vun  des  quatre  axes  de  similitude  des 
trois  cercles  donnés. 

Considérons,  en  effet,  deux  cercles  déterminés,  isogo- 
naux  aux  trois  cercles  donnés,  et  se  coupant  dans  les 
deux  points  o  et  oj.  Si  Ton  construit  la  figure  réciproque 
de  la  proposée,  par  rapport  à  l'origine  o,  les  deux  cercles 
se  transforment  en  deux  droites  concourantes;  chacune 
de  ces  droites  coupe  sous  un  même  angle  les  transformés 
des  trois  cercles  donnés  :  et  le  point  de  concours  (J  de  ces 
droites  est  un  centre  de  similitude  commun  aux  trois 
cercles  transformés.  Dès  lors,  chacune  des  droites,  en 
nombre  infini,  que  1  on  peut  mener  par  le  point  de  con- 
cours w'  des  deux  premières,  coupe  sous  un  même  angle 
les  trois  cercles  transformés  ;  el  chacun  des  trois  cercles, 
passant  par  les  points  o  el  w  de  la  iigure  primitive,  coupe, 
sous  un  même  angle,  les  trois  cercles  primitifs. 

D'ailleurs,  les  trois  cercles  transformés  ayant  un  centre 
commun  de  similitude  a>',  si  le  point  o  est  tel,  que  la  droite 
hi' o  rencontre  les  trois  cercles,  \cs  réciproques  de  ceux- 
ci,  par  rapport  à  l'origine  o,  ou  les  trois  cercles  primitifs, 
seront  coupés  sous  un  même  angle  par  la  droite  o'o  (p;i 
sera,  dès  lors,  un  axi;  de  simililude  de  ces  cercles.  Cetl»- 
propriété  subsistera  donc  toujours,  ipic  la  dioilc  o'.)'  ren- 
contre ou  non  les   cercles  transfornu-s;  cl  Ki  ilroil»'  ooi'. 


ou  o(«j,  est  un  axe  de  similitude  des    trois   cercles  pri- 
mitifs. 

2.  Si  ,  parmi  les  cercles  isogonaux  aux  trois  cercles 
donnés,  Ton  considère  en  particulier  le  cercle  orthogo- 
nal et  le  cercle  tangent,  on  verra  que  «  l'un  quelconque 
des  cercles  tangents  et  le  cercle  orlhogoual  ont  pour  axe 
radical  l'un  des  quatre  axes  de  similitude  des  cercles  pro- 
posés. M  (PoNCELET.)  La  construction  du  cercle  langent  se 
réduisant  dès  lors  à  la  détermination  d'un  cercle  langent 
à  l'un  quelconque  des  trois  proposés,  et  ayant  pour  axe 
radical,  par  rapport  au  cercle  orthogonal,  l'un  des  quatre 
axes  de  similitude  des  cercles  donnés.  Chacun  de  ces 
axes  donne  naissance  à  deux  cercles  langents,  et  le  nombre 
des  solutions  est  hidt. 

3.  Si  l'on  voulait  de  même  construire  un  cercle  cou- 
pant, sous  un  même  angle  donné  /,  les  trois  cercles  pro- 
posés, il  suffirait  encore  de  mener  un  cercle  coupant, 
sous  l'angle  /,  l'un  quelconque  des  trois  cercles  proposés, 
et  ayant  pour  radical  commun,  avec  le  cercle  orthogonal, 
l'un  des  quatre  axes  de  siuiilitude.  Comme  celui  du  cercle 
tangent,  le  nouveau  problème  admet  huit  solutions;  et 
tous  les  cercles  isogouaux  que  Ion  obtient  en  faisant  va- 
rier l'angle  i  de  o  à  -   ont,    pour   axe  radical    commun 

avec  deux  des  huit  cercles  tangents,  Tun  des  axes  de  simi- 
litude des  trois  cercles  proposés. 
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QIESTION  C36; 

Solution  de  MM.  NOBLOT  ».t  QUAMIN, 

Elèves  du  lycée  impérial  de  Lyon. 


Énoncé.  —  On  suppose  que  des  rayons  lumineux  per- 
pendiculaires à  Vaxe  d'une  parabole  soient ,  à  leur  ren- 
contre avec  cette  courbe,  réfléchis  enjaisant  un  angle  de 
réflexion  égala  V  angle  d'incidence  :  trouver  F  enveloppe 
des  rayons  réfléchis^  et  déterminer  géométriquement  le 
point  de  contact  d\in  rayon  réfléchi  et  de  T enveloppe. 

11  est  à  remarquer  que  la  direction  du  rayon  réfléchi  est 
perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  le  foyer  F  de  la  pa- 
rabole au  point  où  le  rayon  lumineux  rencontre  celte 
courbe. 

Prenons  l'équation  de  la  parabole  en  coordonnées  po- 
laires : 

I   —  COS  W 

Soient  p,,  o),  les  coordonnées  du  point  où  le  rayon  inci- 
dent rcn^'ontre  la  parabole,  Técpialion  du  rayon  iclléc  lii 
est 

p.  '  /'' 

O  ■=  — ' r  1  OU  Cj   Z=Z ; 

c;(js('.),  —  m)  '         fi — COS  W,)  COS  (  0),  — wj 

Kliminons  r»),  enlio  celte  (leniièrr  é(]uation  cl  sa  déri- 
vée par  rapport  à  w,.  On  a  : 

(  I  )  f'     (  I    COS  0),  )  COS  (  w,   fj)  =  p, 

[l)     COS  (wi  —  oj)  sin  Wi  —  (  1  — COS  w,)  sin  (  w,  —  w )  =  o. 

De  Téqualion  (2)  on   lire 

,T>                          ,                          sinw,  «, 

(  .1  lanij;    w,  —  w  !  =  .-=  cot  —  • 

Aiin.  de  Maihiniat.,  l''  st r jt ,  t    H,  (Mars  i8C3}.  7 


(98  ) 
En  éliminant  cos  (wi  —  «)  entre  (i)  et  (3)  on  trouve 


sin  — —  *  '    ' 

2 


11  en  résulte 

1y.J\  —  a^ 

tang  w,  = î —  . 

I  —  2  C/} 

De  l'équation   (3)  tirons  tang  Wi,  et  égalons  les  deux 
valeurs  de  tang  Wj  : 


tang  &>,  —  tang  w  =  (  i  -h  tang  m  .  tang  oj,  )  cot  — 


=  (  I  +  tang  03  .  tang  w,  )  l/  — —^  ; 


d'où 


a.  tang  w  -h  \/ 1  —  x' 
tangw,  —  " 


X  —  tang  &3 .  y'  I  —  a' 

En  égalant,  il  vient  : 

«(3  — 4a=)tangw=  (4^=*—  r  )  s^  —  y'  ; 
a' (3  —  4a')'(i  +  tang'w)=  i  ; 

et  finalement  : 

cos  w  =  a  !  3  —  4'^^)' 

Remplaçons  a.  par  sa  valeur,  et  nous  aurons,  pour  l'é- 
quation demandée,  en  coordonnées  polaires  : 


=  3i'/jL_..£. 

y  2 .  P  p 


Nous  pouvons  transformer  en  coordonnées  rectilignes, 
mais  remarquons  d'abord  que  si  l'on  veut  discuter  l'équa- 
tion obtenue  en  coordonnées  polaires,  on  fera  bien  de  la 


(  99 
mettre  sous  la  forme 


ou 


-(ê-i)  =  v/T;' 


f  = '4 ^. 

2  .  sin' 


,6-3; 

qu'on  déduit  de  la  précédente  en  remarquant  que 
En  posant 


P  =  V^.r^  +  jrS 


y/x'  -h  j' 
on  a 

Détermination  directe  du  point  de  contact  du  rayon 
réfléchi  et  de  son  enveloppe. 

Quand  des  rayons  lumineux  émanent  d'un  point  A,  le 
point  de  contact  X  du  rayon  réfléchi  MX,  avec  la  caus- 
tique, son  enveloppe,  est  à  une  distant  e  de  M  donnée  par 
la  formule 

lim  MX  =  — — (  *  , 

?.AM  — Rcosa^    ' 

R  étant  le  rayon  de  courbure  en  M. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  AM  est  infini,  et  la  for- 


(")  Cette  formule  est  démontrée  dans  les  Eléments  de  Calcul  infinitési- 
mal de  I\I.  Duliamcl  (t.  I*-'"",  p.  2o5,  édilio/i  de  i856);  a  est  l'aii(]le  que  le 
rayon  iiicidciil  forme  avec  la  normale  à  la  courbe  au  point  M  où  ce  rayon 
rencontre  la  courbe.         G. 


(    100    / 

mule  devient 

,.                R  cos  y. 
lira  MX  =. 

2 

La  courbe  étant  une  parabole 

R  =  -^ -\/p'-^y\ 

0 

en  pi'enant  pour  origine  le  sommet  de  la  courbe. 

La  sous-normale  est  constante  et  égale  à  p\  on  a  donc 


cos  a 


\^p'-hj'' 


Par  suite, 


2p 


lim  MX  = (,   ;. 


QIESTION  636 

r  voir  p.  S7)  ; 

Solution  dk  MM.  A.  TRACE  et  E.   PITET, 

Élèves  en  mathématiques  spéciales  an  lycée  Charlemagne. 


Le  rayon  réfléchi  MP,  faisant  avec  la  normale  MN  un 
angle  NMP  égal  à  Fangle  iSMQ  que  le  rayon  incident  QM 
forme  avec  la  normale,  et  la  normale  divisant  en  deux 
parties  égales  l'angle  du  rayon  vecteur  FM  avec  une  pa- 
rallèle à  l'axe  menée  par  le  point  M,  l'angle  FMP  est 
droit. 


(*)  En  désignant  par  x  l'abscisse  du  point  ^I  de  la  parabole  rapportée  à 
son  sommet,  et  par  x'  l'abscisse  du  point  X  où  le  rayon  réfléchi  MX  touche 
son  enveloppe,  on  a  x'^Zx,  ce  qui  donne  un  moyen  bien  simple  de  dé- 
terminer le  point  X,  lorsqu'on  sait  déjà  que  la  droite  MX  est  perpendicu- 
laire à  FM.       G. 


(     ^01     ) 

Le  problème  proposé  revient  donc  à  celui-ci  : 
Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  MP,  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur  FM,  mené  du  foyer  à  un  point  de  la  pa- 
rabole. 

Appelons  a  l'angle  MFX  (*),  p,  le  rayon  vecteur  FM, 
7.p  le  paramètre  de  la  parabole;  nous  aurons 


l-f-COSa 


2  .  COS'  - 
2 


Si  w  et  p  sont  les  coordonnées  polaires  d'un  point  quel- 
conque P  du  rayon  réfléchi  MP,  le  triangle  rectangle  FMP 
donnera 

p,  =  p  .  CCS  (&)  —  a), 


et,  en   remplaçant  pi  par  sa   valeur ?   il  viendra, 

pour  l'équalion  de  MP  : 


2  cos^  - 

2 


p  .  ces  (  W a  1  ces-  —  z=  —• 

'  '22 

Cherchons  l'enveloppe  de  celte  droite  quand  a  varie. 
Pour  cela,  prenons  la  dérivée  par  rapport  à  a  5  nous  au- 
rons 

ta  a    .     a~l 

sm  (cd  —  a)  ces' cos  (w  —  ajcos  -  sm  -  =0. 

Supprimons  le  facteur  p  cos-([ui  ne  donne  pas  de  solu- 
tion 5  nous  aurons  alors  : 

sin  { o>  —  x)  cos cos  f  w  —  a )  sin  -  =  o , 

2  ^  2 


(*)  La  droilc  FX  est  dirigée  en  scn»  cyiiUairc  de  l'use  do  la  (larabolc 
•—  On  est  prié  de  faire  la  ligure. 


f    Ï02    ) 

OiU 

sin    w =  o, 

\       2  y 

ee  qui  donne 

(») 

3a 

w =  o. 

1 

TV'  3a  ,  •     1    • 

JNous  ne  poserons  pas  w =  A::,  car  si ,  laissant  a 

fixe,  on  donne  à  w  des  valeurs  dlirérant  d'un  multiple 
de  TT,  on  obtiendra  la  même  position  du  point  P. 
De  l'équation  (i)  on  tire 

lot  w 

—  z=z  a.,      et      w  —  az=-\ 

de  sorte  que  l'enveloppe  cherchée  a  pour  équation  : 

pCOS=,-  =  -,        ou        û  r=    (       . 

3  2  ," 

2  .  ces'  -t: 

Cette  équation  représente  une  courbe  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  polaire,  et  qui  rencontre  cet  axe  en  des 
points  A,  B,  tels  que 

FA  =  -,      et     FB  =  4». 

2 

On  peut  construire  géométriquement  le  point  de  con- 
tact P  du  rayon  réfléchi  MPH,  et  de  l'enveloppe. 

Prenons  sur  la  parabole  un  point  INI',  infiniment  rap- 
proché de  M.  Soit  M'H'  le  rayon  réfléchi  en  M',  et  qui  est 
perpendiculaire  sur  FM'.  Les  droites  MH,  M'H'  se  coupe- 
ront en  un  point  P'5  le  point  cherché  P  est  la  limite  des 
positions  que  prend  P' sur  MH,  quand  M' converge  vers  M. 
Pour  déterminer  ce  point  limite,  cherchons  le  point  au- 

(*)  Manuel  des  Candidats  à  l'hccle  Polytechnique:  t   I"",  p.  /(Sg. 


(  io3  ) 
tour  duquel  il  faut  faire  tourner  le  système  FM'H',  infi- 
niment voisin  de  FMH,  pour  l'amener  à  coïncider  avec 
FMP.Ce  point,  devant  être  à  la  même  distance  de  .M  et  de 
M',  appartient  à  la  perpendiculaire  KW  élevée  au  milieu  K 
de  MM'.  Il  est  d'ailleurs  à  égaie  distance  des  droites  FM, 
FM',  il  doit  donc  se  trouver  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  ces  deux  droites  au  point  F.  Etant,  de  même, 
également  distant  des  droites  MP'H,  M'P'H',  il  doit  appar- 
tenir à  la  bissectrice  de  l'angle  que  ces  droites  forment 
en  P'.  Si  l'on  fait  maintenant  coïncider  M'  avec  M,  à  cette 
limite  la  perpendiculaire  KN' deviendra  la  normale  MIV 
menée  à  la  parabole  au  point  M.  Les  deux  bissectrices 
deviennent  des  perpendiculaires  aux  droites  MF,  ]MH, 
aux  points  F  et  P.  Donc,  pour  déterminer  le  ppint  de 
contact  P  du  rayon  réfléchi  MH  et  de  son  enveloppe,  on 
mènera  à  FM,  au  point  F,  une  perpendiculaire  qui  cou- 
pera la  normale  Mj\  en  un  point  O,  et  de  ce  dernier  point 
on  abaissera  une  perpendiculaire  OP  sur  MH  (*). 

Cette  propriété  permet  de  trouver  Téqualion  de  len- 
veloppe  d'une  autre  manière. 

En  eiïet,  au  lieu  de  chercher  l'enveloppe,  cherchons  le 
lieu  du  point  P,  défini  par  la  propriété  géométrique  que 
nous  venons  de  démontrer. 

En  désignant  toujours  par  p,  et  a  les  coordonnées  po- 


(")  Cette  construction  géométrique  du  point  de  contact  Pdii  r.iyon  ré- 
Uéchi  et  de  !a  caustique  a  élc  donnée  par  de  Lliospilal  dans  son  Analjrse  des 
infiniment  petits.  La  démonstration  de  MM.  Trace  et  Pilet  se  fonde  sur  la 
lliéorie  des  centres  instantanés  de  rotation,  dont  les  premiers  principes 
sont  exposés  avec  autant  de  clarté  que  de  précision  dans  les  Eléments  de 
Calcul  infinitésimal  de  iNI.  Duhamel  (t.  I  ,  p.  190  et  suiv.).  La  détermina- 
tion du  point  de  contact,  l'équation  de  la  rausti<jue,  l'expression  de  son 
rayon  de  courbure,  se  déduisent  trés-sim]>lement  de  formules  pcnérales 
démontrées  dans  un  excellent  ouvrage  ayant  pour  titre  :  Sul/a  peomelria 
analitica  dcllc  linee  piane,  opuscolo  di  Giuseppc  Sacchiy  dutlorr  in  malv- 
fHrtrfV/i  (Pavia,  i85'|  ).      G. 


(  i"4  ) 

laires  FM,  MFX  de  M  ;  et  par  o  et  o)  celles  du  point  P, 
on  aura  d'abord 

P 


d'où 


u^ 1       0,  =  û  CCS  !  M  —  a  j  ; 

2  COS'  - 


0  COS  (  w y.)  .  COS''  —  :=  —■ 

'  2  2 


Menons  MC  parallèle   à  l'axe  de  la  parabole,  et  FD 
parallèle  à  la  normale  OM.  Nous  aurons 

CMO  =  DFX,     OMF  =  MED. 
Mais 

CMO  =  OMF ; 

puisque  MO  est  normale  au  point  M.  Donc 

DFX  =  MFD  =  MFP. 
Il  en  résulte 

MFX  =  ^.PFX,      ou     a  =  ^w. 
6  à 


Par  suite,  l'équation 

^ I 

donne 


p .  COS  1  W  —  ai  ces-  -  ==  - 
^  2  2 


2  .  ces'  - 


ce  qui  est  l'équation  déjà  obtenue. 

Note  du  Rédacteur.  —  M.  Hermile  de  la  Phidelne  , 
élève  du  lycée  Cliarlemagne,  nous  a  adressé  une  solution 
à  peu  près  semblable  à  celle  de  MM.  Trace  et  Pitet , 
élèves  du  même  lycée. 

La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Albin  Laval, 
élève  du  lycée  de  Lyon  ;  Geoffroy,  élève  du  lycée  de 
Nancy,  Abraham  Sclmée,  élève  du  lycée  Cliarlemagne; 
Rouquet  et  Pelletreay, 


(  '^^  ) 


QIESTION  634 

Solution  dk  M.   F.   YLLIAC. 


Si  l'on  appelle  E,  F,  les  axes  d'une  ellipse;  e,  f;  e\f'; 
e",  f"  les  axes  de  ses  projections  sur  trois  plans  rectan- 
gulaires, on  a 

2E'  -\-  9.Y'  =  e'+f  4-  <■''  +/'=  -f-  c"-  -h/"-', 
E=F'  =  (''p  -h  e'^f'^  +  r"'f"\ 

(P-) 

Soient  c,,  /,  ;  e', ,  y,;  e", ,  /",  les  projections  des  axes 
E,  F  sur  ti'ois  plans  rectangulaires;  on  a, d'après  un  théo- 
rème connu 

et,  en  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il 
vient 

2E^-f-?.F--  =  (6-J+/-:+(/,'4-/V)4-«^-+-/?). 

Mais  on  sait  que  les  projections  des  axes  d'une  ellipse 
sur  un  plan  sont  des  diamètres  conjugués  de  la  projec- 
tion de  l'ellipse;  donc,  en  vertu  de  l'égalité  de  la  somme 
des  carrés  des  axes  et  de  la  somme  des  carrés  de  deux 


(")  Nous  avons  rétabli,  dans  les  premiers  membres  de  ces  deux  égalités, 
\<i  l'acteur  -j  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la  rédaction  de  M.  VIliac.  C'est  cette 
omission  qui  a  (ait  supposer  à  M.  VIliac  qu'il  y  avait  une  erreur  dans  l'é- 
noncé de  la  question  proposée.  Le  tiiéorèmc  connu  sur  lequel  se  fondent 
les  lieux  égalités  dont  il  s'agit  consiste  en  ce  (jue  la  somme  des  carrés  des 
projections  d'une  droite  sur  trois  plans  rectangulaires  est  le  double  du 
rarre  de  la  droite  projetée.       G. 


(  ^o6) 
diamètres  conjugués  d'une  même  ellipse,  on  a 

et,  par  suite, 

Pour  démontrer  la  seconde  partie  de  la  proposition,  je 
désigne  par  S  l'aire  du  rectangle  des  axes  de  l'ellipse 
donnée,  et  par  5,  s\  s"  les  aires  des  projections  de  ce  rec- 
tangle. Alors  on  a,  comme  l'on  sait: 

(i)  s=  =  .v'-+-.^''  +  ^"'- 

Mais  5,  i',  s"  sont  les  aires  des  parallélogrammes  con- 
struits sur  les  projections  des  axes  sur  les  trois  plans, 
et,  par  suite,  les  aires  des  parallélogrammes  construits 
sur  des  diamètres  conjugués  des  ellipses  projections  de 
l'ellipse  donnée.  Or,  ces  aires  sont  égales,  dans  chaque 
ellipse,  au  rectangle  des  axes;  on  a  donc 

s  —  ef,      s  =  c  f  ,      s    =e  J    ; 
d'ailleurs 

S  =  EF. 

En  remplaçant,  dans  l'égalité  (i),  S,  5,  a',  s"  par  leurs  va- 
leurs, il  vient  : 

E^F--=  f'/-'+  e'p'-  +  e"'f"\ 
Pour  cette  seconde  partie,  on  aurait  pu  raisonner  ainsi 

fin  il  suit  :  l'aire  de  l'ellipse  donnée  est  "  !"     ;  les  aires 

4      ' 
des  projections  sont 

T.    c.f        TT.f  ../  r..e.^ 

— 7 — '      7 — '     ; ? 

4  4  4 

donc,  en  vertu  du  théorème  relatif  aux  projections  des 


(  loy  ) 

aires  planes, 

■K.E.Ty  _  fTz.r  /y    ,      (tt   c'./'W     (T.r'.f" 


4       y  \       ^       I  \        A 

d'où,  en  supprimant  le  facteur  commun  — r? 


Note  du  Rédacteur.  —  Une  solution  peu  différente 
nous  a  été  adressée  de  Lyon,  dans  une  lettre  anonyme; 
la  même  question  a  été  résolue  par  ^1.  A.  AI.,  élève  du 
lycée  de  Douai,  par  INIM.  Laisant,  sous-lieutenant  du 
génie,  licencié  es  Sciences  5  Pelletreau,  Rouciuef,  Me- 
lon, élève  du  collège  Rollin,  et  par  M.  Moulin,  répéti- 
teur au  Prytanée  impérial  de  la  Flèche. 


SIR  m  PROBLÈME  D  ALGEBRE  LEGALE  (*)   ET  SIR  l^E 
TRANSFORMATION  DE  SÉRIE  ^ 

Par  m.    E.   CATALAN. 


Communiqué  à  la  Société  Philomathique,  séance  du  29  mars  18G2. 


I.  D'après  le  Code  civil  (art.  757),  le  droit  deVcufaiit 
naturel  est  d\in  tiers  de  la  portion  héréditaire  qu'il  au- 
rait eue,  s  il  eût  été  légitime  (**). 

(")  Yoir,  pour  ce  problème,  Quillet,  Moin-elles  Annalrs,  l.  l\  ,  p.  "Jôj,  et 
Louis  Gros,  t.  X,  p.  27. 

C*)  Cette  partie  de  l'article  767  se  rapporte  au  cas  du  partage  entre 
enfants  légitimes  et  enfants  naturels.  Lorsque  des  enfants  naturels 
concourent  avec  des  ascendants  ou  des  collatéraux,  la  loi  a  des  consé- 
quences bizarres  et  même  absurdes,  dont  je  ne  parlerai  pas  ici.  {Voje: 
une  brochure  intitulée  :  l'Article  ~:^-/,  —  Application  de  l'Alpclre  au  Code 
civil. ) 


(  io8) 
Soient  :  l  le  nombre  des  enfants  légitimes  \  n  le  nombre 
des  enfants  naturels;  Xi^,^  la  part  d'un  enfant  légitime 5 
ji^n  la  part  d'un  enfant  naturel. 

On  a  d'abord,  en  prenant  pour  unité  la  somme  à  par- 
tager entre  les  i  +  n  enfants, 

D'un  autre  côté,  conformément  à  la  prescription  ci-des- 
sus, 

De  ces  deux  relations,  on  conclut  aisément  la  formule 
suivante,  connue  depuis  longtemps  (*), 


i-=f 


/.(/^  — i) 


1    )     \ 

§  .j-    "{"  —  l)...3.2.I 

f  —3''/(/+i).. .(/  +  «)' 

II.  La  complication  de  cette  formule  est  peut-être  ce 
qui  empêche  les  jurisconsultes  d'obéir,  sinon  à  l'esprit, 
du  moins  au  texte  de  la  loi,  quand  il  s'agit  pour  eux  d'ef- 
fectuer un  partage  entre  enfants  légitimes  et  enfants  na- 
turels. Mais  on  peut  la  remplacer  par  une  autre  expres- 
sion beaucoup  plus  coinmode. 

On  a  en  effet 


/(/-ri)  (/+2j... (/+/.) 


4 r  (i  —  OyB'-^dQ; 

l.l.ô. . .p  Jo 


(*)  Elle   a  été  donnée  d'abord  par  M.  Cournot  (Bulletin  de  Féiussac, 
t.  XVI,  p.  3). 


{   i"9  ) 
donc 


',.■.=£'•'-<"'  [-5  7(.  -  'i  ^  l,  "-^  {'-")'—■ 


i" 


=  ^,    r   0'-'(2H-&)"r/0; 

d'où  enfin 

/  I    r      I        //  I  n  fn  —  r  )  i 

)    '■        3"L     /        I         /  +  I  i.î  1  +  1 


(4) 


/-+-«]' 


Il  est  visible  que,  pour  former  la  quanti  lé  entre  paieu- 
ihèses,  il  suffit  de  développer  (?.  4-i)"  et  de  diviser  par 
/,  /+  I,  / -h  2, .  .  . ,  /+  /z  les  termes  du  développement. 
Du  reste,  il  est  facile  de  vérifier,  par  un  procédé  pure- 
ment algébrique,  l'équivalence  des  deux  expressions  de 

III.  Celte  équivalence  étant  démontrée,  il  en  résulte 
que  l'on  a 

I  n  n  (n  —  i  ) 


/         /(/-t-i)  /(/H-l)(/  +  2J 

N  (n  —  I  )  f  //  —  2 ) 


/(/-f-l)(/  +  2j(/-h3] 


MH-] 


même  quand  les  deux  membres,  au  lieu  d  être  composés 
d'un  nombre  fini  do  termes,  deviennent  des  séiics  cou- 


(    "o  ) 
vergentes.  Par  exemple,  en  supposant 


I 


on  trouve 


-Hi)-Hi) -?'-'- 


I      i      I 


ce  qui  est  exact. 

IV.   Si  l'on  pose 

z 

=  -  t, 

1  —  z 

d'où  résulte 

—  t 


I  —  t 
l'équation  (5)  devient 


I        71       I  u  [n  —  1         I 

t  -\ ! f- 

l  I    /  +  I  1.2  /  -f-  2 


ou  plutôt,  par  le  changement  de  t  en  z  : 

l  z  H !^ '  z'  —  .  .  . 

(6)  ' 

i        ,  ,ri  n  z  n  [n  —  \)      f    z     \'  ~\ 

{  =(— /[7+7(7T7)T^  +  /i/+.i(/+.)l-r^)  +-J 

Cette  seconde  transformation  est,  pour  ainsi  dire,  con- 
juguée de  la  première.  On  peut  les  renfermer  dans  la 


(  III  ) 

double  formule  : 


I        //       I  n  [n  —  I  )        r 

/  i   l  -\-  \  "  1.2        /-}-?.  " 


n  z  n  (  n  —  i  ) 

-7  +  -TT-. : ^- 


(^^  ; 

I  «  /?  (  «  —  i) 

_     7~  /(/+  i)"^/(/+i)(7-f-"T 


_f-_- H ! 

/  1    / +  I     I  —  z  1.2 


/-h  2   \l  —  z) 


Celle-ci   a  d'assez  nombreuses  conséquences,  sur  les- 
quelles je  pourrai  revenir  dans  une  autre  occasion. 


DÉMO\STftATIO\  DE  QIELQIES  THEOREMES  DE  GÉOMÉTRIE 
E.\0\CÉS  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES 

(Toir  i.  XX,  p.  83  et  l'tO); 

Par  m.  Ed.  DEAVULF, 

Capilainc  du  Génie  (à  Bougie;. 


1.   La  courbe  cn^eloj)pc  des  cordes  coniinuncs  à  une 
courbe  fixe  du  degré  m  et  aux  courbes  d'un  faisceau  du 

degré  n,  est  de  la  classe  -  ni  {^ni  —  ' )  ( '^ "  —  ' ) • 

(E.  DE  JOKQLIÈBES.) 

Soient 

les  équations  de  la  courbe,  du  faisceau   et  d'une   droite 
passant  par  l'origine. 
Les  équations 

(i)  Y„[x,/^x)  =  o, 

( 2 )  /,  (  j,-,  pz )  -t-  >(p,.  (  .r,  /> J)  =  o, 


{  "*  ) 

donnent  les  abscisses  des  points  où  la  droite  coupe  la 
courbe  et  le  faisceau.  Eliminons  x,  et  exprimons  que 
la  résultante  R  a  deux  racines  p  égales.  L'équation  de 
condition  que  nous  obtiendrons  ainsi  ne  renfermera  plus 
que  À.  Toutes  les  valeurs  de  /  qui  satisferont  à  cette 
équation  détermineront  des  courbes  du  faisceau  qui  au- 
ront avec  F,„  =  o  des  cordes  communes  passant  par  l'ori- 
gine. 

Pour  que  R  =  o  ait  deux  racines  égales,  il  faut  que 

„  f/R 

11  ==  G  et  —  =  o  aient  une  racine  commune. 

La  résultante  R'  de  ces  deux  dernières  équations  sera 
du  degré 


en  X,  parce  que  R  =  o  est  du  degré  mn  en  p  et  du  degré 
m  en  1. 

Parmi  les  valeurs  de  1  données  par  R'=:o  se  trouvent  : 
i"  celles  c[ui  déterminent  les  courbes  du  faisceau  qui 
passent  par  les  m[rn  —  i)  points  de  contact  des  tangentes 
menées  par  l'origine  à  F,„-,  i°  celles  qui  déterminent  les 
?7i[2n  —  i)  courbes  qui  passent  par  les  m  (  2«  —  i)  points 
d'intersection  de  F,„  et  de  la  courbe  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  menées  par  un  point  aux  courbes 
d'un  faisceau  d'ordre  Ji,  couibe  qui  est  de  l'ordre  in  —  i, 
ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin. 

Ces  deux  catégories  de  courbes  ne  satisfont  pas,  à  pro- 
prement parler,  à  la  question,  les  cordes  communes 
f[u' elles  fournissent  étant  infiniment  petites.  Le  degré  de 
R'  se  réduira  donc  à 

in[inn  —  >  )  +  '"''^  —  ni'yiu  —  i  )  —  ni[in  —  i) 
on 

m  [ni  —  1  )  (  -^ '^  —  0 • 

Cliiqn.c  val:  ur  de  X  nous  donne  deux  valeurs  égales  de/?  ; 


(  »>:'»  ) 

on  peut  donc,  pai   un  point,  mener -//i(//i — i){'.in  —  i) 

langenlcs  au  lieu.  c.   q.    v.   n. 

2.  Une  transversale  tourne  dans  un  plan  autour 
d'un  point Jixe  S,  et  rencontre  à  cliaquc  instant,  en  m 
points,  une  courbe  géométrique  C,„  de  degré  m,  tracée 
dans  ce  plan  ;  si  Ton  mène  les  tangentes  et  les  normales 
à  C,„  en  ces  points  d'intersection,  les  tangentes  se  cou- 
pent deux  à  deux,  sur  une  courbe  S,  et  les  normales  se 
coupent  aussi  deux  à  deux,  sur  une  courbe  Z'. 

i"  Le  degré  de    2  est  -m  [m  —  i){iin  —  3);    cette 

courbe  passe  par  chacun  des  {^ni  —  2)  points  de  C,„, 
autres  que  les  points  de  contact,  qui  sont  situés  sur  cha- 
cune des  ni  [m  —  i)  tangentes  à  C,„  issues  de  S.  Chacune 
des  tangentes  à  C,„,  en  ses  points  (Vinflcxion  ou  de  rc' 
broussement^est  une  tangente  multiple  de  2  d  un  ordre 
de  multiplicité  égal  à  m  —  i . 

1'^  Le  degré  de  S'  est  -m  [m  —  i  )  (  2  ///  —  1  ) .  Si  l'on 

mène  par  S  des  parallèles  aux  m  asymptotes  de  C,„  et 
ensuite  des  normales  à  cette  courbe  en  tous  les  points 
oit  ces  parallèles  la  rencontrent  à  distance  finie,  on  ob- 
tiendra d'abord  m  [m  —  i)  droites  parallèles  aux  asymp- 
totes de^ .  En  oxxlrc,  il  existe,  surC,,,,  ~m[m — 1)  (2  m — j) 

paires  d'éléments  infiniment  petits,  parallèles  deux  ii 
deux,  et  situés  deux  à  deux  sur  des  droites  concourantes 
en  S.  Les  normales  en  ces  points,  à  C,„.  sojit  les  directions 
des  autres  asymptotes  de  2'.  On  a,  en  ellel, 

///(/;/  —  I  )  H —  m  [m  —  1  )  (  2  ///  —  3  )  =n:  -  ///  (  w  —  i  )  (  2 //;  —  i  ) . 

Les    normales  à  C,„,   en  ses  points  dir/ flexion  on  de 
Ann.  ilr  Uiiihàiial  ,  i^  •>\n\:\  |.  II.  (Mai-  îSG:!.)  '*"> 


{"4) 

rehroussemenL  sont  da  langenlus  à  2'  de  V ordre  m  —  i . 

(E.     DE    JONOUIÈRES.) 

Je  vais  déterminer  le  degré  d'une  courbe  2"  résullam 
des  intersections  deux  à  deux  de  droites  menées  par  les 
points  où  la  transversale  coupe  C,„  et  faisant  en  ces  points 
an  angle  a.  constant  avec  C,„. 

Voyons  en  combien  de  points  une  transversale  L  coupe 
S".  Par  tout  point  M  de  L  on  peut  mener  m^  droites  cou- 
pant C,„  sous  un  angle  constant,  et  les  points  d'intersec- 
tion sont  sur  la  première  polaire  inclinée  de  M  par  rap- 
porta C„.  (x'o//'la  TJiéorie  des  polaires  inclinées^  t.  XVIII 
et  XIX).  Les  premières  polaires  inclinées  de  tous  les 
points  de  L  forment  un  faisceau  d'oindre  tn.  11  y  a  donc 
autant  de  points  de  S"  sur  L  qu'il  y  a  de  cordes  communes 
à  ce  faisceau  F,„  et  à  C,„,  passant  par  S.  D'après  le  théo- 
rème précédent,  ce  nombre  est 

-  m[m  —  I  j  (  2  /?2  —  î  ) . 

Si  a  =  90",  S"  devient  2'  et  le  degré  ne  change  pas. 
Si  a  =  o,  2"  devient  2  et  le  degré  devient 


2 


/w  [m  —  I  )  (  2 //2  —  'i j. 


parce  que  le  degré  du  faisceau  des  premières  polaires 
s'abaisse  d'une  unité. 

Soit  SA  une  tangente  à  C„,  en  un  point  « ,  SA  coupe  C,„ 
en  m — 2  autres  points.  Soit  a^  un  de  ces  points  :  a/^a 
représente  deux  tangentes  menées  de  «/  à  C,„5  la  corde 
de  contact  passe  par  S,  donc  cz-n  se  trouve  sur  2. 

Menons  une  transversale  L  passant  par  l'origine  et  par 
un  point  a  d'inflexion  de  C,„.  Les  tangentes  menées  par 
les  m  —  I  points,  autres  que  a,  où  L  coupe  C,„ ,  coupent 
la  tangente  en  oc  en  ni  —  i  points  (3.  Menons  une  trans- 


(  "5  ) 
versale  F. a'  pai'  un  poinl  x'  infiiiliiicnl  voisin  Je  v.  sui'  la 
courbe.  Cette  transversale  coupe  aussi  C,„  en  m  — i  poiuls 
autres  que  a',  et  les  tangentes  à  C„.  en  ces  points  coupent 
la  .tangente  en  a  en  m  —  i  points  |3'  infiniment  voisins 
des  points  |3.  Il  y  a  donc  ui  —  i  éléments  [i/3'  de  2  sur  la 
tangente  en  a  à  C„. .  c.   q.   f.   d. 

Si  l'on  mène  par  S  des  parallèles  aux  m  asymptotes  de 
Cm  et  ensuite  des  normales  à  celte  courbe  en  tous  les  points 
où  ces  droites  la  rencontrent  à  dislance  finie,  on  obtien- 
dra d'abord  m(m —  i)  droites  parallèles  aux  asymptotes 
de  S'.  Ceci  est  clair. 

La  droite  de  l'infini  coupe  E  en  -  m  (m  —  i)  (2/;^  —  3) 

points,  et  par  chacun  de  ces  points  on  peut  mener  une 
paire  de  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont  en 
ligne  droite  avec  S  et  qui  donnent  sur  C„.  des  éléments 
parallèles  deux  à  deux,  qui  fournissent  chacun  une  direc- 
tion d'asymptote  de  2'.  c.   Q.   F.   n. 

On  démontrerait,  comme  plus  haut,  qucles  normales 
à  C„.  en  ses  points  d'inflexion  ou  de  rebroussement  sont 
des  tangentes  à  2'  de  Tordre  vi  —  i . 

On  peut  transporter  ces  propriétés  à  2". 

3.  Etant  données  dans  un  p/an  deux  courbes  géo- 
métriques, l'une  C,„  du  degré  ni^  et  l'autre  de  la  classe  n  y 
si  une  tangente  roule  sur  celle-ci  et  que  par  les  points 
où  elle  rencontre  C,„  on  mène  à  cette  courbe  des  tan- 
gentes et  des  nornudes  : 

1"  Les  tangentes  se  coupent   deux  à  deux  sur  une 

courbe  2,  du  degré  -  inn  (m  —  1  )  (  2/«  —  3  ). 

2"  Les  normales  se  coupent  deux  à  deux  sur  une. 
courbe  2',  de  degré  -  uin  [m  —  i)  [■.>.iu  —  1). 

(Iv     HV    JoNQLltRES   ) 

H. 


(  IIM 

Cherchons  le  degré  d'une  coin  bc;  2"  résultant  des 
intersections  deux  à  deux  de  droites  passant  par  les  points 
où  la  tangente  mobile  coupe  C,„  et  y  faisant  avec  C„.  un 
angle  constant  a. 

Ce  degré  est  égal  au  nombre  des  tangentes  communes 
à  la  courbe  2",  trouvée  plus  haut,  et  à  la  courbe  de  la 
classe  //  ;  il  est  donc  égal  à 

-  mn  (ni  —  i )  (' 7.ni  —  i ). 

2 

Le  même  raisonnement  donne  pour  le  degré  de  S', 


I 


2 


in[//i  —  i)  [1/n  —  i), 


ei  pour  celui  de  Si 


—  />i/u  m 
2 


Le  procédé  de  démonstration  appliqué  au  premier 
théorème  ci-dessus  peut  aussi  démontrer  un  théorème 
énoncé  par  ^NL  Moutard  :  a  Etant  données  deux  sur- 
faces, l'une  du  degré  m,  l'autre  du  degré  n- si  d'un 
point  S  on  projette  tous  les  points  de  la  courbe  d'inter- 
section sur    un    plan,    cette    courbe    projection    aura 

wnim  —  i){n  —  i)         •  77; 
■ — points  doubles. 


Note  de  M.  Dewulf.  — Voici  comment  M.  Cremona 
démontre  que  le  lieu  S  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  o  à  tous  les  courbes  d'un  faisceau  F,^ 
est  de  Tordre  o.n  —  i  [voir  son  Iiitroduzione  ad  una 
teoria  geometrica  délie  Cwve  piane).  Soit  F'„  le  fais- 
ceau des  premières  polaires  de  o  par  rapport  à  F„.  Les 
points  où  une  courbe  de  F„  est  coupée  par  la  courbe  cor- 
respondante de  F',  sont  les  points  de  contact  des  tangentes 


\  "7  ; 

fi  la  première  eotirbe  issues  de  o  ^  le  lieu  ehcrelic  esl  doue 
aussi  le  lieu  des  inlerscclions  des  courbes  correspon- 
dantes des  deux  faisceaux  homograpliiques  F„  et  F'„.  Or, 
d'après  un  théorème  de  M.  de  Joiiquières,  le  degré  de  ce 
lieu  est  égal  à  la  somme  des  degrés  des  faisceaux,  ou  2  n —  i . 

La  courbe  2,  que  nous  venons  de  considérer,  est  aussi 
le  lieu  des  points  doubles  des  involutions  do.  degré  n  que 
détermine  un  faisceau  F„  sur  toutes  les  droites  qui  pas- 
sent parle  point  o.  [Voir  un  Mémoire  de  M.  de  Jon- 
quières,  Annali  di  Tortolini.) 

Ou  peut  démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

Quand  le  point  o  décrit  une  courbe  de  degré  «,  Ten- 
veloppe  des  courbes  S  qui  correspondent  à  chacune  des 
positions  de  o  est  de  l'ordre  ui['>.n  —  i)  (2  w  —  i). 

Par  un  point  il  passe  généralement  n[in  —  3)  droites 
f|ui  déterminent  dans  un  faisceau  d'ordre  n  des  involu- 
tions ayant  un  point  quadruple. 

Un  faisceau  de  Tordre  «  et  une  droite  déterminent  une 
involution  de  rojdre  «,  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  groupes  de  "cette  invf)lution  est  constant,  quelle  que 
soit  la  droite,  et  quel  que  soit  le  pôle  pris  sur  la  droite, 
si  les  quatre  groupes  sont  toujours  déterminés  par  les 
(juatre  mêmes  courbes. 

11  résulte  de  ce  théorème  que  la  série  des  centres  har- 
moniques des  groupes  de  11  points  en  involution  que  dé- 
termine un  faisceau  F„  sur  une  droite  quelconque  esl 
homographique  (ou  projective)  à  la  série  des  centres 
harmoni(|ues  de  l'involution  d'une  autre  droite  quel- 
conque, ou,  en  d'autres  termes,  que  les  involutions  qu'un 
faisceau  détermine  sur  deux  droites  sont  toujours  projec- 
tives.  [f^oirCremona,  I/ilroihtzioiie,  clc,  p.   18.) 

Deux  faisceaux  hcmographicjues  (ou  projectifs)  déter- 
minent sur  deux  droites  îles  involutions  pr<ijeLli>es. 
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Tkaité  de  Géométrie  descriptive 5  par  M.  Jules  de  la 
Gournei'ie,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées, 
professeur  de  géométrie  descriptive  à  l'Ecole  Polytech- 
nique et  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  i"^^  par- 
lie  :  in-4  avec  atlas  de  52  planches^  1860.  1^  partie  : 
in-4  avec  atlas  de  Sa  planches  5  1862.  Paris,  Mallet- 
Bachelier.  —  Prix  des  deux  premières  parties  : 
20  francs. 

L'ouvrage  complet  doit  se  composer  de  trois  parties  5 
les  deux  premières  seulement  sont  publiées. 

La  première  partie  renferme  quatre  livres. 

Dans  le  premier  livre  l'auteur  expose  les  solutions  des 
y>rinc'iTpaux  prohlèriies  sur  la  ligne  droite  et  le  plan. 

Le  second  livre,  qui  traite  des  cylindres ^  des  cônes 
et  des  surfaces  de  résolution,  commence  par  un  chapitre 
extrêmement  intéressant  sur  les  courbes  planes  et  l'emploi 
des  courbes  d'erreur. 

Puis  viennent  les  problèmes  sur  les  plans  tangents  et 
les  sections  planes.  Le  dernier  chapitre,  consacré  aux  in- 
lerseclions  des  surfaces  courbes,  est  de  beaucoup  le  plus 
important  de  celte  première  partie,  tant  par  la  nature 
des  questions  que  par  le  choix  des  exemples  :  en  particu- 
lier le  problème  de  l'intersection  de  deux  surfaces  de  ré- 
volution dont  les  axes  sont  dans  le  même  plan,  est  dis- 
cuté aussi  complètement  que  possible.  Enfin,  l'auteur 
indique  les  cas  les  plus  fréquents  où  rintersecliou  de 
deux  surfaces  du  second  degré  se  décompose  en  deux 
courbes  planes. 

Le  troisième  livre,  consacré  à  la  nicthodc  des  projec- 


(   ï».Q  ) 
lions  cotées,  renferme  eu  cjuelques  paires  loul  ce  qu'il  y  a 
<Jc  vérilablcmenl  utile  dans  celte  méthode,  <;t   (pielques 
exemples  bien  choisis  en  font  saisir  l'utilité  et  1  impor- 
tance. 

Dans  le  quatrième  livre,  qui  traite  de  la  pci'spective 
axonomélrique  et  de  la  {)erspec'tive  cavalière,  l'auteur  est 
peut-être  un  peu  trop  concis,  et  quelques  développements 
de  ])liis  sur  la  perspective  a\onomélrl<[ue  seraient  foit 
utiles.  Cependant  les  exemples  variés  que  donne  l'autcui 
suffisent,  à  la  rigueur,  pour  faire  comprendre  l'emploi  de 
ce  mode  de  représentation  des  corps. 

La  seconde  partie  est  divisée  en  trois  livres. 

Le  premier  livre,  consacré  aux  ombres  linéaires^  ren- 
ferme un  très-grand  nombre  d'exemples  tous  heureuse- 
ment choisis;  1(!S  plus  iiilércssanîs  sont  ceux  iclatifs  aux 
ombres  d'une  niche  sphérique  représentée  soit  par  une 
perspective  axonométrique,  soit  par  une  pcrspcclive  ca- 
valière. 

Le  chapitre  le  plus  inqiortant  de  ce  livre  est  celui  qui 
traite  des  figures  horaologiques.  Cette  belle  lhéorlt%  créée 
par  M.  Ponceict,  devait  naturellement  faire  partie  d  un 
cours  de  géométrie  descriptive,  puis(|ue  la  projiîclion 
d'une  figure  plane  est  liomologiquc  de  cette  figure.  M.  de 
la  Gournerie  est  le  premier  qui  ait  introduit  la  notion  des 
figures  homologiques  dafis  renseignement  de  la  géoméliie 
descriptive. 

Dans  le  second  livre,  consacré  aux  suijacss  ihh'clop- 
pables  ^  CCS  surfaces  sont  d'abord  considérées  comnu' 
l'ensemble  tics  développantes  d'inie  même  courbe,  ou,  ce 
<pH  revient  au  même,  connue  1  ensemble  des  tangentes 
à  une  même  courbe.  Cette  manière  de  considéifr  les 
surlaces  développables  a  1  avantage  de  montrer  iuinu'- 
dialcmcnl  1  existcnc»;  de  larêtc  (!<•  rebrous8<Mneiii. 

Puis,  r('\eiiaiit  à    li  'Idiniliou   nrdiniirc  dis   suil.uf^ 
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développables,  on  voit  que  ces  surfaces  peuvent  être  con- 
sidérées comme  enveloppes  d'un  plan  mobile. 

Le  mouvement  de  ce  plan  peut  être  dirigé  de  trois  ma- 
nières principales  :  i°  le  plan  peut  être  assujetti  à  rester 
tangent  à  deux  surfaces  données  ;  i^  ce  plan  peut  rouler 
sur  deux  courbes  données  \  3"  ce  plan  peut  rouler  sur 
une  courbe  fixe  en  restant  parallèle  aux  plans  tangents 
d'un  cône  donné. 

Comme  exemples  de  surfaces  développables,  M.  de  la 
Gournerie  a  choisi  la  surface  circonscrite  à  deux  coni- 
ques, et  la  surface  d" égale  pente.  En  prenant  une  conique 
pour  directrice  d'une  surface  d'égale  pente,  on  obtient  la 
surface  développable  circonscrite  à  deux  coniques.  M.  de 
la  Gournerie  donne  les  principales  propriétés  de  cette 
surface. 

Soient  Si  et  Sg  deux  surfaces  du  second  degré  \  elles  se 
coupent  suivant  une  courbe  M  \  par  celte  courbe  on  peut 
iaire  passer  une  infinité  d'autres  surfaces  du  second  de- 
gré S3,  S4, .  .  . ,  S„.  .  . .  Parmi  toutes  ces  surfaces  se  trou- 
vent quatre  cônes  c,  c',  c",  c'"  5  désignons  les  sommets  de 
ces  cônes  par  o,  o',  o",  o"' . 

Si  nous  considérons  deux  quelconques  de  nos  surfaces, 
S,„et  S„,  par  exemple,  huit  génératrices  de  S,„  ser(tnt  tan- 
gentes à  S„,  et  de  même  huit  génératrices  de  S,,  seront  tan- 
gentes à  S,„5  ce  qui  revient  à  dire  que  la  courbe  JM  touche 
huit  génératrices  de  chacune  des  surfaces  Sj,  S,, .  .  . ,  S„, 
<{ui  passejit  par  cette  courbe.  En  effet,  soit  c  l'un  des 
cônes  passant  par  la  courbe  M,  o  le  sommet  de  ce  cône 
et  Cl  le  cône  circonscrit  à  la  surface  S,„  et  ayant  son  som- 
met en  o,  les  deux  cônes  c  cl  c^  ont  quatre  plans  tan- 
gerits  communs.  Ces  quatre  plans  coupeiit  la  surface  S„, 
suivant  liuit  génératrices,  qui  sont  évidemment  tangenles 
à  la  courbe  :M. 

Si  maintinaiit  nous  prenons  les  polaires  réciproques 
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de  loules  ces  smlaccs  pru-  rappoil  à  une  surface  auxi- 
liaire, aux  surfaces  du  second  degré  Sj,  Sa,  Sa,  S;,.,.,  S„ 
correspondent  de  nouvelles  surfaces  du  second  degré, 
Sj,  2,,  Sj,  2;,.  .  . ,  S„  ;  à  la  courbe  M  correspond  une 
surface  développable  f^;  aux  cônes  c,  c',  c",  c'"  corres- 
pondent des  coniques  A,  A',  A",  A'".  La  surface  p.  est 
circonscrite  aux  surfaces  2,,  22,...  et  passe  par  les  co- 
niques A,  A',  A",  A'",  qui  seront  évideminont  des  lignes 
doubles  de  celle  surface  5  les  plans  de  ces  coniques  sont 
les  plans  polaires  des  points  o,  o',  o",  o" . 

Si  nous  considérons  les  huit  tangentes  de  la  courbe  M 
qui  sont  situées  sur  la  surface  S,„,  à  ces  droites  corres- 
pondent liuil  génératrices  de;  la  surface  u.  situées  sur  la 
surface  2,,,.  Les  huit  premières  droites  étant  deux  n 
deux  dans  des  plans  tangents  aux  cônes  c,  t',  c",  c'",  les 
huit  autres  se  coupent  deux  à  deux  sur  les  courbes 
A,  A',  A",  A'". 

Si  l'on  se  donne  directement  les  coniques  A  et  A', 
elles  déterminent  la  surlace  fx  et  par  suite  les  deux 
autres  lignes  doubles  A",  A'".  C'est  en  partant  direcle- 
n:ent  des  courbes  A  et  A'  que  INJ.  de  la  Gournerie  étudie 
la  surface  p.;  il  considère  d'abord  le  cas  où  les  plans  de 
ces  deux  courbes  sont  parallèles^  et  établit  ainsi  les  princi- 
pales propriétés  de  cette  surface;  puis,  en  s'ap[)uyant  sur 
le  principe  des  transformations  homograpliicpxes .  il  en 
conclut  que  les  propriétés  trouvées,  dans  le  cas  particu- 
lier considéré,  sont  tout  à  fait  générales. 

Le  ti'oisième  livre  est  consacré  à  la  théorie  des  surjhces 
gauches. 

Le  premier  chapitre  renferme  les  principaux  modes  de 
génération  du  paraboloïde  hyperboliijue,  la  nature  de 
ses  sections  planes  et  de  ses  courbes  d'ombre. 

Le  second  chapitre  coulicnl  la  théorie  générale  des  sui- 
faces  gauches. 
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Le  j)Iau  taiigêiit  d'une  surface  gauche  n  étant  pas  le 
même  tout  le  long  de  la  génératrice,  on  est  obligé,  pour  le 
constriiire,de  recourir  aux  paraboloïdes  de  raccordement. 

Si  l'on  considère  un  plan  P  quelconque  passant  par 
une  génératrice  G  d'une  surface  gauche,  ce  plan  louche 
toujours  la  surface  en  un  point  M  de  cette  génératrice. 

Si  le  plan  P  tourne  autour  de  la  droite  G,  le  point  M 
se  déplace  sur  celte  droite;  il  existe  une  relation  très- 
simple  entre  l'angle  décrit  par  le  plan  P  et  la  longueur 
parcourue  par  le  point  M. 

Soient  deux  droites  quelconques  A  et  B,  a  et  ^  les 
points  où  ces  deux  droites  sont  rencontrées  par  leur  plus 
courte  dislance.  Un  plan  quelconque  passant  par  la  droite 
A  coupe  li  eu  un  point  a//,  et  l'on  voit  facilement  que  la 
tangente  de  l'angle  que  fait  ce  plan  avec  le  plan  passant  par 
A  et  par  al>  est  proportionnelle  à  bm.  Quand  le  point  m 
est  en  /;,  cet  angle  est  nul  :  quand  le  point  i/i  est  à  l'in- 
fini, cet  angle  est  droit. 

Supposons  juaintenant  que  nos  deux  dioites  A  et  R 
soient  deux  génératrices  intiniment  voisines  d'une  sur- 
face gauche.  Le  point  a  est  ce  qu  on  appelle  le  point  cen- 
tral de  la  généraliice  A.  Le  plan  qui  contient  A  et  ab  se 
nomme  le  plan  central  ;  enfin  on  appelle  obliquité  d'un 
plan  passant  par  la  génératrice  A  Tangle  de  ce  plan  avec 
le  plan  central.  Alors,  comme  le  point  ni  devient  le 
point  de  tangeuce  M,  on  peut  dire  que  la  tangente  de 
1  obliquité  d'un  plan  tangent  est  proportionnelle  à  la 
distance  du  point  de  contact  au  point  central.  Le  rapport 
de  ces  deux  grandeurs  est  égal  à  1  angle  des  deux  géné- 
ratrices, divisé  par  leur  plus  courte  distance;  (*)  on  lui 
donne  le  nom  de  paramèlre  de  distrihution. 

Les  points  centraux  des  diverses  génératrices  forment 

(■*)  Ces  thc'orèmos  soiU  dus  à  M,  Cha'^les,       P. 
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une   courbe  à  laquelle  on  a  donné  li-   nom  de  lii;iic  de 
striction. 

On  appelle  sommets  d'une  surface  gauche  les  points 
singuliers  où  deux  génératrices  conséculives  se  rencon- 
trent. Si  le  sommet  s'éloigne  à  Tinfini,  la  génératrice; 
sur  laquelle  il  se  trouve  prend  le  nom  d'arctc. 

Toute  ligne  cfombre  d'une  su/face  gauche  passe  par 
chaque  sommet,  etj  est  tangente  à  la  génératrice  j  (Voit 
il  suit  que  les  arêtes  d'une  surface  gauche  sont  as)m- 
ptotes  de  toutes  les  courbes  d'ombre. 

Ces  théorèmes  sont  dus  à  M.  de  la  (journerie. 
Les  derniers  chapitres  renferment  l'élude  des  princi- 
paux conoïdes,  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  et  du  biais 
passé.  Enfin  Touvrage  se  termine  par  quel([ues  notions  sur 
la  déformation  des  surfaces  gauches. 

«  L'étude  des  différentes  formes  que  peut  prendre  une 
»  surface  donnée,  lorsqu'on  la  suppose  llexible  etinexten- 
»  sible,  est  en  général  un  problème  difficile 5  mais  il  se 
')  simplifie  beaucoup  pour  les  surfaces  gauches  lorsqu'on 
1)  exige  que  les  génératrices  restent  droites.  D'après  cette 
.)  condition,  la  déformation  ne  peut  résulter  que  de  plis 
»  faits  le  long  des  génératrices.  Une  génératrice  G'  tourne 
»  autour  de  la  génératrice  voisine  G  en  déwrivant  une 
»  aire  qui  appartient  à  un  hyperboloide  de  révolution. 
»  La  position  relative  des  deux  génératrices  nVst  pas 
))  modifiée,  et  par  conséquent  la  valeur  du  paramètre  de 
»  distribution  de  G  n'éprouve  pas  d'altération,  et  le  poin  t 
»  central  reste  le  même.    » 

On  conclut  de  là  ces  deux  théorèmes  dus  à  M.  Bour  : 
llest  toujours  possible  (ic  déformer  une  surface  gauchi 
de  manière  à  rendre  ses  général rices  parallides  à  celles 
d'un  cône  donné  ou  it.  un  plan. 

Quand  on  déj'orme  une  surjacc  gauche,  /  an^U   <i< 
contingence    de  toutes  les    section':   pcrpcndii  ulmn  y  n 
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une  même  généraWice  varie  ])récisément  de  la  quan' 
lilê  dont  071  augmente  ou  dont  on  diminue  Vangle  de 
contingence  correspondant  du  cône  directeur. 

En  résumé,  tous  ceux  qui  veulent  étudier  sérieuse- 
ment la  géométrie  descriptive  doivent  consulter  le  nou- 
veau Iraité,  où  se  trouvent  réunis  méthodiquement  les 
principes  de  la  géométrie  générale,  jusqu'alors  demeu- 
rés épars  dans  divers  ouvrages  et  dans  de  nombreux 
recueils. 

Mais  ce  que  nous  avons  surtout  admiré  dans  ces  leçons 
de  géométrie  descriptive,  c'est  la  méthode  d'enseigne- 
ment suivie  par  M.  de  la  Gournerie,  méthode  qui  con- 
siste à  raisonner  toujours  d'une  manière  générale  sans  fa- 
tiguer l'attention  par  des  détails  inutiles.  Cette  façon 
large  d'exposer  les  choses  dans  toute  leur  simplicité  fait 
immédiatement  comprendre  le  véritable  esprit  des  mé- 
thodes, et  développe  l'intelligence  des  élèves  en  leur  lais- 
sant voir  à  côté  de  chaque  question  étudiée  toutes  celles 
qui  s'y  raltacheni.  Gros. 


Die  Elemente  der  Mathematik  ....  Eléments  de  Ma- 
thématiques*, par  M.  Richard  Baltzer,  professeur  au 
Gymnase  de  Dresde.  2*^  partie  :  Planimétrie,  Stéréo- 
métrie, Trigonométrie.  Leipzig,  1862.  i  vol.  in-8  de 
382  pages. 

L'auteur  de  la  Théorie  des  Déterminants^  dont  il  a  été 
rendu  compte  dans  le  dernier  volume  des  JSouvelles  ^fi- 
nales, M.  Baltzer,  vient  de  faire  paraître  la  seconde  par- 
tie de  son  savant  ouvrage  sur  les  mathématiques  élémen- 
taires. Nous  y  trouvons,  condensé  dans  un  mince  volume, 
un  cours  complet  et  détaillé  de  géométrie  élémentaiie  et 
de  trigonométrie,  rédigé  d'après  un  nouveau  plan,  et  où 
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l'auleur  s'est  placé  au  point  tic  vue  élevé  de  la  Géométrie 
moderne,  • 

Commençons  par  donner  un  aperçu  du  contenu  de  ce 
traité,  qui  se  divise  en  trois  livres  ayant  pour  objets  res- 
pectifs la  Planiinétrie  (Géométrie  dans  le  plan),  la  Stc- 
réomélrie  (Géométrie  dans  l'espace)  et  la  Trigonométrie. 

I. 

Géométrie  dans  le  plan  (iSa  pages). 

§  I.  Notioiis  Jonclainentales.  —  Les  premières  no- 
tions de  la  Géométrie  se  rapportant  à  des  objets  indéfinis- 
sables qu'il  s'agit  plutôt  de  montrer  que  de  déterminer 
par  des  énoncés  rigoureux,  nous  ne  trouvons  aucun  in- 
convénient sérieux  à  parlei-,  dès  le  début,  du  nombre  des 
dimensions  des  diverses  espèces  de  ligures.  Nous  eussions 
préféré  cependant  que  l'auteur  n'eût  prononcé  que  plus 
tard  les  mots  de  longueur  d'une  ligne  courbe  ou  à  aire 
d'une  surface  courbe,  ces  notions  reposant  sur  d(;s  théo- 
rèmes à  démontrer,  sans  lesquels  elles  ne  peuvent  être 
bien  comprises. 

Les  définitions  de  la  ligne  droite  et  du  plan  sont  dis- 
cutées avec  un  soin  que  l'on  n'est  pas  habitué  à  rencon- 
trer dans  nos  traités  de  Géométrie,  et  qui  montre  à  quel 
degré  M.  Baltzer  s'est  pénétré  de  l'esprit  de  rigueur  des 
Anciens. 

Il  est  un  seul  point  sur  lequel  nous  regrettons  d'être  en 
complet  désaccord  avec  l'auteur  :  c'est  au  sujet  de  sa  dé- 
finition de  l'angle  et  des  conséquences  qu'il  en  tire,  d"a- 
près  Bertrand  (de  Genève),  pour  éviter  d'introduire, 
dans  la  théorie  des  parallèles,  l'axiome  connu  inqiropre- 
ment  sous  le  nom  de  postuhilum  d  Euclide.  Remplacer 
cet  a\iome,  d'une  évidence  intuitive,  par  une  démonstra- 
tion fondée  sur  des  définitions  dillicih's  à   saisir  et    sur- 
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des  coiisicléialions  un  peu  vagues  d  iutiais  de  dijï'érenls 
ordres,  n'est-ce  pas  faii'e  naiire  dan»  l'esprit  du  lecteur 
plus  de  doutes  qu'on  ne  lui  en  ôte?  Telle  a  toujours  été 
l'opinion  soutenue  dans  les  Nouvelles  Annales  par  le 
savant  rédacteur  qu'elles  viennent  de  perdre;  telle  est 
encore  l'opinion  des  géomètres  qui  font  le  plus  autorité 
en  ces  matières  (*).  Nous  faisons  des  vœux  pour  que 
M.  Baitzcr,  dans  la  prochaine  édition  de  son  livre,  mette 
sa  théorie  à  l'abri  des  objections  auxquelles  elle  reste 
toujours  sujette,  malgré  tout  le  talent  qu'il  a  mis  à  la 
perfectionner. 

M.  Baltzer  établit,  dans  la  notation  des  segments  de 
lignes  et  des  aires  de  triangles,  la  convention  des  signes 
dont  la  première  idée  est  due  à  son  illustre  maître, 
M.  Mœbius.  D'après  cette  convention,  on  a,  pour  toute 
position  du  point  A  sur  la  droite  BC  ou  dans  le  plan  BCD, 
les  relations 

RC  =  BA  +  AC, 
BCD  =  BCA  4-  CDA  H-  DBA. 

On  sait  combien  cette  règle  des  signes  est  utile  dans  les 
démonstiations  de  la  Géométrie  supérieure.  Elle  sert  aussi 
à  formuler  plus  simplemeut  un  grand  nombre  de  propo- 
sitions de  la  Géométrie  élémentaire. 

§  2.  Des  angles  des  figures  icctilignes.  —  Théorie 
des  parallèles,  somme  des  angles  d'un  polygone,  etc. 

§  3.  Des  côtés  ries  triangles.  —  Relations  entre  les 
côtés  et  les  angles  opposés.  Positions  relatives  de  deux 
cercles.  Tangentes. 

§  4.  Des  figures  inscrilas  ou  circonscrites  au  cercle. 
—  Ce  chapitre  contient  un  grand  nombre  de  propositions 
intéressantes  et  très-simplement  démontrées. 

^*}    rcvi*  Uuluune!,  Traitv  dr  Calcul  infinUésimal,  t    l''"ji.  lO 


§  5.  Egalité  des  liùingles. —  .M.  lîali/.ci,  à  rtxcnij)!! 
d'Euclide,  appelle  égales  et  sotnhlahlcs  lis  flaires  .v///;e/- 
posables  ou  jouissant  de  Vcgalùc  proprement  dite,  et 
égales  celles  que  nous  appelons  ordinairement  équù'n- 
lentes.  Nous  conserverons,  dans  ce  cpii  va  suivre,  les  dé- 
nominations cVégnlùé  et  à'cquwnlence,  avec  le  sens 
qu'on  leur  attache  dans  les  traités  français  modernes. 

§  6.   Des  flà'erses  espèces  de  quadrilaières. 

§  7.  Égalités  des  figures.  —  L'auteur,  par  analogie 
avec  ce  qu'il  fera  plus  tard  en  traitant  de  la  siniiliiudi;, 
introduit  la  considération  du  point  que  Ton  pourrai» 
appeler  centre  d'cg(dité,  lotjuel  est  un  point  connnun 
à  deux  fii^ures  égales.  11  distingue  l'égalité  de  même  sens 
de  l'égalité  de  sens  contraire  (symétfie),  qui,  dansle  cas 
des  figures  planes,  se  ramètie  à  la  première  par  le  retour- 
nement du  plan.  Propriétés  des  polygones  réguliei s. 

§  8.  udngle  coupé  par  un  système  de  parallèles.  — 
Théorie  des  lignes  propcutionnellcs.  Division  harnutiii- 
que,  etc. 

§  0,  EquiK'alence  des  parallélogrammes  et  des  trian- 
gles. —  Carré  de  l'hypoténuse.  Tliéorèmes  de  Pappus, 
dcVarignon,  etc.  Aire  dun  polvgotie. 

^  10.  Mesure  des  aires.  —  Quadratme  des  aires 
planes  en  général. 

§    11.   Sindlitude  des  triangles. 

§  12.  SimilUude  des  figures.  —  Deux  ligures  sont 
semblables  lorsque  tous  leurs  points  sont  déterminés, 
par  rapport  à  deux  bases  données,  par  deux  systèmes  de 
triangles  semblables  chacun  à  chacun.  Eléments  homo- 
logues à  eux-mêmes  (centres  de  similitude).  Similitude 
de  deux  cercles. 

^  13.  Cyclométrie.  —  Détermination  approchée  du 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Notions  sur  la 
courbure. 
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§  1  i.  Produits  et  carrés  de  lignes  droites.  —  Puissance 
d'un  point  par  rapport  à  un  cercle.  Lignes  d'égale  puis- 
sance (axes  radicaux).  Pôles  et  polaires.  Faisceaux  de 
cercles.  Théorème  de  Ptolémée,  etc. 

§  15.  Périmètres  et  aires  des  figures. —  Maximum  de 
Taire  des  figures  isopérimèlres. 

II. 

Géométrie  dans  l'espace  (129  pages). 

§  l .  Intersection  des  plans  et  des  droites.  — Droites  et 
plans  parallèles.  Surfaces  réglées,  etc. 

§  2.  Angles  et  distance  des  plans  et  des  droites.  — 
Projections, etc. 

§  3.  Cône^  cylindre  et  sphère.  —  Leurs  sections  cir- 
culaires, etc. 

§  4.  Géométiie  de  la  sphère.  —  L'auteur  fait  ressor- 
tir avec  soin,  dans  ce  chapitre,  le  principe  de  dualité 
(triangles polaires,  etc.)  et  les  analogies  et  les  différences 
entre  les  propriétés  des  figures  sphériques  et  celles  des 
figures  planes. 

§  5.  Angles  solides^  prismes .,  Jigures  perspectives. 
—  Collinéation  (homographie).  Projection  sléréogra- 
phique,  etc. 

§  6.  Tétraèdre  et  parallélépipède  {*).  —  Egalité  et 
similitude  des  figures  dans  l'espace. 

§  T.  Des  poljèdres.  —  Théorème  d'Euler  (ou  plu- 
tôt de  Descaries)  sur  le  nombre  des  sommets,  des  faces 
et  des  arêtes  d'un  polyèdre.  Polyèdres  réguliers,  serai - 
réguliers,  étoiles,  etc. 

§  8.  Cuhature  des  prismes  et  des  pjranndes .  —  Théo- 
rèmes de  Monge,  de  Moebius,  de  Steiner. 

(*)   El  llun  /)iuaUr!if>i/JC'Jc. 
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^  9,  Cubalure  de  la  s  pliera  ci  d  uulrcs  solides.  — 
Théorème  :  Si  une  surface  ri'glée  quelconque  est  coupée 
par  deux  plans  parallèles  suivant  deux  courbes  Icrmées, 
le  volume  du  segment  compris  entre  ces  plans  est  égal  à 
la  moyenne  ariilimélique  entre  les  cylindres  de  même 
hauteur  qui  ont  pour  bases  les  sections  parallèles,  di- 
minuée de  la  moitié  du  cône  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  celles  de  la  surface  réglée,  et  qui  a  son  som- 
met sur  Tun  des  plans,  sa  base  sur  l'autre.  On  en  déduit 
simplement  le  volume  du  tronc  de  pyramide,  etc. 

§   10.   Aires  du  cylindre,  du  cône  et  de  la  sphère. 

^11.  Centres  de  gravité  des  figures.  —  Cette  théo- 
rie, dont  l'auteur  fait  connailre  de  nombreuses  applica- 
tions à  la  géométrie,  est  établie  d'une  manière  purement 
géométrique,  sans  rien  emprunter  aux  principes  de  la 
statique. 

m. 

Trigononiêlrie  (ii4  pages). 

Cette  partie  de  l'ouvrage  ibriiie  un  traité  irès-dévuloppé, 
où  l'auteur  sest  toujours  préoccupé  de  donner  à  ses  ré- 
sultats la  plus  grande  généralité  possible.  Les  nombreux 
exemples  numériques  qu'on  y  rencontre  sont  calcidés  à 
l'aide  de  tables  logarithmiques  à  quatre  décimales. 

§  1.   Du  sinus.  — Applications  aux  triangles,  etc. 

^  2.    Du  cosinus.  —  Applications  aux  triangles,  etc. 

§  3.  De  la  tangente  et  de  la  cotnngente.  —  For- 
mules pour  la  résolution  des  triangles.  Problème  de; 
Pothenot,  etc. 

§  4-.  Goniométrie.  —  Ce  chapitre  contient  les  pro- 
priétés des  fonctions  circulaires  démontrées  par  les  pro- 
cédés généraux  de  la  nouvelle  Géométrie,  ainsi  que  les 
formules  les  plus  importantes  relatives  aux  triangles,  aux 
quadrilatères,  etc. 

Avi.  iL-  fAalhtmct  ,  2«  M-ne,  l.  II.  (M.ii-^  i8o;.  )  9 
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§  5.  Tngonoî7iélne  sphérique.  —  Les  formules  de  la 
trigonométrie  sphérique  sont  étendues,  d'après  M.  Mœ- 
bius,  au  cas  des  triangles  dont  les  côtés  surpassent  un 
demi-cercle.  —  Théorèmes  de  Lexell,  de  Legendre,  etc. 

§  6.  Polygonométrie  et  Poljédrométrie .  —  Ce  cha- 
pitre renferme  le  développement  d'importantes  proposi- 
tions, dont  la  plupart  ont  été  indiquées  dans  les  dernières 
sections  de  la  Théorie  des  Déterminants.  — Au  moyen 
d'un  principe  fondamental ,  déjà  établi  au  n°  3  du  §  i8  de 
ce  dernier  ouvrage,  on  déduit,  de  chaque  relation  poly- 
gonoraétrique ,  un  relation  polyédrométrique  correspon- 
dante. 

§  7.  Des  Propriétés  projecti^'es.  — On  trouve  dans  ce 
chapitre  une  excellente  introduction  à  l'étude  des  travaux 
des  inventeurs  de  la  Géométrie  nouvelle,  de  MM.  Pon- 
celet,  Moebius,  Chasles,  Steiner,  etc. 

D'après  cette  analyse,  bien  incomplète,  on  voit  quelle 
richesse  de  matériaux  renferme  ce  remarquable  traité. 

Un  des  plus  éminents  services  que  M.  Baltzer  ait 
rendus  par  cette  publication,  c'est  d'avoir  cité,  pour 
chaque  proposition,  les  noms  des  auteurs  auxquels  elle 
est  due.  Ces  indications  historiques  sont  faites  avec  la 
consciencieuse  érudition  qui  rend  si  précieuses  les  notes 
placées  au  bas  des  pages  de  la  Théorie  des  Détenninants. 

Dans  sa  préface,  M.  Baltzer  va  au-devant  d'une  objec- 
tion que  Ton  avait  déjà  faite  à  la  première  partie  de  son 
cours ,  lorsqu'elle  a  paru  il  y  deux  ans.  Un  livre  où 
les  matières  sont  aussi  serrées  et  traitées  de  si  haut  ne 
serait  guère  accessible  à  un  commençant,  livié  à  lui- 
même  et  doué  seulement  d'une  intelligence  ordinaire. 
Mais  l'intention  de  l'auteur  n'a  pas  été  de  composer 
un  traité  pour  les  lecteurs  privés  du  secours  d'un  maî- 
tre, ou,  comme  on  dit  en  Allemagne,  fiïr  den  Selbstun- 
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lenic/it.  Il  11  a  pas  voulu  non  plus  lédigci  une  suiU;  de 
leçons  que  le  maître  n'aurait  plus  qu'à  (lévelo[)per  dans 
l'ordre  où  elles  se  succèdent.  Son  but,  en  composant  un 
traité  où  tout  le  monde  trouvera  à  s'instruire,  a  été  de 
classer  méthodiquement  les  matières  ([ui  pourront  faire 
le  sujet  de  l'enseignement,  et  que  le  professeur  devra 
présenter  dans  l'ordre  qui  lui  semblera  le  plus  convenable 
et  le  mieux  approprié  aux  besoins  de  ses  élèves^  et  à 
ceux-ci  il  offre  en  même  temps  un  résumé  substantiel  et 
précis  des  leçons  quils  auront  suivies. 

Nous  pensons  que  l'auteur  a  complètement  réussi  dans 
cette  utile  entreprise,  et  nous  ne  doutons  pas  que  son 
livre  ne  soit  accueilli  avec  empressement  par  tous  les  lec- 
teurs familiers  avec  la  langue  allemande.  Il  serait  bjen  à 
désirer  que  la  publication  d'une  édition  française  aidât 
bientôt  cet  ouvrage  à  se  répandre  dans  notre  pays,  où 
l  on  trouve  si  peu  de  traités  élémentaires  qui  soient  en 
rapport  avec  les  progrès  de  la  Géométrie,  progrès  aux- 
quels les  savants  français  ont  tant  contribué  ! 

Nous  pourrions  citer  encore  un  grand  nombre  d'excel- 
lents ouvrages,  publiés  récemment  à  l'étranger,  et  qui  , 
faute  d'une  traduction,  resteront  inconnus  en  France. 
.Tadis  les  savants  de  l'Europe  entière  se  servaient  tous  de 
la  même  langue,  et  les  productions  scientifiques  circu- 
laient dans  tous  les  pays  où  chacun  comprenait  et  écrivait 
le  latin.  Aujourd'hui  chacun  écrit  dans  sa  langue  mater- 
nelle, et  nous  sommes  loin  de  considérer  comme  un  pro- 
grès cette  tendance  ultra-nationale ,  dont  les  ell'ets  sont  si 
peu  en  harmonie  avec  l'élan  général  qui  porte  les  peuples 
modernes  à  lier  entre  eux  un  commerce  plus  intime.  Pour 
se  tenir  au  courant  des  travaux  qui  se  font  hors  de  son 
pays,  l'homme  de  science  doit  consacrer  beaucoup  de 
temps  à  s'initier  aux  langues  des  nations  savantes,  et ,  a 
mesure  que  le  mou\emcnt  scientiiicjue  pénètre  chez  un 
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nouveau  peuple,  c'est  un  nouvel  idiome  à  étudier.  Au- 
trement, on  est  obligé,  pour  imprimer  des  traductions 
d  un  livide  dans  les  diverses  langues,  de  faire  trois  ou 
quatre  fois  les  mêmes  frais  qu'a  coûté  la  publication  pri- 
mitive. De  là  résulte  que  peu  d'ouvrages  sont  traduits  , 
et  parmi  ceux  qui  ne  le  sont  pas,  très-peu  sont  connus  à 
l'étranger.  Si  Leibniz  et  les  Rernoulli  avaient  écrit  en 
allemand,  qui  sait  combien  de  temps  rinveniion  du  cal- 
cul infinitésimal  eût  mis  à  parvenir  en  France! 

jNous  ne  demanderious  pas,  toutefois,  que  tous  les 
livres  de  science,  sans  distinction  ,  fussent  rédigés  en 
latin.  Mais  si,  d'un  côté,  il  nous  semble  avantageux  que 
les  traités  élémentaires,  destinés  à  populariser  les  décou- 
vertes, soient  écrits  en  langue  vulgaire,  afin  de  ne  pas 
ajouter  la  difficulté  de  la  traduction  à  celle  du  sujet: 
d'autre  part,  il  serait  bien  à  souhaiter  que  les  savants, 
dont  les  publications  doivent  recruter  leurs  lecteurs  dans 
tous  les  pays,  se  décidassent  à  revenir  à  la  langue  de 
Newton,  d  Euler  et  de  Gauss,  dont  l'emploi  a  si  puissam- 
ment contribué  à  répandre  le  nom  de  ces  grands  hommes 
hors  de  leur  patrie. 

HOLEL, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Science* 
fie  Bordeaux. 


ANALOGIES  DU  TRIANGLE  ET  Dli  TÉTRAÈDRE. 
CERCLE  DES  NEIF  POINTS,  SPHÈRE  DES  DOIZE  POINTS, 


Triangle. 

4.  Soient  ABC  un  triangle,  a,  (î,  y  les  milieux  des 
côtés  BC,  AC,  AB,  O  le  centre  du  cercle  circonscrit. 
Menons  Oa,  0/3,  Oy  et  prolongeons  ces  droites  jusqu'en 
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A',  B',  (y  de.  icllc  SOI  le  ({ue 

OA'  =20  a,      OB'  —  ■?.  O  p,      OC  =  20'/. 

Les  deux  triangles  A'  B'  C  et  ABC  auront  leurs  côtés  pa- 
rallèles et  seront  égaux,  mais  inversement  situés, 

2.  Si  l'on  fait  sur  le  triangle  A'B'  C  la  même  opéra- 
tion que  sur  le  triangle  ABC,  on  retrouvera  ce  dernier 
triangle.  11  y  a  donc  entre  ces  deux  triangles  une  sorte  de 
réciprocité  :  nous  dirons  qu'ils  sont  conjugues. 

3.  Les  mêmes  lettres  désignant  les  points  homologues 
<les  deux  triangles  conjugués,  O  est  le  point  de  concours 
des  hauteurs  de  A'B'C  et  O'  le  point  de  concours  des 
hauteurs  dé  ABC.  • 

4.  Les  triangles  ABC,  A'B'C,  ajSy  sont  semblables 
deux  à  deux  et  ont  respectivement  pour  centres  de  simi- 
litude : 

ABC,  A'  B'  C,  le  milieu  M  de  OO'; 

ABC,  «l'Sy,  le  centre  de  gravité  G  de  ABC  ; 

A'B'C,  a(3y,  le  point  O  centre  du  cercle  circonscrit 
à  ABC. 

D'après  un  théorème  connu,  les  points  O,  G,  ÎVI  sont 
en  ligne  droite  j  mais  O,  M,  O'  sont  aussi  en  ligne  droite; 
donc  O,  G,  O'  sont  en  ligne  droite.  Par  consctjuent  : 

Le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  le  centre 
de  gravité  et  le  point  de  concours  des  hauteurs  sont  trois 
points  en  ligne  droite. 

5.  Le  point  O',  considéré  comme  appartenant  au  trian- 
gle ABC,  a  pour  homologue  le  point  O  dans  le  triangle 
ajjy,  car  O'  et  O  sont  les  points  de  concours  des  hauteurs 
dans  ces  deux  triangles.  Donc,  puis(|ue  G  est  le  centre 
de  similitude  et  que  le   rapport  de  similitude  est  2,  ou 

aura 

OG  =  20G. 
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0.   Le  point  M,  milieu  de  OO',  esl  le  ceutre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  a|3y.  En  effet,  de 


OM  =  -  OO',     OG  =  ^  00', 
2  à 


OU  con 


dut 


OG  =  I  OM  =  I  (OG  H- GM), 

d'où 

0G  =  2GM. 

Donc  le  point  M  est,  dans  le  triangle  a|3j/,  l'homologue 
du  point  O  dans  le  triangle  ABC.  Mais  O  est  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  Donc,  etc. 

7.  Le  point  M  est  aussi  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  a'|3'y'  égal  au  triangle  aj3y.  Il  en  résulte  que 
les  six  points  a,  jS,  y,  a',  |5',  y'  sont  sur  un  même  cercle. 

8,  Les  points  x  et  a'  étant  homologues  dans  les  deux 
triangles  ABC  et  A'B'C,  la  droite  aa'  passe  par  le  point 
M  qui  est  son  milieu.  Mais  si  Ap  est  la  perpendiculaire 
abaissée  de  A  sur  le  coté  BC,  le  triangle  a' pcx.  étant  rec- 
tangle en  p,  on  aura 

M/?  =  Ma  =  Ma', 

et  le  point  p  sera  encore  sur  la  circonférence  du  numéro 
précédent.  De  là  résulte  que  : 

1°  Les  milieux  a,  |3,  y  des  côtés  d^un  triangle ^  i°  les 
milieux  ol\  (3',  y'  des  portions  des  hauteurs  comprises 
entre  les  sommets  et  le  point  de  concours  des  hauteurs^ 
3°  les  pieds  p^  q^  r  des  hauteurs,  sont  neuf  points  situés 
sur  une  même  circonférence. 

Le  centre  de  cette  circonférence  est  au  milieu  de  la 
droite  qui  joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  point 
de  concours  des  hauteurs. 
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Le  rayon  de  celte  circonférence  est  la  molliè  du  rajon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  proposé. 

Colle  dernière  partie  rcsulle  de  ce  que  le  rapport  de 
similitude  des  triangles  ABC  et  oc^y  est  2. 

Tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent. 

I  (*).  Soient  ABCD  un  tétraèdre,  a,(^,y^o  les  centres  de 
gravité  de  ses  faces.  Si  les  quatre  hauteurs  se  rencontrent 
en  un  même  point,  on  peut  démontrer  que  les  perpendi- 
culaires élevées  aux  faces  par  les  points  a,  (3,  y,  0  se  ren- 
contrent en  un  certain  point.  Soit  O  ce  point. 

Cela  posé,  menons  0«  et  prenons  sur  la  même  direc- 
tion OA'  =  30a,  et  opérons  de  la  même  manière  relati- 
vement aux  autres  faces  :  nous  obtiendrons  les  sommets 
d'un  tétraèdre  A'  B'C'D'  égal  au  proposé,  mais  inver- 
sement situé.  Les  faces  homologues  ABC,  A'B'C,  etc. 
sont  parallèles. 

II  (**).  Si  Ion  fait  sur  le  tétraèdre  A'  B'  C  D' la  même 
opération  que  sur  ABCD,  on  retrouvera  ce  dernier  té- 
traèdre. Il  y  a  donc  entre  ces  deux  tétraèdres  une  certaine 
réciprocité  qui  nous  engage  à  leur  donner  le  nom  de  té- 
traèdres  conjugues. 

III.  Les  mêmes  lettres  désignant  les  points  homolo- 
gues, le  point  O,  point  de  concours  des  normales  me- 
nées aux  faces  de  ABC  par  les  centres  'de  gravité  de  ces 
faces,  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  tétraèdre 
A' B'C'D',  et  réciproquement  le  point  O',  où  se  rencon- 
trent les  normales  élevées  en  a',  |3',  7',  0'  aux  faces  du 
dernier  tétraèdre,  est  le  point  de  concours  des  hauteurs 
du  premier. 


(")  A  démonlror. 
('")  A  démontrer. 
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IV.  Les  tétraèdres  ABCD,  A'  B'  C  D',  «j'3yo  sont  sera- 
blaLIes  el  leurs  centres  de  similitude  sont  respectivc- 
jïîent  : 

Pour  ABCD  et  A'  B'  C  D',  le  milieu  M  de  OO'; 

Pour  ABCD  et  «i^yo,  le  centre  de  gravité  G  de  ABCD  : 

Pour  A'  B'  C  D'  et  a^Syo ,  le  point  O. 

D'après  un  théorème  connu,  les  points  M,  G  et  O  sont 
en  ligne  droite-,  mais  O,  jNl  et  O'  sont  aussi  en  ligne 
droite;  donc  il  en  sera  de  même  pour  Iqs  points  O,  G  et 
O'.  Ainsi  : 

Dans  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent, 
le  point  de  concours  des  normales  menées  aux  faces  par 
leurs  centres  de  gravité,  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre 
et  le  point  de  concours  des  hauteurs  sont  trois  points  en 
ligne  droite. 

V.  Le  point  O',  considéré  comme  appartenant  au  té- 
traèdre ABCD,  a  pour  homologue  le  point  O  dans  le  té- 
traèdre a[jyd,  car  O  et  O'  sont,  dans  ces  deux  tétraèdres, 
l^s  points  de  concours  des  hauteurs.  Donc,  puisque  G  est 
le  centre  de  similitude  des  tétraèdres  ABCD  et  a[tyo  dont 
le  rapport  de  similitude  est  3,  on  aura 

0'G  =  30G. 

IV  his  (autre  analogue  du  n"  4).  Soient  p,  ç,  r,  s  le^ 
projections  des  sommets  du  tétraèdre  ABCD  sur  les  faces 
opposées,  points  qui  sont  aussi  les  projections  du  point 
O'  sur  ces  faces.  Nommons  K  le  centre  de  la  sphère  cir- 
conscrite et  w  la  projection  de  K  sur  la  face  BCD  ou  le 
centre  de  la  circonférence  circonscrite  à  BCD.  Ou  sait 
que  dans  le  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent,  la 
projection  d'un  sommet  sur  la  face  opposée  est  le  point  de 
concours  des  hauteurs  de  cette  face.  Donc  les  points  p,  a. 
et  w  sout  en  ligue  droite  (n"  4).  Pai  conséquent  les  points 


O',  G,  K  oui  leurs  projections  en  ligne  droite  sur  une 
face  quelconque  du  tétraèdre.  Donc  ces  trois  points  sont 
en  ligne  droite.  Ainsi  : 

Dans  un  Ictraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent, 
le  point  de  concours  des  hauteurs  (O'),  le  centre  de  gra- 
vité du  tétraèdre  (G)  et  le  centre  de  la  sphère  inscrite 
(K),  sont  trois  points  en  ligne  droite. 

VI.  Le  point  M,  milieu  de  OO',  est  le  centre  de  la 


'jû  a. 


sphère  circonscrite  au  tétraèdre  ai^yo.  En  cM'el,  puisque 

py. 


on  aura 


wa  =  - —    I  n"  'I-  ', 
2      ^ 


OO' 
KO  = =  OM, 


et  puisque  G  est  le  milieu  de  OM,  on  aur.i 

KG  =  3GM. 

Donc  le  point  M  est  dans  le  tétraèdre  af:jyo  riionioloi^uc 
du  point  K  dans  le  tétraèdre  proposé,  et  par  suite  M  est 
le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  af^yâ. 

MI.  Le  point  M  est  aussi  le  cciilrc  de  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre  a' [:>' y' o'  qui  est  égal  au  létraèdrc 
a^yo.  Il  eu  résulte  que  les  huit  points  x.  ,3,  y.  o,  a'.  /S'. 
■/  ,  o'  sont  sui-  une  même  sphère. 

^IIL    Les   [loinls  a  el   y.'   élanl   homologues  dans    Irv 


(,38) 
deux  léUaèdres  conjugués  ABCD,  A'B'C'D',  la  droite  aa' 
passe  par  le  point  M,  et  comme  le   triangle  a'  pa  est 
rectangle  en  /?,  on  aura 

M/j  =  Ma  =  Ma'. 

Donc  le  point  p  est  sur  la  sphère  du  numéro  précédent. 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Dans  un  tétraèdre  ABCD  dont  les  hauteurs  se  ren- 
contrent : 

1°  Les  centres  de  gravité  a,  (3,  y,  d  des  faces  ;  2°  les 
points  a',  (5',  y\  ^'  placés  aux  deux  tiers  des  droites  qui 
vont  de  chaque  sommet  au  point  de  concours  des  hau- 
teurs; 3"^  les  pieds  /?,  ^,  r,  s  des  quatre  hauteurs,  sont 
douze  points  situés  sur  la  même  sphère. 

Le  centre  de  cette  sphère  est  au  milieu  de  la  droite  qui 
joint  le  point  de  concours  des  hauteurs  au  point  de  con- 
cours des  normales  menées  à  chaque  face  par  son  centre 
de  gravité. 

Enfin  le  rayon  de  cette  sphère  est  le  tiers  du  rayon 
de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  proposé.       P. 


SIR  mi  QLESTION  RELATIVE  A  LA  GÉOMÉTRIE 
DE  L'ESPACE  5 

Par  m.   Abel  TRANSON. 


L'article  de  M.  Baehr,  ci-dessus,  p.  35,  m'engage  à 
revenir  sur  la  question  proposée  au  concours  d'agréga- 
tion de  l'année  i849' 

11  s'agissait  de  trouver  la  condition  pour  que  des  droi- 
tes, issues  des  différents  points  d'une  surface  donnée  S, 
avec  des  cosinus  de  direction  exprimés  par  les  fonctions 
X,  Y,  Z.  soient  normales  à  ime  même  surface. 


(  «39  ) 

La  condition  indiquée  par  M.  Dieu  (rappelée  ci-des- 
sus, p.  47)  ïïïc  paraît  manquer  de  généralité.  En  effet,  elle 
exige  que  la  fonction  différentielle  X  clx  •+-  Y dy  -\-  TjcIz 
satisfasse  à  la  condition  connue  d'intégrabiliié.  Or,  en 
étudiant  les  propriétés  d'un  ensemble  de  droites  menées 
de  tous  les  points  de  V espace  suii^ant  une  loi  continue, 
j'ai  montré  ailleurs  {*)  qu'il  existe  une  infinité  de  sur- 
faces satisfaisant  à  la  condition  du  concours  de  ï84y, 
c'est-à-dire  au  moyen  des(juellcs  les  droites  en  question 
se  groupent  en  systèmes  normaux  à  des  surfaces  déter- 
minées; et  cela  sans  que  les  fonctions  X,  Y,  Z  soient 
assujetties  à  aucune  condition,  notamment  sans  que  la 
condition  d'intégrabilité  doive  être  satisfaite. 

D'ailleurs  je  nVeiiq^resse  d'ajouter  c[ue  M.  Dieu  lui- 
même  a  donné  dans  son  travail  [Nouvelles  Annales, 
t.  XI,  p.  66-70)  la  vraie  condition  des  surfaces  S  sous  la 

forme  (i) 

D,.(X-h/^Z)  =  Dx(Y-+-7Z), 

qui,  développée,  devient  l'équation  linéaire  aux  diiréren- 
tielles  partielles 

clY        dZ\  (dZ        dX\  r/X        dY 


dz         dy)  ''  "*"  \dx         dz  j  '*'        tlj         dx  ' 

•  • 

de  sorte  que  si  F  =  o  est  l'cvjuation  de  l'une  des  surfaces 
demandées,  la  fonction  F  doit  satisfaire  à  la  condition 

r/Y        (IZ\  r/F    .     fdF        dY\  dV 


f/z         dy  J  dx         \d.r.         dz  )  dy 

(dX  __dY\  dF_  _ 
y  dy  dx  I   dz 

Telle  est  l'unique  condition  dos  surfaces  S  dont  l'cxis- 

(*)  Journal  de  l  École  Poljtcchni'iur,  \\X\  III'  cnliici 


(  i4o  ) 

tence  eu  nombre  illimité  se  trouve  ainsi  démontrée.  Mais 
M.  Dieu  ne  s'arrête  pas  à  développer  la  condition  (1)5  il 
la  suppose  à  tort  relative  exclusivement  à  quelque  forme 
particulière  de  l'équation  des  surfaces  S.  Cependant  la 
condition  à  laquelle  il  s'arrête  finalement  ne  demeure 
vraie  que  sous  la  réserve  d'être  énoncée  comme  il  suit  : 

Si  le  trinôme  %cîx  -\-Ydj  -\-7jdz  satisfait  à  la  con- 
dition d'intégt'abilite,  il  faut  que  le  facteur  propre  à  le 
rendre  intégrable  soit,  en  vertu  de  V équation  de  la  sur- 
face donnée,  une  fonction  de  Vintégrale. 

C'est  alors  un  théorème  dont  la  démonstration  repose 
sur  une  propriété  remarquable  du  facteur  d'intégrabilité 
de  la  fonction  différentielle  ILdx  4-  Y dy  -\-  Tjdz^  savoir 
([ue  [).  étant  ce  facteur,  U  étant  l'intégrale  et  F  une  fonc- 
tion satisfaisant  à  la  condition  (2) 

dY       liZXrTF        /dZ  _dX\dF 

777  ~'d^)  TÛ'^  \7û~'d^)  71^ 

(dlL  _dY\  r/F_ 
\dy         dx  I  dz 

a  est  nécessairement  une  fonction  de  U  et  de  F. 

Imaginons  en  effet  qu'on  aii  porté  dans  f/  les  valeurs 
de  X  et  y  tirées  des  équations 

\]  =  0  {x,  jr^  z),       F  =  -l>  {x,  jr,z), 

il  est  aisé  de  voir  que  p  ne  contiendra  plus  2,  c'esi-à-dire 
que  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  z  sans  faire  varier  U 
ni  F  sera  nulle. 

Cette  dérivée  ainsi  définie  est 

r/p.  \         d'j.   dx        d^   dy        d^i 
7hl~dld^~^    dV  ~(h  '^^'  'd^  ' 


(  '4i  ) 

dans  laquelle  —  el  ~  seront  tirées  des  deux  équalions 

(Wdx  (tV  dy  flV  _ 

r/x  dz  dy   dz  dz 

d¥  dx  dY  dy  d¥  _ 

dx  dz  dy   dz  dz 

Or,  on  pourra  remplacer  dans  la  première  les  quantités 

d\}       d\}       d\}  .     ,  .  „  V      V      V 

-j-i  -7-->  -77  P''*''  ^^^  quantités  proportionnelles  A,  Y ,  Zi, 
et  alors,  si  l'on  a  égard  à  la  condition  d'intégrabilité 

/^_W;Z\  /r^__r^\  /^_r/Y\ 

V  dz  dy  ]         "^  \dx  dz)        '^  \d^         ~di) 


Z  =  o, 

aussi  Lien  qu'à  l'équalion  ri -dessus  (2)  qui  assujettit  F, 

dx        dy 

TH  '''  dz 


on  reconnaîtra  aisément  que  les  valeurs  de  —  el  •—  sont 


respectivement  égales  à 

rfY  _  r^  dZ  dX 

dz  dy  dx  dy 

dX      Tïy'  TÏX  TÏY' 

dy         dx  dy  dx 

lesquelles  étant  reportées  dans  la  valeur  de  (  -7-  )  don- 
nent un  résnltat  qui  est  identiquement  nul  d'après  les 
conditions  auxqi»elles  doit  satisfaire  le  facteur  d  intégra- 
bilité. 

Revenons  maintenant  à  la  surface  requise  par  le  con- 
cours de  1849.  ^'^  ^'^^^  ^{"^  ^^  Féqualion  de  celte  sur- 
face rend  le  facteur  d'intégrabililé  une  fonction  de  l'in- 
tégrale lorsque  le  facteur  d'iutégrabilité  cl  par  suite 
l'intégrale  existent  ;  c'est  que  dans  tous  les  cas,  c'est-à-dire 
que  le  facteur  existe,  ou  non.  la  surface  demandée  est  de 
celles  qui  satisfont  à  l'équation  (2). 


(  M'i  ) 

Théorème  à  déuwntrer. 

Lorsque  plusieurs  forces  situées  dans  un  même  plan 
tournent  ensemble  d'un  même  angle  autour  de  leurs 
points  d'application  respectifs,  on  sait  que  la  résultante 
tourne  du  même  angle  autour  d'un  point  fixe  qu'on  ap- 
pelle centre  des  forces.  C'est  une  généralisation  de  la 
propriété  du  ceîitre  des  forces  parallèles. 

Supposons  maintenant  qu'une  première  force  P  tourne 
dans  le  plan  commun  en  demeurant  tangente  à  un  cercle 
fixe  de  rayon  /•;  qu'une  seconde  force  P'  tourne  du  même 
angle  en  demeurant  tangente  à  un  autre  cercle  r',  et 
ainsi  des  autres.  La  résultante  de  ces  forces  tournera 
aussi  d'un  même  angle  autour  d'un  cercle  facile  à  déter- 
miner. 

1°  Le  cercle  directeur  de  la  résultante  aura  pour 
centre  le  point  qui  serait  le  centre  des  forces  P  si  les 
rayons  de  leurs  cercles  respectifs  s'évanouissaient;  2°  il 
aura  le  même  rayon  que  si  tous  les  cercles  directeurs  des 
forces,  en  conservant  leurs  rayons,  devenaient  concen- 
triques. 

Ce  théorème  conduit  à  la  question  suivante  :  Soit  un 
ensemble  de  forces  situées  dans  un  même  plan  et  tour- 
nant simultanément  du  même  angle  en  demeurant  tan- 
gentes à  des  courbes  directrices;  leur  résultante  tournera 
du  même  angle  en  demeurant  tangente  à  une  certaine 
courbe  qu'on  appellera  la  directrice  résultante.  Et  si, 
dans  une  situation  particulière  du  système,  on  considère 
les  cercles  osculateurs  des  directrices  composantes,  au- 
ront-ils avec  le  cercle  osculateur  de  la  directrice  résul- 
tante les  mêmes  relations  de  position  et  de  grandeur 
qu'auraient  des  cercles  directeurs  composants  avec  un 
cercle  directeur  résultant? 


(   '43  ) 
En  ras  d'affirnialive,  il  serait  iniciessant  (l'illustrer  le 
théorème  par  quelque  exemple  où  la  directrice  résultante 
serait  déduite  des  directrices  composantes. 


MÉTHODE  POIR  TUOIJVER  l'ÉQllATiO\  DE  LA  DÉVELOPPÉE 
DE  L  ELLIPSE; 

Par  M.  L.  TAILLIER, 

Professeur    de  Mathématiques. 


Considérons  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  AOA'  de 
l'ellipse,  dont  le  centre  est  O.  Soient  M  un  point  de  ce 
cercle,  N  le  point  correspondant  de  l'ellipse;  x\  j'  les 
coordonnées  de  N,  et  (^  l'angle  MO  A.  On  a 

.r' :=  a  COSep      et     y  =:  b  smvf. 

L'équation  de  la  normale  au  point  [x\y')  est 

b''  x' y  —  «' j'  .r  -\-  c-  x' ^  '  =  o, 

ou,  en  remplaçant  x\  y'  par  leurs  valeurs, 

(i)  by  cos«p  —  ax  sinç  -t-  c'  sin^.cos'^  =  o. 

Pour  avoir  le  lieu  des  intersections  successives,  il  faut 
éliminer  (^  entre  l'équation  (i)  et  sa  dérivée.  En  di\isaul 
cette  équation  par  cosç,  elle  devient 

by  —  ax  tangcp  -\-  c'sinip  =  o, 
et  sa  dérivée  donne 


d'ov 


(IX. 

h  c-  ces  op  =  o  ; 

ces-  (p 


ou 


COS(j( 


=(^) 


(  M4  ) 

Eu  divisant  réquaiiou  (t)  par  sin©,  on  a 
by  cot  o  —  n.T  -\-  c-  cos'^  =  o, 
el  de  la  déi'ivée  on  tire 

|b^ 


Siibstituanl  à  sino  et  cos©  ces  valeurs  dans 

sin-o  -f-  cos-  o  =r  1 , 
il  vient 

Celte  méthode  ne  peut  être  employée  pour  l'hyperbole  -, 
mais  pour  avoir  l'équation  de  la  développée  de  celte 
courbe,  il  suffira  de  changer  h-  en  —  b^  dans  l'équa- 
tion (2)  ;  on  a  ainsi 

/by 


OIESTION. 


6i7.  Sur  toutes  les  tangentes  à  une  ellipse,  et  à  partir 
de  leurs  points  de  contact,  on  porte  une  longueur  con- 
stante :  on  demande  l'équation  du  lieu  des  extrémités  de 
ces  droites.  Examiner  la  forme  du  lieu  représenté  pai' 
cette  équation,  et  expliquer  les  circonstances  particu- 
lières que  Ton  rencontre  lorsque  la  longueur  constante 
se  réduit  à  zéro.  (Moutard.) 


i/,5 


SOLllTIONS  DES  OIESTIONS  008  ET  (»:>/ 

(  voir  2'  série,  t.  I",  p.  SO,  et  t.  II,  \i.  2'.), 

Par  m.   HARANG, 

Elève  en  mathématiques  spéciales  du  lycée  de  Douai 
(classe  de  M.  Painvin  ). 


Question  608. 

Énoncé.  —  Posons 

(i)      K  =  i{nc  —  /ihd-{-3c'){h/-.icr-h3d')—(nf—3br-\-2cciy, 

(2)  li=h'  —  ric, 

(3)  l  =  ae  —  /ibd-h  ^c-, 

(4  )      T  =  nrr  -\-  7.  hcrl  —  ntH  —  eh^  —  r'. 

Alors 

(5)  y  ('î^y  =  4Hr—  i2flI.T  — rr'K. 

(MiCHAF.L    ROBEUTS.) 

Prenons  la  dérivée  de  (i)  par  rapport  à  f  : 

-  ( )  z=  o-iae  —  4  ^^'^  "•-  ^''"^  '^  —  (^^ —  3/;r  H-  ?.cc/)  r/, 

ou 

-  (  — -  I  =  2  A I  —  n  {af  —  3hc  -h  "ifff). 
2  \  W7  / 

Élevons  au  carré  : 

4  \  4/ 1 

Il  faut  donc  démontrer  que 

^b'V  —  ^abl{af—  3br-hycft)  +  n'(n/—  3bc  -\-  -zcfi)' 

=  /[nV—izaU  -n'[/'^l[b/—/\ce-\-3d')]+a'{a/—3be+7.crf)\ 

A<w.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  II.  (Avril  i8fi;<.  )  i  <> 


(   '4^5  ) 
En  supprimant  le  terme  commun  o}  [cif — Zbe-k-icdy, 
cl  en  remplaçant  H  par  sa  valeur  h~  —  «c,  cette  égalité  se 
réduit  à 

—  ^abl  [qf—  3be  -+-  icd) 

ou 

b{a/-  3he  -^  2cd)=zcl-i-3J  ■+■  a  ,  bf  — /^ce  -h  3d^-). 
Substituant  à  I  sa  valeur  ae  —  4^^+3c%  il  vient 
b{nf—3be-h^.cd)  —  ace—^bc(i-h3c'-^-3^+n{h/—/\ce-^^d'), 

cFoù 

J  =  ace  +  2  bcd  —  ad^  —  eb'  —  c\ 

Ce  qui  est  vrai  d  après  l'équation  (4). 

Question  637. 

Énokcé.  —  Les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  A  BCD 
passent  chacune  par  un  point  Jixe;  les  trois  côtés  AB, 
AC,  CB  de  l'une  des  quatre  faces  sont  assujettis  à  rester 
chacun  sur  un  planjixe:  trouver  le  lieu  géométrique  du 
sommet,  D,  du  tétraèdre,  opposé  à  cette  face. 

Ce  lieu  est  eji  général  une  surface  du  troisième  degré., 
qui  se  réduit  à  un  cône  du  second  degré  quand  les 
quatre  points  fixes  sont  situés  sur  un  même  plan. 

{R.  Salmon.) 

Je  prendrai  pour  plans  de  coordonnées  les  trois  plans 
fixes.  Les  équations  des  côtés  AB,  AC,  CB.  situés  dans 
CCS  plans,  sont  alors, 

\  '="'  ] 

AB \-^_^y  (î 


{  «47  ) 


(         r  =  o, 

AC     \.r  z 

/  -  H I  =o 

\  ft         <■ 

IX  =  o, 
z         y 
-  +  y-  —  I  =  O 


Soient  (a,  o,  y),  (a,,  Oi,  7,),  (aj,  o,,  y,),  (a,,  S,,  y,), 
les  coordonnées  des  quatre  points  fixes.  Le  plan  CDA 
aura  pour  équation 


-H ï  ->r\y  =0. 

a        c 


Il  doit  passer  par  le  point  (a,,  6,,  y,),  donc 
^  -f-  ^li  -  I  4-  X6.  =  o, 


'^-. 


Ij'é({ualion  du  plan  CDA  est  donc 

(1)  -  (6,.r  —  a,  7)  -+--  (<5,S— 7,7)+  J  — g,  =  0. 

De  même,  l'équation  du  plan  BCD,  passant  par  la  dioite 
BC  et  par  le  point  («j,  Gj,  y,),  sera 

(2)  l{°''y  —  ^>iX)-\--  (a,  z  — 7,.r)  -1-  .r  —  a.  =  0; 

et  le  plan  BDA  aura  pour  équation 

(3)  -{'^^■^  —  «'.i)  -h  ril-^y  —  63  =  ) -f-  2  —  7j  =  o. 


(  MB  ) 
Les  quatre  points  A,  B,  C,  (a,  6,  y)  sont  dans  un  même 
>lan,  on  a  donc 


<■/  O  G  1 

O  /-<  f)  1 

o  O  f  I 

X  ê  y  I 


c'est-à-dire 

(4) 


Pour  avoir  réqualion  du  lieu  cherché,  il  suffit  d'éli- 
miner -1  ji  -entre  les  équations  (i),  (2),  (3),  (4)',  le 
lieu  aura  donc  pour  équation 

o  i^-iy  —  "2-^)      (ajZ —  72-^)      (•^ —  2«i) 

(?,.r-  — a,r)  O  (e,z  — 7,j)    (j  — e,) 

(7,^:—  a^z)      (73^—^33)  o  2  —  73 

j  a  5  7  —  I 

ce  qui  représente  une  surface  du  troisième  degré  (**). 


(*)  L'équation  (4)  s'obtient  immédiatement  en  observant  que  le  plan 
ABC  a  pour  équation 

X      y      z 

--h  7H 1=0, 

abc 

et  que  le  point  («,  y3,  y)  est  sur  ce  plan.       P. 

(*")  Il  reste  h  prouver  que  le  lieu  se  réduit  à  un  cône  du  second  degré 
quand  les  quatre  points  donnés  sont  situés  dans  un  même  plan.     P. 


I 


{  «49  ) 


S0LITI0I\  DE  LA  QUESTION  639  ^ 

Par  m.   Lkon  LHUILLIER, 
Klùvc  à  Naiicv. 


Eno«cé.  —  Trouver  sur  la  suijace  rV un  purubohnilc 
hyperbolique  le  lieu  gëoinélrique  (Vun  point  Içl,  que  les 
deux  génératrices  rectilignes  menées  par  ca  point 
fassent  un  angle  donné. 

Cas  particulier  où  V angle  donné  est  droit . 

Soient 


et 


les  équations  de  deux  génératrices  rectilignes  menées  pai 
un  point  de  la  surface. 

Si  l'on  représente  par  cp  l'angle  donné,  et  par  n,  b^ 
«',  b'  les  coefficients  angulaires  des  projections  de  ces 
génératrices,  la  condition  de  l'énoncé  se  traduit  par 
l'équation 

an'  +  hb'  -4-  i 


\p     \p' 

SP       \P'       '^ 

y_ ^  _ 

S,  a'  -hb^-h 

I  v'rt"  -h  6''  H-  1 

Or,  on  a 

2  A 

''  =  -\/^-- 

a   =■.  — _  1 

h 

\J' 

V  /' 

\/^ 

la  condition  ( 

levieiil  doni 

rns» 

P'  - 

y^  —  4  V 

\/^^ 


s'(4v-i-/'-f  r')[^\^'-^-r-^-r'' 


(  «5»  } 

ou 

Substituant  dans   celte  équation  à  /.  et  p  les  valeurs 

■^  H =^  et  — r: '—■)  il  vient 

V^       \p'       \P       \p' 

Cette  dernière  équation  simplitiée  en  vertu  de  la  relation 
—  z=.  X,  qui  est  satisfaite  pour  tous  les  points  du 


P 
lieu,  devient 

^  )  j^,6x^  +  H{p-^p')(^x-i-y^-^{p-^p'yjcos\ 

i  =,(^/^x  -\-  p  —//y. 

Les  points  cliercliés  sont  donc  à  l'intersection  du  para- 
bol  oïde  et  du  cylindre  byperbolique  représenté  par 
l'équation  précédente. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'angle  donné  ©  est  droit, 
l'équation  (i)  se  réduit  à  {^x  -h  p  — //)  =  o  ;  elle  repré- 
sente un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  paraboloïde,  et 
qui  coupe,  par  conséquent,  la  surface  suivant  une  hyper- 
bole. Si  p  =  p',  ce  plan  devient  le  plan  tangent  au  som- 
met 5  le  lieu  des  points  communs  à  ce  plan  et  au  parabo- 
loïde se  forme  des  deux  génératrices  rectiligncs  menées 
par  le  sommet  de  la  surface. 

Dans  tous  les  cas,  le  plan  4-^'  ~^  P  —  //  =  o  est  le  lieu 
géométrique  des  sommets  des  trièdres  tri  rectangles 
circonscrits  au  paraboloïde.  Il  suffît,  pour  s'en  assurei-, 
d'ajouter,  en  tenant  compte  des  relations  (jui  expriment 


i 


(  '^l  ) 

(jue  irois  plans  sont  rectangulaires,  les  cqualion8  des  trois 
plans  tangents  de  la  forme 

4-^  oos-K  -h  4  /  cosacosS  -f-  4  -  cosa  cos'/  ^=  j/  cos^-/  —  /j  cot>-o. 
On  trouve  aisément  ^x  =  jy'  —  p. 

SOLITION  DE  LA  QIESTION  640  ^ 

Par   m.    Marcellin   NOBLOÏ, 
Élève  du  lycée  de  Lyon. 


EwoKCÉ.  —  Par  un  point  (a,  ê)  du  plan  dune  ellipse 
a^y'^  -h  h^ x^  =  a'Z>-,  on  peut,  en  général,  mener  (piulrc 
droites  qui  coupent  cette  courbe  sous  un  angle  donné  ô 
différent  de  o  ^  trouver  V équation  du  sjstènie  de  ces 
quatre  droites. 

Soient  A  la  tangente  de  l'angle  d\  mie  coefficient  angu- 
laire d'une  droite  menée  par  le  point  (a,  6)  \  x^j  les  coor- 
données du  point  où  elle  coupe  l'ellipse  sous  l'angle  5  :  on 
aura 

I  —  ///  

(2)  Y—  6=///  (X  —  a), 

(3)  Y — 6=mix — y.), 

(4)  n')-  -^b''x-'=n^lr. 

Les  étpialions  (i)  et  (3)  donnent 

(i-[l  —  ifi)(fj  —  mu< 


[a'  —  b^)  ni  A  —  a  iir  —  /' 
Z;-  (  ///  A  -h  \){Ct  —  ///  a  ) 


(  (r  —  />')  /;/  A  —  //"///■  —  i' 
Kn   irniplarant    »,  i    pai   tes  expressions  dans  I  e(|n.«- 


(     l52    ) 

lion  (4),  il  vient 

(g  —  wai-  [«'(A  —  m)-  +  ^'(/«A  +  i)=J 


OU,  parce  que  ni 


X 


-4-E-!)'K- 


X 


/;= 


Y  — 
X  — 


A  +  l 


équation  du  quatrième  degré  homogène  par  rapport  à 
Y  —  o,    X  —  a,    qui    représente    le  système    de   quatre 
droites,    réelles    ou    imaginaires,   menées  par   le    point 
(a,  5),  et  coupant  l'ellipse  sous  l'angle  donné  o. 
Quand  A  =  o,  l'équation  (5)  se  réduit  à 

(SX  —  a  Y)'  =  o'{Y  —  S)-'  -h  ^>'(X  —  a)', 

elle  représente  alors  le  système  des  deux  tangentes  me- 
nées du  point  [x,  c)  à  l'ellipse. 

Note  du  Rédacteur.  —  La  même  question  a  été  ré- 
solue d'une  manière  semblable  par  M.  Gustave  Harang, 
élève  en  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai 
(classe  de  M.  Painvin). 


S0LlT10i\S  DES  QlEST10^S  (;r>8  ET  639; 

Par  m.    E.    HANS, 

Élève  du  lycce  Saint-Louis  (classe  de  Al.  Biiol  ). 


Question   638. 
Soient  M   un  point  du  lieu;  O  le  cenlic  de  1  liypcibr 


(  ii:i  ) 

loidc,  v.l  OM  ^^  a' .  Je  prends  pour  axe  des  x  la  droit»' 
OM,  pour  axes  des  >  et  des  z  les  axes  de  l'hyperbole  con- 
juguée-, Téquatioii  de  la  surface  sera 

a"  ~^  b"        c'^         '  * 

L'inlerseclion  de  Ihyperboloïde  par  le  plan  x  =  (i'  est 

h' 
le  système  des  deux  droites  y  =  ±  -y  z -^  ces  deux  droites 

devant  faire  un  angle  constant  V,  on  a 

Prenons  maintenant  pour  axes  de  coordonnées  les  trois 
axes  de  l'hyperboloïde,  et  nommons  x,y,  z  les  coordon- 
nées du  point  M,  rapporté  h  ce  nouveau  système.  En 
désignant  par  a,  h,  c  les  demi-axes  de  riiyperboloïde,  on 
aura 

a'-  -+-  b'-  —  c'-  =  «7^  H-  6'  —  c-,      <'/'-'  =  .T-  +•  j'  4-  z-, 

d'où 

( •;•, )  c'-  —  b''  =  x'  -h y  H-  z-  —  [a-  +  b' —  c-) . 

Le  parallélipipède  construit  sur  les  demi-diamètres 
conjugués  a  même  volume  (|ue  celui  ijui  est  construit 
sur  les  demi-axes;  sa  base  est  b' c',  et  sa  hauteur  est  la 
dislance  de  l'origine  au  plan  tangent 

.1  X     J  Y  _  i^  _ 

a'  h-  r' 

Cette  hauteur  a  donc  pour  expression 


v/^ 


;.-f 


(  i54  ) 
Donc 

b'c' 


nbc  =  ±. 


d'où 

,3)      «v'=±„«Yi;+^.:+f 

Reniplaçanl,  dans  réquaiion  (i),  b' c'  el  c'^  —  h'^  par 
leurs  valeurs  (3)  el  (2),  il  vient 


±iabc  1  / h  V-H 

(4)  tangV=r  ^ 


•j-'4-s'—  (rt^  H-  A'  —  c' 


Le  lieu  cherché  est  donc  déterminé  par  l'inlerseclion 
de  Thyperboloïde  et  d'une  surface  du  quatrième  degré 
que  réquation  (4)  représente. 

Quand  l'angle  donné  V  est  droit,  l'équation  (4)  se  ré- 
duit à 

X-  -\-y^  -t-  2'  —  («'  +  b-  —  c';  =r  o, 

et,  dans  ce  cas,  le  lieu  est  déterminé  par  l'intersection  de 
1  hyperboloïde  et  d'une  sphère. 

On  voit  à  priori  qu'il  n'y  aura  de  lieu  réel  qu'autant 
que  l'angle  donné  ne  surpassera  pas  le  plus  grand  angle 
formé  par  deux  des  génératrices  du  cône  asymptote. 

Question  639. 

La  solution  de  ce  problème  se  déduit  de  celle  du  pro- 
blème précédent.  En  effet,  on  obtient  l'équation 

du  paraboloïde  hyperbolique,   en  transportant  Torigine 


(     Ï3^    ) 

au  sommet  [x  =  —  «,  j  =0,  :;  1=  o),  de  1  hyjKiiboloide 


b^ 


T  =  '' 


faisant  tendre  a  vers  l'infini,  et  posant 

,.     b^-  ..     c' 

Iim  —  =  Pj       lira— =  17. 
a  n 

Dans  le  «as  de  l'hyperboloidc,  le  lieu  appartient  à  la 
surface 

(tangV)  [x'  4-j'4-2-  —  («'  -{-  b'  —  c-)] 


Transportant  l'origine  au   sommet,  cette  équation   de- 
vient 

(tangV)  [(x  — «)'  -h  j=-|-  r'  —  {(r  -hb'  —  c')] 


Elevant  au  carré  et  simplifiant 

(tang' V)  (^'H-  j^-f-2-  —  2«.r  —  /»•  -H  c-j- 

\  «'         ^'         c'  n^         a-} 

Divisant  les  deux  membres  par  a', 

"^  \  a  a         a  j 

,  b'^    c'     I  ,  c'  ,b^         ,,  i-    r-  I  ,    b^    c" 

=  4 ^,.r'+4-.r'-f-4-z=-8. a-  +  .  . 

a    n    a-  b-  1  <t     a  a  <i     n 

Pour  «  =  ce  , 


(   '56  ) 
l'équalion  se  réduit  à 

(i)      (tang'V)(— 2.r— />  +  7)'  =  4.^r^+4.^z^  +  4/;r/, 

et  elle  représente  un  hyperboioïde.  Le  lieu  cherché  est 
donc  déterminé  par  l'intersection  de  cet  hyperboioïde  et 
du  paraboloïde  donné. 

Lorsque  l'angle  \  est  droit,  l'équation  (i)  donne 

(  —  2j:  —  p  -{-  (j)  =:  o, 

équation  qui  représente  un  plan  parallèle  au  plan  des  j'z. 
Dans  ce  cas,  le  lieu  est  une  hyperbole.  Si  on  a  de  plus 
p  =  <7,  le  lieu  se  compose  de  deux  droites. 


THÉORÈME 
SIR  LES  CONIQIES  IXSCRITES  DANS  M  OIADRILATÈRE; 

Par   m.    PAINVm. 


Soient  S,  S',  S",  trois  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère  ^  on  mène  une  tangente  quelconque  à  la 
conique  S  5  puis  par  les  points  V  et  P",  Q'  et  Q",  oii  cette 
tangente  rencontre  respectivement  les  coniques  S'  et  S", 
on  mène  encore  des  tangentes  à  la  première  conique  S; 
le  lieu  des  intersections  M  de  ces  tajigentes  se  compose 
de  deux  coniques  inscrites  dans  le  même  quadrilatère. 

Tel  est  l'énoncé  du  théorème  que  je  vais  démontrer. 

1.  Si  A,  B,  C  représentent  des  fonctions  linéaires  ho- 
mogènes des  coordonnées  x^  }  ,  z  d'un  point,  l'équation 

B-        C^ 

A^'  =  -  +  -  r 

A  U. 

OÙ  À  cl  ^  sont  deux  constantes  liées  par  la  relalioii 

).  +  f -  =  1 , 


(   '57  ) 
représenU;   une  coni(|U(!   insnito  dans    un    quadiilaièrc 
ayant  pour  diagonales  les  droites 

A  =  o  ,      IJ  =  o  ,      C  =  u , 

et  pour  côtés  les  droites 

A  +  B  -h  C  =  o , 

A  4-  B  — C  =o, 

(I) 

^  j  A  — B  +  C  =  o, 

'   A  —  B  — C  =  o 

Clierehons,  en  eftet,  l'enveloppe  de  la  courbe;  en  regar- 
dant X  comme  un  paramètre  variable,  on  trouve 

(  A' +  B=  —  C=)-— 4  A'B' =o, 
ou 

(A-^B-f-C)(A^-B  — C)(A— B4-C)(A  — B  — C)rr:o. 

ït.   Ceci  posé,  soient 

(B'       C 
(S)  A'  =  —  -I ,      où      "/.  -4-  u  =  I  , 

A  y. 

(,)  i  {S')         A'==5.'4_^,      où      //+/  =  ,, 

B-        C- 

(S")         A^=— -h— ,      où      //,-+-/?,=  ! 
//,         /, 

les  équations  des  trois  coniques  S,  S',  S". 
La  droite 

(2)  A  =  B^-|-C^, 

où  <p  est  un  paramètre  arbitraire,  représente  uni-  tangente 
quelconque  à  la  conique  S;  cai-  si  l'on  remplace  A  par 
relte  valeur  dans  la  première  des  équations  (i),  on  trouve 
lin  carré  parfait. 

Un  point  (juei(onc|n('  P' de  S',  el  un  point  (|uil<  oncjue 


(   i58  ) 
P"  de  S"  seront  respeciivenieiil  donnés  par  les  équations 

i  ^       T  ;  B       ~  ■ 

i—  =  \/is\nx,  l   -  =  v'/'i  sina, , 

(3)       I"  <  P"! 

C  ,7  J  C         ,- 

—  =  y  A  cos  a ,  f  "~  =  V '"'i  f  i>S  a,  : 

A  \  A 

a,  c, ,  sont  deux  constantes  arbitraires  5  les  équations  des 
deux  coniques  sont  évidemment  vérifiées  par  les  coor- 
données des  points  P'  et  P'. 

Exprimons  maintenant  que  ces  deux  points  sont  sur  la 
tangenle  (2)  à  la  conique  S,  ce  qui  conduit  aux  conditions 

(  4  )  I  =  — :=  SI  n  a  sin  V  H =  cos  a  cos  <p , 

,^,  \j~h. .    .     s/y, 

(5j  I  =  — -zi-smy.iSinoH 1=- cosa,  ces©  . 

V/X  '        VF 

Or,  les  équations  de  deux  autres  tangentes  quelconques  à 
la  conique  S  seront 

(7) 

Exprimons  que  la  première  passe  par  le  point  P',  et  la 
seconde  par  le  point  P",  nous  aurons  les  deux  nouvelles 
conditions 

(  o  )  1  =:  -j=  sm  n  sm  7.  -\ =  cos  n  cos  a , 

>  v^  .        .      ^  V"^ 

.  q)  I  =: — ^sm«|SUia,H =■  cosm,  cosa, . 

L'équation  du  lieu  des  points  d'intersection  des  tan- 
gentes (6)  et  (7)  s'obtiendra  en   éliminant  les  indéier- 


B 

C 

—  — 

sin  II 

-f- 



cos  II  , 

sjl 

^/l^ 

B 

c 

=  - — 

sinw, 

-r- 

— ::_ 

ces//, . 

VX 

Sl^ 

(  '^>y  ) 

minées  a,  a,  ,  n,  î/,  ,  cl  'f  entre  les  six  équations  (4),  (?>), 
(6),{7),(»),(9)- 

3.  Pour  edectuer  cette  élimination,  tirons  de  (4  )  et  (8) 
les  valeurs  de  sina  et  cosa,  et  ajoutons  la  somme  des 
carrés;  opérons  de  même  sur  a,,  à  l'aide  des  relations 
(5)  et  (9);  ou  obtient  ainsi  les  deux  égalités  suivantes 
(jui  ne  renferment  plus  que  ^ ,  u  et  «,  : 


—  u\        A     .       /  01  -4-  « 


on  a  supprimé  les  facteurs  ( U  i ']•>  qui,  éga- 
lés à  zéro,  donneraient  la  tangente  primitive  (2);  les 
lieux  géométriques  correspondants  sont  évidemment  les 
coniques  S'  et  S". 

Maintenant  éliminons  Cf  entre  les  équations  (10)  et  (i  i); 
pour  cela,  ayant  égaid  aux  formules 

a         I  -+-  C(is  a  .a         i  —  «"OS  n 

cos'  —  =  —  ?      sm'  -  =  ) 

2  ?■.  11 

j'écrirai  d'abord  les  relations  (10)  et  (11)  sous  la  forme 
suivante  : 


cos  (  o  —  a 


__  +  .     cos(v-^/0-+-^  +  --. 


(cos(,-.,)=|--+-Jcos(^  +  «,)  +  ^4---.. 

Développons  les  cosinus  et  ordonnons  par  rapport  à  sin'^ 
<'t  coscp ,  nous  trouvons 

a  sin  'j  sin  n  4-  h  cos  ^  C()S  u  :=  c , 
a,  sin  j<siii m,  ■+-  b ,  cos»  cosm,  =  c, , 


(     .()-n    ) 
apiès  avoir  posé 

>,  a  A  u 

Résolvons  les  équations  (  12  )  par  rapport  à  sincj-  et  cos  'i, 
puis  ajoutons  la  somme  des  carrés;  on  obtient  la  relation 
suivante  entre  m  et  iii  : 

i! Vzè ,  sin  «  ces M|  —  fl, è  sin «I  cos  «  Y 
■=■  (a,csin  m,  —  ac,  sin  tt)^  +  (  ^c,  cosm  —  bx  ccosu,)^. 

Or,  si  l'on  remarque  que  les  produits  fl^i ,  «,^5 
rtCi ,«,(;,...,  sont  de  la  forme 

la  relation  (i4)  deviendra 

[yjsin(  a  —  M|)-t-y>,  sin  («  -h  «,)]'-' 
=  [«(sina,  —  sinM)  +  «i  (sin  u  -+-  sioM,  )  Y 
-\-  [m  (cas II  — cos«,^  -f-  ni,  (cos«  -H  cos  «,)]'; 
OU  enfin 

r    .  a  —  «I      II  —  «I         .   u -h  II,      Il -\- II,  y 

1  p  sin cos +  /?  I  sm cos 

1/2  2  2  2      J 

1     r    .  «  —  «I     U-+- u,        .   Il +  11,      Il — M,  ]- 

,W=r     rtsm -cos /?|Sin cos 

IL  ^-  ^'  ^  ^      J 

r    .  «  —  H,  .   w  +  M,  «  —  w,      M  -}-  M,  n ^ 

H-    w sin sm w, cos cos  — — — 

I  2  2  2  2      J 

La  question  se   ti'ouve  donc  ramenée  à   Téliminalion  de 

u  vl  iii  entre  les  équations  (6),  (7)  et  (16). 


'j6 


(  '«•  ) 

En  éliminant  successivement  les  quantités  C  et  H,  les 
équations  (6)  et  [y)  se  ramèneront  à  la  forme 


('7) 


l  A  sin      =  __  cos     


(Acos(--_)=-^cos(-—  ). 

De  là  on  déduit,  sans  difficulté, 

/     .     /«-f-a,\  B  .     /«  —  «i\         R 


cos 


Hv/^ 


R  et  H  étant  des  quantités  qui  ne  ronfernieiit  aucune  in- 
déterminée, et  définies  par  les  égalités 


>9 


R 


c- 


A-; 


H  et  R  entrent  d  ailleurs  dans  les  expressions   (18)  avec 
des  signes  quelconques  complètement  indépendants. 

La  substitution  des  valeurs  (18)  dans  la   relation  (16) 
nous  conduit  à  réqualion  du  lieu  cherché,  savoir  : 

BC 


L  \  V 


RC  _     AB 

L     \  i*  V  >. 


r      RB  ACp 


-i.   Développons  celte  dernière  écjuation,    en  rempla- 
çant R*  par  sa  valeur  (  19) ,  nous  trouvons  : 

B  C- 


B'  C' 


'-^"'-1']) 


A-C  ,         A'B'  ,  . 


BABC 


\'.« 


mm,  -+-  /in  y 


PP>) 


:{iii\ .  iL   Mnihrniiti.,  u''  ^or\i' .  l     II     (Avril  i8()5 


(  ^(^>^  ) 

Or,  je  vais  déraonlrer  d'abord  que  le  coefficieiii 
(////;/,  -hnni  -h-ppi)  de  R  est  nul  -,  el  je  ferai  voir  ensuite 
que  le  premier  membre  de  l'équation  restante  se  décom- 
pose en  deux  facteurs  de  la  forme 

A^ -. 

?  Y 

3.  Pour  arriver  simplement  à  ce  résultat,  je  remarque 
que  les  six  constantes  m,  n,  p  '■)  /«i ,  «i ,  /^i ,  dépendent, 
par  l'intermédiaire  des  a,  a, ,  b,  bi ,  c,  Ci  ,  de  trois  con- 
stantes arbitraires  seulement,  savoir  X,  /*  et  /ij  ^  il  est  donc 
important  de  faire  ressortir  le  plus  possible  cette  dépen- 
dance. 


Des  égalités  (  i5)  je  conclus 

(  9.9. 


I   2.  m  =  bCi-{-  l>,c,      2«  =  r«i  H-f,fl  ,       2,p  =  ab^ -[-  a,b  ^ 
f  2fHi  =  bc, —  ^1^,      2«,  =  c<7|  —  r,<7,      2p,^=abi  —  n,b. 


Or,  les  relations  (i 3)  donnent 

I  n  A-  b  =  1,  a,  -h  bi=  9., 
).  >. 

(9.3)  (  «  /'i 

1/2(1  —  X  )  a  I 

-I-  f  =  2  —  = î         «|-|-C|=:2    —    =2 


X-  I  —  h  /! ,  I  —  /i, 

Du  premier  groupe  (aS)  on  déduit 


.    n  =  7.~b, 

(24) 

(         4('-M' 

et  du  second, 

,  r?,=  2  —  ^,, 

(25) 

i    ^-      ^--^' 

i(l-^, 


(  '«ii  ) 

Posons  alors 

(^«)  1'-  =  .-?, 

les  égalités  (24)  et  (aS)  nous  donneront  d'abord 


n  =  I  +P, 
«1=  I  -H  fil, 


i  ■'•*)) 


puis,  en  égalant  les  valeurs  de  À  : 

(28)  8r-î_p,c',-^(p_8,)(i-.8p,)- 

D'après  celte  notation,  les  valeurs  des  constantes  ///, 
//,  /7,  7;/,,  «,,  Pi,  fournies  par  les  équations  (22),  seront 

2W  =  c,  -I-  c  —  (pfi  +  pic)> 

2///|=  r,  —  c  —  (Pc,  —  Pic), 
2/?  =c  -I-  r,  -|-(j3f,H-  p,c), 
2/?,=  —  (r,  —  r)  —  (  jîc,  —  p.r), 
/.=  ,_PP„ 

et,  en  outre,  la  relation  (28)  pourra  s'écrire 

(3o)  pC^  —  P,C-  =  /y/J,. 

0.  Ces  préparations  étant  effectuées,  calculons  d'abord 
la  quantité  [niin^  -\-  nrii  -+-  p/'i)-  On  a  : 

4  (niDi,  -\-  «//,  -f-  /jp,)  =  c'  —  c-  -H  (î'fj  —  p'r- 

—  2(pc;— !î,f=)  — cj+f-— fiV;-t-p>' 

le  second  niotnbre  est  évideninicru  nul:  doiK 


(   ^64  ) 
Si  niainlenaiit  on  pose 

'3i)  ;  T""^'    ^  =  p'-<-^"\ 

—  =Z,      V  z:=^  p]  —  m-  —  n'^; 
u 

réquation  (21)  prendra  la  forme 

(32)  p'X'  4-  w^Y-  H-  n'Z'  —  MXY  —  NXZ  —  PYZ  =  o. 

La  décomposition  en  carrés  nous  donnera,  en  premier 
lieu, 

(33)  {-îp'X  —  MY  —  NZy  —  M^Y'  — NJZ^— 2P,YZ=:o, 

après  avoir  posé 

l   M^  =  aP  — 4/;2w% 

(34)  N\  =  W--/ip'n\ 

[      P,  =:MN  +  2/>2P. 

Continviant  la  décomposition,  nous  trouvons  enfin 

i  {2  p'x  —  MY  — -azy 

(35)  )         /  P,     \=       P'  — M'N' 

Or,  il  arrive  ici  que 

(36)  V;  =  M^^l 

On  a,  en  effet,  d'après  les  formules  (34), 

(37)  PI—  M]  ]N  J  =  (i\]N  +  2/^^  P)^~  (M--4y^Vw=)  (N=  -  4y^V/^)j 
en  ayant  égard  aux  valeurs  des  M,  N,  P   (3i),  on   aura 


(  '«:>  ) 

successivcmenl  : 


4/r 


il  cntiii 


=  p]Mfi  -h  r"'^'  -h  n'-W  —  (///■• -f-  //')  MN 

-f-/>'(P'  —  ^m'fi') 
=  /?;MN  H-  (M  —  N)(//'M  —  //riN') 


n  i 1*1  -  \  -' 


4/>^ 


•  2  (min,-\-nn,)  [mn -\- m ^n ,  {mn,-\-  m,n) 


(Jr,  les  lelalions  (29)  et  (3o)  nous  donnent 

/  mm,  4-  ///^  =  —  ppi , 
(89)  '   w/?  -f-  w,«,  =  /^rr,  , 

1    ///«,  +  w,  ^/  =  —  /;,  ct\  ; 

(le  là  on  conclut 

m''ni]  -\-  ri' n]  =  fj^p]  —  'i.mm.nn^  , 

,    ni^ II'  -\-  ni'  n]  =  p^c^c'  —  linni.nn,  , 

(4o)     ' 

j   ///'//j  +  m l  ri^  =  p]  c'' c]  —  •2inni,/ifii  , 

\   [ffim,-{-  n/if)  [mn,-\~  m,fi)  [mn  +  /fi,/i,)  ■=  /''p](''t]- 

Fu  substituant  ces  ^alcurs  dans  l'expression  (38),  on 
constate  iraniédialement  Tégalité  annoncée,  savoir 

Si  l'on  a  égard  à  cette  dernière  relation,  l'équation  (35) 
doniu"   les  deux    suixanles.  en   remettant    pour  X.  ^,  / 
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leurs  valeurs  (3i), 

M  —  M, 


A= 


A'  = 


M  -4-  M, 


3  jy 


w 

^- 

N 

— 

N. 

C^ 

1. 

-xp 

U. 

R' 

N 

-+- 

N, 

C^ 

A 

-h 

ip 

3 

fA 

équations  qu'on  peut  écrire  sous  cette  forme  plus  simple, 
en  faisant  usage  des  relations  (34)  : 


(40  <  . 

Ainsi  se  trouve  démontrée  la  première  partie  du  théorème 
énoncé  :  le  lieu  géomélriqua  se  compose  de  deux  co- 
niques. 

Remarque.  —  Dans  tous  ces  calculs,  j'ai  supposé 
Pj^H-MiNi;  il  suffit  d'un  peu  d'attention  pour  voir 
que  cette  restriction  n'influe  aucunement  sur  les  consé- 
quences que  je  veux  en  tirer  5  les  valeurs  particulières  de 
m,  n,  p^. . . ,  pourront  seules  indiquer  si  l'on  doit  prendre 
P,  =  +  Ml  .N ,  ou  F,  =  —  Ml  ^ . . 

7.  J'ajouterai  cjue  les  deux  coniques  (4i)  sont  inscrites 
dans  le  quadrilatère  auquel  sont  inscrites  les  coniques 
S,  S',  S". 

Pour  qu'il  eu  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 
pour  la  première  conique 


iin- 


et  pour  la  seconde 


/(M  — M,)  _     f/(lN  —  ]N,)  ^  ^ 
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Or,  ces  (Jeux  coudilioiis  entraînent  l'existence  simultanée 
des  deux  lelalions 

(   A  A/' M  -H  (/. ///-N  —  1111- n''  =  o, 

(42) 

nous  allons  vérifier  ces  deux  égalités. 

Je  remarque  d'abord  (jue  les  équations  {'i-[))  donnent 

[\mm^  =  —  6-'  -\-  c\  -\-  [i'r^  —  p'  r'  —  2/.»/>',  ; 

ou,  en  remplaçant  c^  par   la   valeur  déduite  de   Téijua- 
tion  (3o), 

4 ////«,  [î  =  -  y^A  [f'  —  (i  —  ^)']. 

Mais,  d'après  les  équations  (24)  et  (26),  on  a 

,  _  ^'  — (i-P)'. 

4P        ' 

nous  arrivons  ainsi  à  la  première  des  lelations  snivanics  : 

(   \pVi  -h  ww,  =  o, 

(43) 

la  seconde  se  déduit  de  la  première  en  ayant  égard  aux 
égalités  (39)  et  à  la  condition  A  -h  fji  3=  i .  Multiplions  ces 
dernières  relations  respectivement  par  ^u //////,,  /^///,,ei 
ajoutons,  il  vient 

).//-//■  -t-  tz///'///;'  -+-  '/.apjj,  [mm,  -f-  ////,  )  =  o, 

ou,  d'après  l'équation  (c>.y  f'i>), 

(44)  \ii  ii\  H-  'xni-m]  =  ïu-jr/j]. 

8.  Ceci  posé,  la  première  des  égalités  (42)  (pi  il  s'agit 
de  vérifier  devient,  en  remplaçant  M,  IN,  P  par  leurs  va- 
leurs (3  1), 

/r  [)  rr  ■+-  [)Hi]  —  tii'rr  —  [Iri'n'^  -f-  (tm-m])  =  o; 
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ou,  en  venu  de  la  relation  (44)'> 
(45)  p''[\n-  ■+-  i^.ni'')  —  ni^/i-  —  ly.p^ p]  =  o. 

Substituons  à  A  et  ^  leurs  valeurs  (43),  nous  trouvons, 
réduction  faite, 

/}  (  /«,  «  H—  rnn^  )  -f-  y-*!    "in  H-  /n,n,  :  =  o  ; 

or,  le  premier  membre  est  nul  par  suite  des  relations  (Sp). 
Passons  à  la  seconde  des  égalités  (42).  Elevons  au  carré 
le  premier  membre  et  ayons  égard  aux  relations  (34)  et 
(36),  puis  à  la  première  des  égalités  (42)  qui  vient 
d'être  vérifiée;  on  obtient 

().«=iM  -f-  urn^N)'- —  /^/rni^n'lln^-]-  pt /«  =  -+-). y. '/w- -f  «■)  — >-tA/>î]' 

OU 

/^ni^n-  [01^  /?'  —  (  ),  «'  -h  uni^    p-  -h  '>-Yp'' pW 

quantité    évidemment    nulle    d'après    l'égalité    démon- 
trée (45)' 

Ainsi  se  trouve  complètement  établi  le  théorème  sui- 
vant : 

Théokè:me  I.  —  Soient.  S,  S',  S"  (rois  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère ,  on  mène  une  tangente  quelcon- 
que h  la  conique  S;  puis^  par  les  points  V  et.  V" ,  Q'  et 
Q",  où  cette  tangente  rencontre  respectivement  les  co- 
niques S'  et  S",  on  mène  encore  des  tangentes  à  la  pre- 
mière conique  S ^  le  lieu  des  intersections  de  ces  tangentes 
se  compose  de  deux  coniques  inscrites  dans  le  même 
quadrilatère. 

Je  vais  maintenant  déduire  de  cette  analyse  plusieurs 
conséquences. 

9.  Si  l'on  suppose  que  la  conique  S"  coïncide  awx  la 
(•oni(|ue  S',  auquel  i;as  on  a 
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cl,  par  suile, 

///,  =  O,      M  =  p-  4-  W%  Ml  =  p-  —  nr, 

/i,  =  O,      M  =:  /y'  +  n-,  N,  =  p^  —  ri\ 

}>,  =  O,      \}  =  —  ( .'/i'  -t-  n-),       P,  —  [jj^  —  ///' )  {jj'  —  rt-j  ; 

les  deux  coniques  (4i)  se  réduisent,  l'une  à  la  coni(jue  S, 
et  l'autre  à 

kp-  u.  p^ 

d'où  ce  théorème,  cas  particulier  du  précédent  : 

Théorème  II.  —  ^V  S  et  S'  sont  deux  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère,  et  qu  on  mène  une  tangente  quel- 
conque à  S  \  puis,  que  parles  points  d^  intersection  de  cette 
tangente  avec  la  conique  S'  on  mène  des  tangentes  à 
la  première  conique  S  :  le  lieu  des  intersections  de  ces 
tangentes  sera  une  conique  inscrite  dans  le  même  qua- 
drilatère, 

10.   Considérons  un  système  de  coniques  liomofocales 


-  =  I  ; 


P'         {?' 


SI  1  on  pose 


I  c        v^ —  1 


celte  é(juali(»n  prend  la  forme 


-h 


c'est-à-dire  (jue  des  coniques  liomofocales  sont  tuuits 
inscrites  dans  un  même  quadrilatère^  les  sommets  de  ce 
quadrilatère  sont,  connue  il  est  facile  de  s'en  convainc  rc. 
les  deux  foyers  réels  cl  les  deux  foyers  imaginaires  de  la 
(onique^  deux  des  diagonales  de  ce  quadrilatère  sont   les 
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axes  communs  à  toutes  ces  courbes,  la  troisième  diago- 
nale (c  =  o)  est  à  l'infini.  Le  théorème  que  je  viens  de 
tlémoutrer  est  donc  applicable  à  ce  cas  particulier,  et  nous 
pourrons  dire  : 

Théorème  III.  —  Trois  coniques  S,  S',  S"  étant  honio- 
focales,  si  Von  mène  une  tangente  quelconque  à  la  co- 
fiique  S,  et  que,  par  les  points  d'intersection  de  cette 
tangente  avec  les  coniques  S'  et  S",  on  mène  de  nou- 
velles tangentes  à  la  première,  le  lieu  des  intersections 
de  ces  tangentes  se  composera  de  deux  coniques  homo- 
Jbcales  as^ec  les  premières. 

On  aurait  un  théorème  semblable  pour  le  cas  encore 
plus  particulier  de  trois  cercles  concentriques. 

il.  Dans  les  calculs  précédents,  les  lettres  A,  B,  C 
représentent,   comme    nous    l'avons    dit,    des   fonctions 

linéaires  et  homogènes  àe  x,  y,  z;  -•>  -  étant  les  coordon- 
nées d'un  point.   Supposons   actuellement  que  -■>  -5  au 

lieu  de  désigner  les  coordonnées  d'un  point,  soient  les 
paramètres  ou  les  coordonnées  d'une  droite.  En  d'autres 
termes,  au  lieu  d'interpréter  les  calculs  que  nous  venons 
de  faire  dans  le  système  des  coordonnées-point,  interpré- 
tons-les dans  le  système  des  coordonnées  tangentielles. 

Dans  ce  dernier  système  : 

Les  équations  (i)  représenteront  trois  coniques  circon- 
scrites à  un  même  quadrilatère  dont  les  sommets  seront 
les  points  représentés  par  les  équations  (I)  5  ré([ualion  (2) 
représente  un  point  quelconque!  situé  sur  la  conique  S5 
les  équations  (3)  donnent  les  coordonnées  des  tangentes 
lespcctives  T'et  T"  aux  coniques  S' et  S"  5  les  relations  (4) 
et  (5)  sont  les  conditions  pour  que  les  tangentes  T' et 
T"  passeur  par  le  point  Ij  les  équations  (6)  et  (7)  repré- 


sentent  deux  points  quelconques  M'  et  M"  situés  sur  la 
conique  S;  les  relations  (8)  et  (9)  expriment:  la  pre- 
mière, que  le  point  M' est  sur  la  tangente  IT';  la  seconde, 
que  le  point  M"  est  sur  la  tangente  IT".  Les  équations 
(6)  et  (7)  donnent  donc  les  coordonnées  d'une  drf)itf 
passant  par  les  points  d'intersection  avec  la  conicpie  S 
des  tangentes  menées  respectivement  à  S'  et  S"  d'un  point 
quelconque  I  de  S.  Par  consécpient  l'équation  (21),  qui 
est  une  relation  entre  les  coordonnées  d'une  quelconque 
de  ces  droites,  en  sera  la  courbe  enveloppe,  et  cette 
courbe  enveloppe  (ai)  ou  (40  se  composera  de  deux 
coniques  circonscrites  au  même  quadrilatère. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  au  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Trois  coniques  S,  S',  S"  étant  cir- 
conscrites à  un  même  quadrilatère,  si  d'un  point  quel- 
conque I  de  S  on  mène  des  tangentes  IT'  et  YY"  respec- 
tii^ement  aux  coniques  S'  et  S",  et  que  M'  et  M"  soient 
les  intersections  de  ces  tangentes  avec  la  conique  S, 
l'enveloppe  des  droites  M'  M"  se  compose  de  deux  coni- 
ques circonscrites  au  même  quadrilatère. 

Ce  de/nier  théorème  est  connu  depuis  longtemps. 
INl.  Poncelet  l'a  démontré  analyliqucmcnt  j;our  le  cas  de 
trois  cercles  avant  luie  corde  commune  [^applications 
d'Analyse  et  de  Gcon/étrie,  p.  3i4  à  347),  ^'^  ^^  étendu 
au  cas  de  trois  coniques  à  l'aide  des  principes  de  la  mé- 
thode projective. 

12.  Du  premier  des  théorèmes  que  je  viens  de  démon- 
trer, on  peut  déduire  plusieurs  conséquences  relatives 
à  rinscriplion  des  jiolygones.  Je  ne  citerai  que  celle-ci  : 

Théorème  V.  —  ^Soient  S,  S,,  Sj,  .  .  . ,  S„,  [n  -\-  i)  co- 
niques inscrites  dans  un  même  quadrilatère ^  imaginons 
un  polygone  A  \i  A,.  .  .  A„  \  dont  les  n  premiers  som- 
mets Al,  A:;,.  .  .,  A„  sont  assujettis  à   rester  ri'iffccln-e- 
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tnenl  sur  les  il  coniques  Sj,  Sg,.  •  .,  S„  et  dont  tous  les 
cotés  sont  constamment  tangents  à  la  conique  S;  si  l'on 
déforme  ce  poljgone  en  consentant  toujours  les  mêmes 
conditions  et  le  même  mode  de  construction^  le  sommet 
libre  A  de  ce  poljgone  décrira  une  conique  inscrite  dans 
le  même  quadrilatère. 

La  déduction  de  cette  propriété  est  facile.  Cousidé- 
rous,  par  exemple,  cinq  coniques  S,  Sj,  Sa,  S3,  8^5  A4  A3 
étant  une  tangente  quelconque  à  S,  le  point  de  rencontre 
i  des  deux  tangentes  hf  et  A3/  décrira  une  conique  in- 
scrite dans  le  même  quadrilatère,  d'après  le  premier  tliéo- 
rême.  A3  A  2  étant  une  tangente  à  S,  et  le  point  i  se  trou- 
vant sur  une  conique  également  inscrite ,  le  point  de 
rencontre  h  des  deux  tangentes  ih  et  A^h  décrira  aussi 
une  conique  inscinte  dans  le  même  quadrilatère.  Enfin, 
A?  Al  étant  une  tangente  à  S,  le  point  h  se  trouvant  sur 
une  conique  inscrite,  le  point  de  rencontre  A  des  deux 
tangentes  A  A  et  Aj  A  décrira  une  conique  inscrite.  C'est 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 


un  Sl'R  LFS  UOILETTES; 

Par  m.  J.  SACCHI, 

Professeur  au  lycée  de  Porte-Neuve  (Milan). 


1.  Soient  :  CM  une  courbe  qui  roule  sans  glisser  sur 
laconvexitéd'une  autre  courbe  Cg  M,  en  transportant  dans 
son  mouvement  le  point  O  et  l'axe  Oz  invariablement 
liés  à  la  courbe  C5 

CqO  la  roulette  engendrée  parle  point  O-,  et  CjMi  la 
podaire  de  la  courbe  C,  (lieu  géométrique  des  piojeclions 
orthogonales  du  point  O  sur  les  diverses  tangentes  à  la 
courbe  C)  ; 
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OMi,  MN  des  perpendiculaires  à  la  tangi'ule  ( omiuune 
aux  courbes  C,  Cj  au  point  M  ; 


OIN  une  tangente  à  la  rouletle  Cq*,  et  OP,  une  j)erj»«'ii- 
dlculairc  à  la  tangente  P,  M,  à  la  courbe  podaii  e  C,  ; 
HAz  un  axe  fixe. 
Que  Ton  nomme  : 

CM  =  /•,  CM,  =  /;,  OP,  =  p, ,  iMN  =  >  ; 

5,  .fo,  5,,  ^2  les  arcs  correspondants  des  courbes  C,  Co, 
Cl,  Ca,  ayant  respectivement  leurs  exlrémilés  variables 
aux  points  M,  O,  M,,  M  ; 

R,  Rp,  Rt,  Rj  les  rayons  de  courbure  de  C,  C^,  C,,  C» 
aux  points  M,  O,  M,,  M: 

jo,  Pq,  (0,  les  rayons  de  courbure  des  développées  de 
C,  Co,  Cl  aux  points  correspondants  à  iNI,  O,  Mj  ; 

0),  a,  a,  les  angles  que  les  droites  i\p.j>^  formcMil 
avec  O  z  ; 

y,  «Q,  «2  les  angles  que  les  droites  O  z,  ;•, /;  lormeni 
avec  l'axe  BAz. 

On  suppose  fjue  tous  ces  angU's  soient  évalués  de  ma- 
nière qu'ils  croisseni  avec  les  arcs  des  courbes  aux(picllcs 
ils  se  rapportent. 
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2.  Dans  un  mouvement  frès-petif,  pendant  lequel  un 
élément  de  la  courbe  C  vient  en  contact  avec  un  élément 
égal  de  la  courbe  Cg,  hase  de  la  roulette,  le  point  O  dé- 
crira autour  du  point  M  un  petit  arc  circulaire  OOj, 
ayant  le  rayon  r;  l'angle  MOz  prendra  une  nouvelle  po- 
sition MOi  Zi,  et  Tangle  OMOj  sera  égal  à  l'angle  des  cô- 
tés Oz,  OiZi^  c'est-à-dire  égal  à  ('/-t-p) — 7,  en  dési- 
gnant par  (X  l'accroissement  très-petit  de  y.  Donc,  la 
droite  /'  sera  normale  à  la  roulette  eu  O;  de  plus,  on  aura 

00,  ■       1         T        •  ^'^0  T-  J  '    • 

z=  i\  et,  en  passant  a  la  limite,   -;-  =  /'.    bn   desi- 

gnant  au  moyen  d'un  accent  les  dérivées  par  rapport  à 
une  variable  quelconque,  on  a  : 

(•)  <  =  n'^ 

relation  très-simple,  et  fondamentale  dans  la  théorie  des 
roulettes. 

3,  En  prenant  les  dérivées  des  équations  évidentes  : 

«0  =7  —  w,     =«2  =  7  —  «  ; 

substituant,  dans  ces  dérivées,  à  y'  sa  valeur  donnée  par 
l'équation  (1)5  et  observant,  de  plus,  que  par  la  nature 
du  mouvement  .^2  =  s^  et  qu'en  général 

(.)  .;=±|^,  »=±i^, 

formules  dans  lesquelles  on  prend  le  signe  supérieur  si 
l'arc  croît  avec  l'angle,  et  le  signe  inférieur  dans  le  cas 
contraire,  on  aura  : 

■'  \  R  ^  R. 


"'(j-s;) 


"*>  7-^  =  (;-ir.)  (ïï-^s 


(   -75  ) 
De  celle  dernière  équalion  on   tire 

/N  RR. 

i^«  =  ^:n'    ^"'''^^•'^"'   ir:rR:.  =  ^' 

Au  moyen  de  ces  relalioDs  on  peut  facilenicni  con- 
struire L,  et  par  suite  Ro- 

Si,  dans  la  première  des  équations  (3),  on  remplace  - 
par  sa  valeur  —  -,  on  obtient; 

s 

flot  I  I 

relation  due  à  M.  Catalan  [Noiiy.  Ann.^  i.  W  ,  p.  102). 

4.  On  sait  que  pour  la  courbe  podaire  on  a  les  équa- 
tions 

(5)  5',  =  /■'/=  ri-, 

rv 

et  que  les  deux  angles  que  les  droites  r  et  />,  forment  avec 
p  sont  égaux  -,  par  conséquent  : 

w  —  a  =r  a  —  «, ,      on  l)ien     Xj  —  a»  =^  y.  —  x, . 

En  prenant  la  dérivée  de  cette  dernière  équalion,  cl  »lc 
i'équation  (y«  =  y  —  a,  eu  égard  aux  relations   (i),  (2), 

(5)  et  à  ^,  =  .î,  on  obtient 

rR,        R,        rj 
et 

(6)  •■.=  -■■  (•-^)- 
De  ces  relations  on  déduit  : 

R  /    I 


''  R,         U„         r         \\\\\..        rj 


(  '7^>  ) 
égalité  remarquable,  qui,  avec  Téquation  (4),  fournit  la 
relation  suivante,  entre  les  rayons  de  courbure  des  quatre 
courbes  C,  Co  C, ,  C^,  et  la  normale  N  de  la  première  : 


R, 


(8)  N(2R,_Ro)  =  r(r,-R„— -i— ) 


S.  En  supposant  que  la  base  C2  soit  une  droite,  on  aura 

— -  =  o,  et  les  équations  (6),  (7),  (4),  (8)  donnent 
Rj 


(9) 

•^'«  =  A . 

I         I          I 

7"~r;~r;' 

(•o) 

R   -     ^^^ 

T.    N  — R. 
R    —  R 

*^"-N-R, 

^-*^»2N-R 

La  première  de  ces  relations  est  due  à  M.  Steiner  [Nou- 
velles  Annales^  t.  XYIII,  p.  342),  et  la  seconde  donne  le 
théorème  suivant  : 

Le  rayon  vecteur  réciproque  d'une  courbe  plane  est 
égal  à  la  différence  des  rayons  réciproques  de  courbure 
de  la  podaire  et  de  la  roulette  de  la  même  courbe, 
la  podaire  étaîit  déterminée  par  rapport  au  point 
origine  des  i^ayons  vecteurs,  et  la  roulette  étant  à  base 
rectiligne  et  engendrée  par  le  même  point. 

Substituant  dans  la  première  des  équations  (10)  les 
valeurs  connues 

r'  rr' 

(il)  N  =  -,      R  =  — , 

PI' 

on  a 

équation  qui  donne 

(lu 
(12)  — ^  =  RoCOSa,,     en  ayant     /v=r /-.sinau. 


l   '77  ; 

Posant  <^r^  —p^  —q^  et  désignant  par  un  accent  la 
dérivée  relative  à  a,  on  sait  que 

(l3)  P'—q^      n^=zfj-^. 

Et,  des  équations  (2),  (9),  (  5),  on  tire  les  suivantes  : 

lesquelles,  au  moyen  de  la  formule  connue  R'„  =  p,. .«„, 
donnent 

('4)        ^»  =  p°^'   ^''^'f^'K;'  ^'^p- 

Maintenant,  des  équations  (10),  (11),  on  déduit 
^,[r^  —pK)=r\      R,  (2/-=  — ^B)  =  r'; 

et,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a,  et  en  ayant 
égard  aux  relations  (i3),  (i4))  on  obtient 

r'p„-/^pR„— 7RR^  (3r-R,)  =0, 
r'p,— /;pR;  — 37  RR;  (r—  R,)  =  0. 

Eliminant  /?,  q,  r  des  quatre  dernières  équations  et  de 
l'équation  q'^  =  j'^  —  ;?*,  on  a  les  deux  relations  suivantes 
entre  les  rayons  de  courbure  des  trois  courbes  C,  Co,  C,, 
et  de  leurs  développées  : 

i  fi  ^^hlI- A.\  —LI-  —2.\  (- lV— 

)RfRo    r:\r,    Ro/    r vr";    Ro/ \r.     Ro/    °' 

Soit  a"'f)T=i"'+'  Téquatioii  de  la  courbe  mobile;  cette* 
équation  représente  une  des  lignes  suivantes  :   circonfé- 
rence^ droite,  leniniscate  de  BcinouUi,  hyperbole  vquila- 
tère,  cardioïde^  parabole,  caustique  par  réflexion  de  la 

Afin,  de  Malhrmat  .   i*=  série,  f.  II.  (Avril  i863.;  12 


(  '78  ) 
parabole,  les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à 
laxe,  etc.  5  selon  que  l'on  donne  à  m  les  valeurs  : 

I  I  I 

I,  — I,  2,  — 1,  -•) î  — -1  etc. 

?.  2  o 

(Voir  Nouvelles  Annales,  t.  XIX,  Bulletin^  p.  39.) 
On  aux-a,  d'après  les  équations  (10),  (11), 

R  = 1      R,i  =  - — - —  r,     R I  = Ro  ; 

m  -+-1  m  2./n  -^  J 

et  par  conséquent,  en  avant  égard  aux  équations  (i4)i 


p,  = 


les  deux  premières  donnent  une  règle  facile  pour  con- 
struire les  rayons  R  et  Ro  ;  et  en  plaçant  les  deux  derniè- 
res valeurs  dans  les  équations  (i5),  on  obtient 


\    0         I  m  -\-  i  \'  I 

/   R         \      m       I  in" 


R,  \  i  —  m  j  R 

La  seconde  des  deux  relations  précédentes,  dans  le  cas 

particulier  ni  =. •,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  rou- 

'  2 

Jette  est  la  chaînette  engendrée  par  le  foyer  d'une  pa- 
rabole, donne  le  théorème  de  M.  Lamarle,  démontré 
aussi  par  M.  Mannheim  [Nouvelles  Annales,  t.  XVIII, 
p.  375). 

6.  Quand  la  base  de  la   roulette  est  une  droite  et  que 
le  rayon  Ro  est  donné  en  fonction  de  «o^  on  obtient  les 
équations 

ai  ip,  r)  =r  o,      -i  {p„,  ao)  =  0 

de  la  courbe  mobile  et  de  la  roulette  au  moyen  des  rela- 


(   '79  ) 
lions  (ly)  (ît  dv  la  formule  connue 

'^'''"   -4-  ..    -  R 

Si    l'on  connaît  l'équation  (p(/^,  ')  =  ",   on    trouve 
prorapteraent  l'équation  différentielle  de  la   roulette,  en 

posant  dans  cette  dernière  p  =^y,  f'=J  -r- 

Réciproquement,  si  dans  l'équation  / 1),    -^  j  =:  o  de 
la  roulette,  on  pose 

(.6)  y=p,    -  =  .___, 

on  aura  Téqualion  o  (/>,  /)  =  o  de  la  courbe  nutbije. 
Par  exemple,  soit 

»■  +  *-  =  ■• 

En  tirant  la  valeur  de  x  et  prenant  la  dérivée,  on  a 

<'t  au  moyen  des  relations  (i6)  : 

équation  d'une  épicycloïde  rapportée  au  centre  du  ccrcb' 
fixe. 

De  même,  en  prenant  pour  équations  des  rouleiies 

Y  =    IIKT  l>,         7  '  =z  9.0X  ■+•    //•', 

OU  trouve 


/•  =  v'w'  H-  I  ./;,       r-  =  /r-  4-  a-. 

La  première  de  ces  équations  représente  la  spirale  In- 
i:;:n'illnniq«ie  rapportée   au  point  asymptotique  •,  et  la  se- 


1  i;^o  } 

Lontle  représente  une  développante  du  cercle,  rapportée 
au  centre. 

7.  Si  l'on  suppose  que  la  base  C2  de  la  roulette  soit 
égale  à  la  courbe  mobile  C,  on  aura  R2  =  R,  et  les  équa- 
tions (6),  (7),  (i4)  donneront  : 

De  plus,  en  nommant  po,  (/oi  f'o  '->  ^25  <72»  ^i^  les  droites 
analogues  à  /?,  /y,  r,  et  qui  se  rapportent  aux  courbes  Co 
et  C2,  en  prenant  l'origine  en  un  point  O2,  on  obtient 
aisément  • 

(po  —  r']'  +  r]  —pI  =  r;,      (q,  —  r/r  -+-  {p,-\-pf  =  r]  ; 

et  ces  relations,  dans  le  cas  où  les  points  O  et  O2  sont 
semblablement  placés  à  Tégard  des  deux  courbes  égales 
C,  C2,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  p^  =  p-,  qi  =  ^,  '2  =  '\ 
donnent 

En  substituant  ces  valeurs  à  /',  p  dans  l'équation 
?  (/^'  ')  ^^  ^  *^^  ^^  courbe  mobile,  on  a  celle  de  la  rou- 
lette. 

Les  formules  (17)  font  connaître  [^voir  l'ouvrage  cité 
dans  les  Nouvelles  Annales^  t.  XIX,  p,  33)  que  la  rou- 
lette est  semblable  à  la  podaire  de  la  courbe  mobile,  et 
est  aussi  égale  à  la  courbe  nommée  par  M.  Quetelel, 
caustique  secondaire  de  la  courbe  mobile,  le  point  lumi- 
neux étant  celui  qui  engendre  la  roulette. 

Par  conséquent,  sacliant  (ouvrage  précité)  que  les  po- 
daires  prises  par  rapport  à  l'origine  des  courbes  sui- 
vantes : 

Circonférence,  origine  en  un  point  quelconque;  spirale 
iogariiJiniique,  origine  au  point  asvmplotique  •,  hyperbole 


(  '«■  ) 

i'(/uilatère,  oiiginc  au  cenlrei  épicy cloïdc ,  origine  au 
centre  du  cercle  fixe 5  e///y?5e,  origine  à  l'un  des  foyers^ 
parabole,  origine  au  foyer,  ou  bien  au  souiniel,  clc. 

Sont,  par  ordre,  ces  autres  lignes  : 

Conchoïflc  circulaire,  spirale  logarilhniique,  leninis- 
cate  (le  Bernoulli,  cpilrochoïde,  circonférence^  droite^  on 
bien  cissoïde  de  Diodes ,  etc., 

On  pourra  immédiatement  conclure  quelle  est  la  rou- 
lette engendrée  par  l'origine  de  l'une  des  premières  cour- 
bes, lorsque  cette  courbe  roule  sur  une  (  ourbe  qui  lui  est 
égale. 


SOLITION  DE  LA  OliESTIO!^  637 

Par   n     KcGÈNt   BFXTRAMI. 


L'énoncé  de  la  question  est  le  suivant  : 

Les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  passent,  chacune, 
par  un  point  fixej  les  trois  côtés  de  l  une  des  quatre 
faces  sont  assujettis  à  rester,  chacun,  sur  un  plan  fixe; 
trouver  le  lieu  géométn'que  du  sommet  du  tétraèdre 
opposé  à  cette  face. 

Ce  lieu  est,  en  général^  une  surface  du  troisième 
degré ^  qui  se  réduit  à  un  cône  du  second  degré  quand 
les  quatre  points  fixes  sont  situés  sur  un  même  plan . 

R.  Salmon. 

Soient  «  =  o,  v^  =  o,  w  =  o,  les  équations  des  trois 
plans  fixes  dans  lesquels  doivent  se  trouver  les  côtés  de 
Tune  des  faces  du  tétraèdre;  {xq,  Joi  ^0)  le  point  par 
lequel  doit  toujours  passer  le  plan  de  celle  face; 
(-^15  Ji,  Zi),  (^î,j2,  -4)^  {JCi,  )3,  Zî)  les  trois  aulres 
points  fixes.  Nous  désignerons  ces  quatn*  poinis  p.n 
(o),  (1),  (2),  (3),  respcctivenicnl.  Soient,  enfin,  //,.  »'.,  t»',. 


(    '82   ) 
les  valeurs  de  «,  ^^  w  coirespondantes  aux  points  (i),  (2), 
(3),  respectivement. 

Cela  posé,  désignons  par 

Ajt-i-Bj  -f-  C3  +  D  =  o 

l'équation  du  plan  de  la  face  qui  passe  par  le  point  (o). 
L'équation  du  plan  de  la  face,  passant  par  le  point  (i), 
sera  de  la  forme 

Ax  +  Bj  H-  Cs  +  D  H-  ).  M  =  o, 

et  comme  cette  dernière  équation  doit  être  satisfaite  par 
les  coordonnées  du  point  (i),  on  aura 

A.r,  H-  B),  -H  Cz,  H-  D  -I-  >.«,  =  o. 

En  éliminant  ).  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
pour  le  plan  de  la  face  du  tétraèdre,  qui  passe  par  le 
point  (i),  l'équalion 

A{ux, —  Ui.v)-r-  B  uf,—  u^r)  4-C  («c, —  u,z)-\-'D(ii  —  «,)  =  o. 

Les  plans  des  deux  autres  faces,  passant  par  les  points  {2) 
et  (3),  sont  représentés  par  des  équations  analogues.  En 
éliminant  A,  B,  C,  D  entre  ces  trois  équations  et  l'équa- 
tion 

A-To  -I-  Bxo+  Czo-H  D  =  o, 

on  obtient  pour  le  lieu  cherché  l'équation 

MX,  —    U,X         llf,  U,J        UZi  «I  Z         II  «I 

1>X.  V.X  t'Jj  l'ij  VZi  —   ('2Z  ('  t'j 

'vj-3  —  (Vj.r     ivji  —  M'a  J    wz,  —  iv^^Z      iv  —  Wj 

D'où  l'on  voit  immédiatement  que  ce  lieu  est  du  troisième 
ordre. 


(  '83  ) 
On  peut  transformer  l'équatiou  précédente  en  celle-ci . 


(2) 


1  T. 

O  X„ 

M,  «X, 

)',  ex, 

w.  wx , 


y 

r» 

M/, 


Z  I 

Zo  ' 

«S,  M 

t'Z_,  (' 

tvz  ir 


Puis,  en  posant 


A  = 


x,      /,      z,      a, 

Xj       J'  2        2j        Ctj 


y. 


y-i 


(au  =  a,  =  3c^  =  aj=  ij 


et  en  développant  le  déterminant  (2)  par  rapport  aux  élé- 
ments de  la  première  colonne,  l'équation  (2)  se  transforme 
en  celle-ci  : 


(3) 


UViV  à 


U,i>ll' 


-h  »'j"«' 


\ 


.l\ 

y" 

Su        I 

X 

y 

3          l 

X, 

/. 

2-^         I 

J-s 

r> 

2j         1 

x„ 

j« 

2o         1 

X, 

j. 

~,         1 

j: 

j 

Z           I 

J^3 

y» 

33         ' 

^« 

Jo 

Z„         1 

X, 

7i 

Z,         1 

X, 

7i 

Zj         1 

X 

> 

z         1 

Lorscjuc  les  quatre  points  (o),  (1),  (2),  (3)  sont  dans  un 
même  plan,  représenté  par  l'éiiuation 

f)  =  (/.r  -+■  hy  -4-  r:  -h  (Y  =  o, 


(  i84  ) 
on  a,  comme  on  sait,  non-seulement  A  =  o,  mais  aussi 

d^  dA         d\         d\ 

—-'.a=^-—\b  —  --\c  =  —-\d—hi  '  =  o,    i,   2,   i>), 

dXi  dfi  dZi  d(Xi 

et  l'équation  (3)  se  réduit  à 

A, h  /<î \-  h^  —  ]  p  =  0. 

Par  suite  le  lieu  se  décompose  dans  le  système  formé  par 

le  plan 

p=zo 

et  par  la  surface  du  second  degré 

M,  Cj  W^ 

/i, \-  /h H  /«3  —  =  o. 

«  1'  rt' 

Cette  surface  est  évidemment  un  cône  circonscrit  au 
Irièdrc 

M  =  o,       ('  =  o,       H'=  o. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  637 

Par  m.  GR....   (Poitiers.) 


Soient  :  Xo,  j)o)  ^o  les  coordonnées  du  point  fixe 
de  la  face  opposée  au  sommet  libre-,  Xj,  ji,  Zj  5  Xj,  ja, 
2,5  Xa,  73,  Z3  celles  des  trois  autres  points  fixes; 

X  =:  a,  X  -h  bi  y  -h  c,  z  -\-  dty 
Y  =  aT.T-\-  bijr  -^  dz-hd., 
Z  =  a3X-h  biX  ■+■  C3Z-\-d3, 

trois  polynômes  qui  égalés  à  zéro  donneront  les  équations 
des  trois  plans  fixes.  Je  représenterai  le  résultat  de  la 
substitution,  dans  un  de  ces  polynômes,  des  coordonnées 
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(  »86  ) 
Celle  équation  monlre  déjà  que  le  lieu  esl  du  troisième 
degré  et  passe  par  les  points  (i),  (2),  (3)  •,  mais  elle  peut 
considérablement  se  simplifier.  Chaque  terme  étant  la 
somme  de  deux  quantités,  il  suffit  de  développer  par 
lignes;  on  obtiendra  ainsi  huit  déterminants  en  prenant 
chacun  des  termes  d'une  ligne  avec  ceux  d'une  autre; 
mais  quatre  de  ces  déterminants  sont  nuls,  comme  ayant 
deux  ou  trois  lignes  égales.  Il  restera 


X,YZ 


-f- Y,XZ 


-J-ZjXY 


—  XYZ 
ou,  plus  simplement. 


J-  —  x; 

I—Jo 

z  —  r„ 

X;    X^ 

J:— Jo 

Z,  —  Zo 

■r,  —  X, 

^'3  —  Jo 

z, Zu 

X,  —  X, 

Ji  —  Ju 

z,  —  Zo 

x  —  x„ 

J—Jo 

z  —  Zo 

jTj  —  .r. 

Ji—Xo 

z,  —  2o 

a-,  —  JTo 

J>   —  Ju 

Z,           Zu 

X,  —  x^ 

12— Xo 

Zj—  Zu 

X  —  Xo 

J~Xo 

~  Zo 

X,  —  .r„ 

/.— 7o 

Zi  2ii 

X,  —  x^ 

.>'2    —    >"o 

Zj  —  Zo 

X,  —  Xa 

7.  ~  Xo 

Z3  —  Z, 

o; 


X.YZ 


-l-ZjXY 


Jo 

Zo 
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Zy 

Xi 

^J 

YoXZ 


—  XYZ 
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-r,  J, 
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J^3  73 
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•^.  7i 

•^j  7î 
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Il  est  facile  d  étudier  les  sections  de  celle  surface  par 


(   «8?  ) 
les   plans   principaux   (|iii    se   préscnlenl  nalurcllenienl 
dans  le  problème  : 

i"  Par  l'un  des  plans  fixes  donnés;  soil  Z  =  o. 

L'équaiion  (i)  se  décotnpose  alors  eu 

I        Xo       Xa       z 

\      X,     y,      Z 

I        Xj       J,       2 
l       X        Y        z 


X  =  o,      Y  =  o, 


ce  qui  monlre  que  les  droites  résultant  des  intersections 
des  plans  fixes  entre  eux,  et  de  chacun  d'eux  avec  le  plan 
passant  par  le  point  (o)  et  les  deux  points  situés  dans  les 
faces  dont  aucune  arête  n'est  dans  le  plan  considéré,  que 
ces  droites,  dis-jc,  sont  sur  la  surface. 
2"  Par  le  plan  (o,  i,  2)  ou 


I       .r„ 

Jo 

I       .*.', 

f> 

I         X. 

J-' 

l         X 

J 

On  a  Z  =  o  et  une  courbe  du  second  ordre 


X.Y 


'     ^0   Jii    ~0 

\    X   y    z 
I    X-,  j,  z, 


Y,X 


=  XY 


t    x„ 

Jo 

^ll 

«  ^. 

J. 

"l 

1     r, 

y^ 

Si 

1    X3 

J'3 

"i 

I     •'•0   Jo    Zo 
I     JT,    J,     2, 

\    X    y     Z 

dont  on  connaît  cinq  points  (i,  2  et  les  trois  intersections 
entre  elles  des  traces  des  plans  fixes  donnés  sur  le  plan 
en  question). 

On  peut  aussi  examiner  ce  que  devient  la  surface  dans 
divers  cas  particuliers. 

Particulièrement,  supposons  que  les  quatre  points  fixes 
donnés  soient  dans  un  même  [dan  :  le  tétraèdre  formé 
avec  ces  quatre  points  comme  sommets  est  nul  \  p.ir  siiilc 


i88 


le  déterminanl 


1       .r. 

.>■" 

"l 

1         X, 

Jl 

Z| 

l         X; 

72 

z 

I          J-3 

J3 

z 

qui  en  exprime  le  volume  à  un  facteur  constani   piès, 
est  nul. 

Les  trois  autres  déterminants  exprimant,  au  même 
facteur  constant  près,  les  volumes  de  tétraèdres  ayant 
leur  sommet  au  point  décrivant  le  lieu,  et  leurs  bases 
sur  le  plan  des  quatre  points  fixes,  sont  proportionnels 
aux  produits  de  la  perpendiculaire  P  abaissée  de  ce 
point  sur  le  plan  des  points  fixes,  par  les  surfaces  des 
triangles  qui  forment  les  bases  de  ces  tétraèdres.  Je 
désignerai  ces  bases  en  mettant  entre  parenthèses  les  in- 
dices des  sommets;  l'équation  de  la  surface  s'écrit  donc 

P[X,(o,  2,3)YZ  +  Y2(o,  I,  3)XZ-|-Z3(o,  i,  2)XY]  =  o. 

On  parvient  à  la  même  équation  en  remarquant  que 
chacun  de  ces  déterminants  égalé  à  o  donne  l'équation 
du  plan  des  points  fixes.  Ces  polynômes  sont  donc  égaux 
au  produit  de  la  perpendiculaire  déjà  désignée  par  P  par 
la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  cocflicients 
des  variables,  c'est-à-dire  par 


I      >  • 


et  le  théorème  des  projections  des  surfaces  montre  que  ce 
radical  est  égal  à  (o,  2,  3). 

La  perpendiculaire,  P,  égalée  à  o  donne  le  plan  des 
points  -,  et  le  second  facteur  de  l'équation,  une  surface  co- 
nique du  second  degré,  si  les  trois  plans  fixes  se  coupent 


(  ^^i)) 

(Il  un  mrme  |if)inl-,  sinon,  il  fatil  que  l'un  (hvs  plans  soil 
parallèle  à  rinlersociion  des  (I(;ux  autres,  «-i,  en  substi- 
tuant à  Z,  X-t-Y+a,  on  reconnaît  que  la  surface;  est 
un  cylindre.  Celte  substitution  n'abaisserait  pas  le  degré 
de  Téqualion  générale. 


QIESTIOÎ^S. 


G48.  On  donne  l'équation  d'une  courbe  en  coordon- 
né(îs  polaires  J"  [p,  w)  =  o  ;  considérant  'u  comme  coïi- 
stante,  on  prend  la  tlérivée  de  celte  écjuation  par  rapport 
à  p  ;  on  élimine  p  entre  celle  équation  et  l'équation 
donnée  :  que  représente,  relativement  à  la  courbe 
y  [p,  w)  =  o,  l'équation  résultant  de  cette  élimination? 
Examiner  en  particulier  le  cas  où  l'on  donne  l'équation 
polaire  d'une  circonférence  ou  l'équation  polaire  d'une 
conique  rapportée  à  l'un  de  ses  foyers;  expliquer  les 
circonstances  que  l'on  rencontre  dans  ces  cas  particuliers, 
cl  former  des  équations  de  courbes  d'ordre  supérieur  an 
second  qui  présentent  des  circonstances  analogues. 

(Man.nheim.) 

649.  On  donne  une  surface  conique  du  second  degré 
sur  lacjuelle  on  peut  placer  un  trièdre  Irireciangle;  on 
sait(ju'i)n  peut  en  placer  alors  une  inlinilé;  par  les  trois 
arêtes  de  l'un  de  ces  trièdres  on  mène  des  plans  normaux 
à  celle  surface;  ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une 
même  droite  dont  on  demande  le  lieu,  lorsqu'on  déplace 
le  tnèdre  sur  la  surface  conique.  (iMaanh?:im.) 

030.  On  donne  un  point  P  dans  le  plan  d'une  conif[ue  ; 
on  sait  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées de  ce  point  sur  toutes  les  tangentes  de  la  conique  a 
un  point  double  en  P.  Démontrer  (jue  les  centres  de 
courbure  de  cettt;  courbe  correspondant  à  ce  point  double 


(   '9"  ) 
sont  à  égale  distance  du  diamètre  (jui  contient  le  point 

P  (*).  (Mannheim.) 

651.  Par  deux  points  A,  B  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe  de  degré  quelconque,  on  décrit  une  circonférence; 
on  fait  le  produit  des  distances  du  point  A  à  tous  les 
points  d'intersection  de  cette  circonférence  et  de  la  courbe 
donnée;  on  fait  le  produit  analogue  pour  le  point  B  :  le 
rapport  de  ces  produits  est  constant,  quelle  que  soit  la 
circonférence  passant  par  les  points  A  et  B. 

(Laguerre.  ) 

652.  Soient  P  et  P'  deux  polyèdres  convexes,  sem- 
blables et  semblablement  placés,  le  premier  intérieur  au 
second.  Prenons  sur  chaque  face  de  P'  un  point  et  joi- 
gnons-le aux  sommets  de  la  face  homologue  du  polyèdre  P: 
nous  formerons  ainsi  un  polvèdre  Q,  à  faces  triangu- 
laires, inscrit  dans  le  polyèdre  P'  et  circonscrit  au  po- 
lyèdre P.  Soit  Q'  un  quatrième  polyèdre  formé  en  joi- 
gnant un  point  pris  sur  chaque  face  de  P  aux  sommets 
de  la  face  homologue  de  P'.  En  désignant  par  P,  P',  Q, 
Q'  les  volumes  des  quatre  polyèdres,  on  aura 

d'où  Ton  déduira 


QQ'=rPP', 


P. 


(')  On  nous  a  fait  remarquer  que  l'existence  de  quatre  séries  de  cercles 
isojjonaux  h  trois  cercles  donnés  {voir  p.  gS)  avait  été  démontrée  pai' 
M.  Mannlieim  en  i853  {Nout-elles  Annales,  t.  XIF,  p.  1 13).  Dans  cet  article, 
M.  Mannlieim  faisait  voir  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent 
trois  cercles  situés  dans  un  même  plan,  sous  un  angle  donné,  est  comjiosé 
de  l'ensemble  de  quatre  droites  qui  passent  toutes  par  le  centre  radical 
des  trois  cercles  donnés.        P. 


(  >y  ) 

053.   DémonlrtM'  la  relation  suivanlc*  : 

(COS'<7  -h  cos'  h  -f-  cos*f  )^ —  4*'"^  [a  -\-  h  -\-  r) 
X  ( cos' a  cos'  b  -f-  cos'  b  cos'  c  ■+-  cos'o  cos' r  )  j 

—  4  cosa  cos  6  rose  cos  [a  -k-  b  -\-  c)  \ 

I   X  [cos'w -Hcos'6  H-C()S-r+ cos' (rt-l- ^  H-r]]  ,   =o. 

—  2  COS-  (  a  +  /-»  -h  c)  ( cos'  a  -f-  cos'  A  -h  cos' c  )  l 
-t-  4  cos'rt  cos'  ^  cos'r  H-  8  costf  cos  b  cosc  1 
X  ces  (  o  +  è -I- c)  +  cos^  (rt -4- />  +  c  j 

(SxiiEBOn.) 

654-.   Démontrer  que  si  o  (20))  =  o  (o)).cosfj),  ou  aura 

(p(w)  =  o((:) (Valtok.) 

655.  Soient  OA,  OB  les  demi-axes  d'une  ellipse  dont 
le  centre  est  O;  ANC  la  circonférence  décrite  du  point  O 
comme  centre  avec  OA  pour  rayon;  MN  une  perpendi- 
culaire à  l'axe  OA,  rencontrant  l'ellipse  au  point  M,  et 
la  circonférence  ANC  en  N;  P  le  point  où  l'ellipse  est 
rencontrée  par  le  rayon  ON,  et  Q  le  point  de  rencontre 
de  la  circonférence  et  d'une  perpendiculaire  à  Taxe  OA, 
menée  par  P:  si  Ion  prend  OR  =  OP  sur  la  direction 
du  rayon  OQ,  la  droite  RM  sera  tangente  à  l'ellipse  et 
perpendiculaire  à  OR.  (Sacchi.) 
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RECHERCHES  SIR  LA  SURFACE  DES  ONDES; 

Par  m.    DURRANDE, 

Professeur  au  Ivcée  de  Moulins. 


I. 

Équation  qui  donne  les  axes  d'une  section  flianiétrale 
d'un  ellipsoïde  en  fonction  des  parattiètins  du  plan 
sécant.  —  Théorème  quon  en  déduit . 

Soient  : 

n-         (r         r' 

l'équation  d'un  ellipsoïde,  et 

(2)  A^ -f-BjK -f- Cz=  o 

celle  d'un  plan  passant  par  son  centre. 

Cherchons  l'équation  d'où  l'on  puisse  déduire  les  demi- 
axes  de  la  section  elliptique  faite  dans  la  surface  par  le 
plan  (2). 

Il  suffit  pour  cela  de  prendre  les  formules  qui  servenJ 
à  obtenir  l'équation  de  la  courbe  dans  son  plan. 

Voici  le  tableau  de  ces  formules  : 

X  =zx'  cos  9  H-  y  ces  0  sin  cp, 
y  =^y'  sin  <p  — j'  ces  Ocos  (j>, 
z  =  y'  sin  9, 

a>  et  9  s'cxpriinant  en  A,  H,  C  par  les  formules  suivantes  : 

/  ^  n  -C 

I  tang  (p  =  —  -  »  cos  0  =r  — —  ■, 


\/a  -hB' 

sin  0  = 


v'a-h-b^  s 

—  B 

-osy=    ^ -— .  S'=  A'-4- B'-f-C. 

Ann.  </<-  Malhémat.y  o«  série,  t.  II.  (Mai  iPf3.)  i  3 


(  '94  ) 
Si  ou  substitue  les  valeurs  de  {jl\j,  z)  dans  l'équation 
delà  surface,  l'équation  de  la  courbe  d'intersection  pi^end 
la  forme  Mx^  -\-  Vxy  -+-  N j^  =  i,  et  l'on  sait  que  les  in- 
verses des  carrés  des  demi-axes  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion 

X  '  —  (  M  +  N  )  X  -1-  ^ y =  G . 

C'est  précisément  l'équation  chercliée;  si  l'on  met  à  la 
place  de  M,  N,  P  leurs  valeurs  en  A,  B,  C,  on  trouve  faci- 
lement que  l'équation  cherchée  est  la  suivante,  dans  la- 
quelle p  désigne  l'une  des  racines  : 


[/iV       I  rA'a^b'-\-c^)-h^^b''[a'-hc')-hOcHa'+f'')~\  »' 


o^  b'  c^ 

I 

/A.^a'->rWb--^C-c''' 

s^ 

\              a^b'c' 

(3] 


Je  désigne  par  R  et  R'  les  deux  racines  de  cette  équa- 
tion 5  on  aura  entre  les  racines  et  les  coefficients  les  rela- 
tions bien  connues  : 


I  r  A' a^{b' -{-€'-]  -hB'b'(a^-+-c')-i-ac'{a''-i-b'y 


a'b^( 
I   /A' a'  -4-B-b^  -^-  Ce' 


R^R'2        S-\  a'b'c' 
On  peut  se  proposer  de  chercher  l'expression  de  la  dif- 
férence  ^— •  Il  suffit  d'élever  au  carré  la  première  des 

R^        R  . 

relations  précédentes  et  d'en  retrancher  quatre   fois  la 
seconde.  On  trouvera,  en  effectuant  les  calculs  : 

I  I  \^ 

y]    S*a'b'c' 

K'       R'V 

=  [A'rt^  [b'—c')+B'b'  {n'  —  c']  +  Oc'  (a-—  b')]' 

-^/^A'Oa^c-(a'— b-){b'—c'). 

(*)  Cette  équation  coïncide,  à  la  notation  près,  avec  la  première  équa- 
tion (le  la  p.  2/0,  t.  XX.  (Question  675,  résolue  par  M.  Kessler.)    P. 


(   '93  ) 
Clierclions,  daulro  part,  les  angles  (jut-  (aii  le  plan  (2) 
ivoc  les  plans  tics  secli«,)ns  ri  reniai  rcs  de  rfrllipsoïdc.  Ces 
plans  sont  ronipris  dans  réqualion 


(4)  cx\la'—  b-zhaz\J  h^ 


o; 


on  en  conclut  facilement  que  les  angles  du  plan  (2),  avec 
les  plans  représentés  par  les  équations  (4)-  ont  pour  co- 
sinus les  expressions  suivantes  : 


CCS  V  = ^ 

b  S  v/«'  —  c= 


Arsjn^  —  b-  —  Cn  \l  b' 
C(»S  V    =  — 


doù  Ton  conclut  sans  peine  : 

^'S'sin' Vsin' V'=  [AV/-(/>-  —  c-)  -f-B=^'(fl'  —  r') 
.  -f-  CV'(rt-— /;=)]2~4A=C'rt^c'(rt=  — /;2)(/r  — fM. 

et  par  suite 

(5)  J-_-l-=(^J._ljsinVsinN, 

expression  qui  nionlrc  que  le  produit  des  sinus  ries  an- 
gles nu  un  plan  dùiinèlral  quelconque Jail  avec  les  plans 
des  seclions  circuLu/cs  diin  ellipsoïde  est  projforfion- 
nel  à  la  différence  des  carrés  des  inverses  des  dcnii- 
axes  de  la  section  faite  par  le  plan  diamétral  dans  Fel- 
lipsoïde, 

II. 

Définition  et  équation  de  la  surj'acc  des  (tndes.  —  Xature 
des  sections  faites  dans  la  surface  par  les  plans  coor- 
donnés. —  Points  simrnliers. 

Nous  venons  de  voir  (juc,  lorsqu'on  cotipenn  (dlipsoidc 


(  ^9^  ) 
par  un  plan  (a),  on  obtient  une  section  eUiplique  dont 
les  axes  sont  aR,  aR';  cela  posé  : 

Si,  suj'  une  perpendiculaire  ou  normale  au  plan  de 
cette  section,  menée  par  le  centre  et  de  part  et  diantre 
du  centre,  on  porte  les  longueurs  des  demi-axes  R,  R',  et 
au  on  fasse  ensuite  mouvoir  le  plan  de  la  sectiofi  de  toutes 
les  manières  autour  du  centre,  le  lieu  des  extrémités  des 
longueurs  portées  sur  la  normale  correspondante  est  une 
surface  au  on  désigne  sous  le  nom  de  surface  des  ondes. 

Proposons-nous  de  trouver  l'équation  de  cette  surface. 

Soient  (x,  /,  2)  les  coordonnées  d'un  point  de  la  nor- 
male au  plan  (a)  ;  on  a  entre  ces  coordonnées  et  les  pa- 
ramètres du  plan  les  relations 

X         y        z 

et  si  l'on  détermine  le  point  (.r,  y^  z)  par  la  condition 
qu'il  soit  à  une  distance  du  centre  égale  à  l'une  des  ra- 
cines p  de  l'équation  (3),  on  aura  en  outre  la  relation 

(n)  .r^  -t-  j  2  4-  z2  _—  p2_ 

Or,  il  est  clair  tiiie  Téquation  de  la  surface  des  ondes  ré- 
sulte de  l'élimination  de  p,  A,  B,  C  entre  les  équations 
(3),  (6),  (7).  Cette  élimination. conduit  à  l'équation 


^^^   j  _-  a'\{b--h  c'\v-—  h{a^  -{-c')  r^'—  (:'{a^-\~  b']z''-^a'-b'c^  =  o. 

Telle  est  l'équation  de  la  surface  des  onde^. 

Pour  nous  faire  une  idée  de  la  forme  générale  de  la 
surface,  nous  chercherons  la  nature  des  courbes  que  l'on 
obtient  en  la  coupant  par  les  plans  coordonnés. 

Si  l'on  fait  z  =  o  dans  l'équation  (8),  elle  prend  la 
forme 

{x^  -h  y-  —  c')  ( n''-  x-  -+-  b-  y^  --  «'/;■)  =  o, 
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équaliou  qui  se  décompose  en  deux  autres, 

.r'  +  _^  -  =  c^  j 

avec     3  =  o , 

les(|uelles  icprcsenient  un  cercle  et  une  ellipse.  Le  (  orcle 
esr  intéricui'  à  l'ellipse,  si  a^b^  c. 
Pour  .r  =  o,  on  aura  de  même 

(j'4-3'—  rt-)((5^-/'-hf'3-  —  b'c')  =  o, 

d'où  l'on  déduit  : 

(       j'-4-z'  =  n'        ) 

)  '     avec     .c  =  o, 

(  o''y^  -f-  c^z'  =  d-c'  \ 

équations  qui  représentent  un  cercle  et  une  ellipse;  mais 

le  cerle  est  extérieur  à  l'ellipse.  Enfin,   pour   y  =  o,   on 

trouve  : 

[        x-'H-  z"  =  b'        ) 

,  avec     y  =  o, 

r  rt'jc^  -h  c'^z-  =  rt'c-  1 

équations  qui  représentent  encore  un  cercle  et  une  ellipse 

qui  se  coupent  en  quatre  poinls,   dont  les  coordonnées 
sont  : 


,  /a'-'  —  b-  .  b-  —  c- 

y    d'^  —  6-  y    «■*  —  c" 

Si  l'on  construit  les  portions  de  ces  courbes  d'intersec- 
tion situées  dans  l'angle  dièdre  des  coordonnées  positives, 
on  aura  une  idée  de  la  forme  générale  de  la  surface  des 
ondes. 

Il  est  clair,  d'après  la  définition  d'où  nous  sommes  par- 
lis,  que  la  surface  des  ondes  se  compose  de  deux  iia})pes 
distinctes.  En  effet,  les  sections  diamétrales  de  rcllipsoide 
ont  leurs  axes  inégaux  ;  la  normale  fi  l'une  de  ces  sec- 
lions  rencontre  donc  la  sjufare  des  ondes  en  deux  points 


(  ^98  ) 

distincts  situés  de  part  cl  d'autre  du  centre  ^  les  sections 
circulaires  seules  ont  leurs  axes  égaux,  et  par  suite  les  nor- 
males à  ces  sections  menées  par  le  centre  ne  rencontrent 
la  surface  des  ondes  qu'en  un  seul  point  de  chaque  côté  du 
plan  sécant.  Il  n'y  a  donc  que  quatre  points  communs  aux 
deux  nappes  de  la  surface  des  ondes,  et  ces  quatre  points 
sont  les  points  communs  au  cercle  et  à  l'ellipse,  traces  de 
la  surface  sur  le  plan  des  zx. 

m. 

Coniques  sphciiques  et  ellipsoïdales.  —  Nouvelles  défi- 
nitions de  la  surface  des  ondes. 

Théorème.  —  Si  l'on  fait  mouvoir  le  plan  d'une  sec- 
tion diamétrale  de  l'ellipsoïde  (i),  de  telle  sorte  que  Vun 
des  axes  de  cette  section  reste  constant,  la  normale  au 
plan  sécant  décrira  un  cône  du  second  degré.  Et  suivant 
que  Vun  ou  Vautre  des  deux  axes  restera  constant,  la 
normale  décrira  deux  séries  de  cônes  orthogonaux  et 
homofocaux . 

Soient,  comme  précédemment,  R  et  R'  les  deux  demi- 
axes  d'une  section  diamétrale  quelconque  de  l'ellipsoïde; 
si  l'on  fait  mouvoir  le  plan  de  la  section  de  manière 
que  l'un  des  axes  reste  égal  à  2R,  les  extrémités  de  cet 
axe  devant  se  trouver  à  la  fois  sur  rdlipsoïde. 


.x'         1- 
rr  ^  b' 

4-  -  =  I, 

et  sur  la  sphère. 

11^         R^ 

z- 
+  K-  =  ' 

cet  axe  décriia  un 

cône. 

(9)    (''^-  ^')  ^  +  (A^  —  R^j  p  +;^—  R^)  -  =  o. 

Ce  cône  est  un  de  ceux  que  M.  Chasles  désigne  sous  le 
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nom  do  cônes  conjoints.  (Voir  Journal  de  Lioiiuilic , 
t.  III,  p.  43 1.)  11  résulte  des  belles  propriétés  démon- 
trées par  le  savant  géomètre,  que  le  cône  (9)  a  conslani- 
ment  pour  plan  tangent  le  plan  de  la  section  diamétrale 
lui-môme;  par  suite  la  normale  à  ce  plan  décrit  le  cône 
supplémentaire  du  cône  (p),  c'est-à-dire  le  cône  représenté 
par  l'équation 

(10)  .  J         .  _.. 


o^—R'        b'  —  K'        c'  —  R' 

Et,  en  vertu  de  la  léciprocilé  des  propriétés  des  cônes 
supplémentaires,  le  plan  langent  au  cône  (lo)  est  le  plan 
mené  par  la  normale  et  par  le  second  axe  de  la  section. 

Si  ou  laisse  constant  le  second  axe  R'  de  la  section  dia- 
métrale, la  noi  maie  décrira  le  cône 

(7-x'  b' y-  c- z' 

(ni  -H 1 r  =  o, 

^      ^  a'  —  R"         b'  —  R'^         r-  —  K'^ 

lequel  a  pour  plan  tangent  le  plan  conduit  par  la  nor- 
male et  par  le  premier  axe  R  de  la  section  diamétrale. 

Donc  les  plans  tangents  aux  cônes  (10)  et  {1 1),  suivant 
une  arête  commune,  se  coupent  à  angle  droit;  donc  les 
deux  séries  de  cônes  (10)  et  (11)  sont  telles,  que  chacun 
des  cônes  de  la  première  coupe  orthogonalement  chacun 
de  ceux  de  la  seconde,  et  réciprofjucment. 

De  plus,  tous  ces  cônes  sont  lioniolocaux;  en  elfct, 
leurs  cônes  supplémentaifcs  étant  des  cônes  conjoints, 
M.  Chasles  a  l'ait  voir  qu'ils  ont  tous  leurs  sections  cir- 
culaires parallèles  aux  sections  ciiculaires  de  rellipsoïde; 
donc  tous  les  cônes  représentés  par  les  étjuations  (lo) 
et  (11)  ont  pour  lignes  locales  les  normales  aux  sections 
circulaires  de  l'ellipsoïde. 

TiiKoniiME.  —  Les  deux  séries  de  cônes  (10)  et  (iil 
coupent  la  surface  des  ondes  sui\anl  deux  séries  de  co- 
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niques  sphériques  et  ellipsoïdales,  qui  sont  aussi  des 
courbes  orthogonales. 

Les  points  de  la  surface  des  ondes  qui  se  trouvent  à 
une  distance  du  centre  constante  et  égale  à  R  sont  sur 
la  splière 

mais  il  résulte  de  la  définition  de  la  surface  que  ces  points 
sont  aussi  sur  le  cône  (lo),  lieu  des  positions  de  la  nor- 
male au  plan  diamétral  de  la  section  dont  l'un  des  axes 
est  égal  à  R.  Donc  le  cône  (lo)  coupe  la  surface  des  ondes 
suivant  une  courbe  représentée  par  les  deux  équations 

,  x^  -+-  j'  H-  3^  =  R% 

(12)  <       a'x'  b^r"  c'-z^ 

I 1-  -; 1 =  O. 

(     «2  _  R2  /,2  _  l^.  ^a  _    ^2 

Cette  courbe  est  une  conique  sphérique.  Il  est  d'ailleurs 
facile  de  voir  que  l'élimination  de  R  entre  ces  deux  équa- 
tions reproduirait  l'équation  de  la  surface  des  ondes. 

Si  Ton  donne  à  R  toutes  les  valeurs  depuis  R  =  c  jus- 
qu'à R=  a,  on  voit  que  la  courbe  représentée  par  les 
équations  (12)  donnera  tous  les  points  de  la  surface  dès 
ondes.  Or  à  cette  courbe  en  répond  une  tracée  sur  l'el- 
lipsoïde et  qui  est  fournie  par  l'intersection  de  la  même 
sphère  et  du  cône  supplémentaire  du  cône  (10).  Si  on 
convenait  d'appeler  coniques  sphériques  supplément 
taires  celles  qui  résultent  de  l'intersection  d'une  même 
sphère  par  deux  cônes  supplémentaires,  on  pourrait  don- 
ner de  la  surface  des  ondes  une  nouvelle  définition  fort 
simple  et  qui  permettrait  d'obtenir  immédiatement  son 
équation.  On  pourrait  dire  que  : 

La  surjace  des  ondes  est  le  lieu  des  coniques  sphériques 
supplémentaires  des  coniques  sphériques  tracées  sur  la 
surface  de  Vellipsoïde. 

Tandis  que  le  rônc   (10)  coujie  Tune  des  nappes  de  la 
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surface  des  ondes  sui vaui  la  courbe  (  i .),  H  ,oupe  la  seconde 
nappe  suivant  une  courbe  représentée  par  les  équations 

l      a^x'-  Oy  ^2,', 

mais  R' est  une  quantité  variable.  On  peut  mn.re  tes 
équations  sous  une  autre  forme.  Aous  savons  quil  existe 
entre  R  e.  R' des  relations  qui  expriment  que  ces  deux 
quantités  sont  les  racines  de  l'équation  (3).  Si  dansées 
relations  on  substitue  à  A,  B,  C,  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  normale  au  plan  diamétral,  on  aura 

De  la  seconde  de  ces  deux  équations,  en  y  mettant  les  coor- 
données (.r  ,y,  z')  du  point  de  la  normale  qui  est  à  une 
distance  R'  du  centre,  on  tire 

et  si  on  désigne  le  second  membre  par  F^  on  voi.  ,,u,>  le 
cone  (,o)  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  qui  est  .-.. 
même  temps  sur  l'ellipsoïde 

en  sorte  que  les  équations  de  celte  seconde  courbe  son. 

1         ""''         -(-        ■•^"  z'' 

Reciproquemenr,  si  {.r,  y,    r)  .-si  r,.x.rémi.é  du  r..vo,. 


(•4) 
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vecteur  variable  et    [x',  j',  z')  celle  du  lavon   <oiislaut, 
ces  points  décriront  les  courbes  suivantes  : 

/  a-x- -\- b''j--\- c-z- =  P-, 


-^  w. :— :  +  ^. -tt:  =  o, 


P=  —  b'c''        P-  —  a'c-         P'  —  fi-  h- 

(l6)  )  ^-.^J2  f,2y.'2  ^■-.-'2 

(   «'-f-R'^        b'  —  iK"        c-'— R'- 

D'où  il  résulte  qu'un  même  point  de  la  surface  des  ondes 
se  trouve  à  la  fois  sur  une  conique  spliérique  (12)  et  sur 
une  conique  ellipsoïdale  (i 5). 

Tl  est  bien  facile  de  voir  que  ces  deux  courbes  se  cou- 
pent orthogonalement. 

En  effet,  la  tangente  à  la  courbe  sphérique,  au  point 
{oc^j^  z),  est  perpendiculaire  au  rayon  de  la  sphère  (12), 
ou  à  l'arête  commune  des  deux  cônes  orthogonaux  (10) 
et  (11)5  elle  est  donc  perpendiculaire  au  plan  tangent  à 
ce  dernier  et,  par  suite,  à  la  tangente  à  la  conique  ellip- 
soïdale qui  s'y  trouve. 

Voici  une  démonstralion  géométrique,  qui  a  l'avanlage 
de  conduire  à  une  autre  propriété  très-importante  de  la 
surface  des  ondes. 

Soient  OA,  OB,  les  deux  demi-axes  d'une  section  ellip- 
tique, ON  la  direction  de  la  normale  :  on  doit  porter  les 
longueurs  OA,  OB  sur  la  normale  pour  avoir  des  points 
de  la  surface  des  ondes.  Occupons-nous  du  point  A.  Soit 
OAi  =.  OA.  Menons  au  point  A  la  tangente  AT  à  la  sec- 
lion  elliptique  AOB,  et  une  autre  tangente  à  l'ellipsoïde. 
AT',  perpendiculaij^e  à  la  première. 

Si  l'axe  OA  reste  constant,  il  reste  comme  novis  l'avons 
vu  dans  le  plan  OAB,  et  par  suite  le  point  A  se  meut  sur 
la  tangente  AT  en  décrivant  un  élément  de  conique  sphé- 
rique. Mais  conmie  le  mouvement  du  plan  tangent  à  uji 
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lune  [)Out  èlio    (.oiisidcrc  cuuiuic   une  suiir  de   taouve- 


inents  angulaires  autour  de  l'arèle  de  conlaet,  fjui  en  e.si 
l'axe  instantané  de  rotation,  il  eu  résulte  que  pendant  le 
mouvement  de  l'axe  constant  OA,  l'axe  variable  OB  et  la 
normale  ON  se  déplacent  dans  un  plan  BON  perpendi- 
culaire à  OA.  Si  au  contraire  c'est  Olîqui  reste  constant. 
Taxe  OA  et  la  normale  se  déplacent  dans  le  plan  AON. 
ce  qui  montre,  ainsi  que  nous  l'avions  déjà  vu,  que  suivant 
(jue  OA  ou  on  restent  constants,  la  normale  décrit  deux 
cônes  orthogonaux. 

Mais  ceci  prouve  en  outre  (jue  les  exlréiniiés  des  axes 
eux-mêmes  décrivent  deux  séries  de  courbes  se  coupant 
à  angle  droit  5  car  suivant  que  OA  ou  OB  sera  l'axe  con- 
stant, le  point  A  se  déplacera  sur  la  tangente  AT  ou  sur 
la  tangente  AT'.  Examinons  comment  se  meut  le  point 
Al  qui  lui  correspond  sur  la  surlace  des  ondes.  IVndanl 
que  le  point  A  déciit  un  élément  de  conique  sphérique, 
il  en  est  de  mènie  du  point  A],  et  la  tangente  à  ce  dernier 
est  parallèle  à  OB  et  par  suite  à  AT.  Si,  au  contralie, 
Taxe  OA  est  variable,  le  point  A  se  meut  sur  une  courbe 
([ui  a  pour  tangente  A'J'',  et  le  point  A,  sur  une  courbe 
([ui  a  pour  tangente  A/l"^, ,  située  dans  le  plan  AON.  et 
partant  perjjendiculaire  à  A,T,. 
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Ceci  prouve  bien  que  les  deux  espèces  de  coniques  dé- 
crites par  l'extrémité  du  rayon  vecteur  de  la  surface  des 
ondes  se  coupent  à  angle  droit.  Mais  on  peut  remarquer 
en  outre  que  la  tangente  AiT, ,  qui  est  située  dans  un 
même  plan  avec  la  tangente  AT',  est  perpendiculaire  sur 
cette  dernière.  Si  l'on  considère  une  position  de  OA  infi- 
niment voisine  OA'  dans  le  plan  AOjN  ,  et  pareillement 
une  position  OA',  de  OAj ,  on  remarquera  sans  peine  que 
les  deux  triangles  OAA'  et  OAi  A',  sont  égaux,  et  par  suite 
que  les  deux  tangentes  AT'  et  AiT',   sont  rectangulaires. 

Enfin,  et  c'est  la  conclusion  principale  à  laquelle  je 
voulais  aniver  par  cette  démoiistration  géométrique,  on 
voit  que  le  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes  au  point 
Al  s'obtient  en  faisant  tourner  le  plan  tangent  àVcl- 
lipsoïde  au  point  A,  de  yo°  autour  de  Vaxe  OB. 

Cette  propriété  est  une  des  plus  importantes  de  la  sur- 
face des  ondes.  (  La  fin  prochainement.  ) 


CORRESî'0\DA\CE. 


M.  Cremona  nous  prie  d'insérer  la  lettre  suivante  que 
M.  de  Jon  qui  ères  lui  a  adressée  : 

«   Vera-Cruz,  le  6  lévrier  i863. 
«    Monsieur, 

»  Vous  avez  en  la  bonté,  dans  votre  Introduction  à  la 
»  théorie  des  courbes  planes,  de  citer  quelques  théo- 
>)  rèmes  que  j'ai  donnés  dans  un  article  inséré  au  t.  VI 
»  (s*.*^  série)  du  Journal  de  M.  Liouville  pour  i86"i.  J'ai 
»  1  honneur  de  vous  faire  remarquer  que  plusieurs  de 
»  ces  théorèmes  sont  énoncés  par  moi  en  termes  trop 
»   absolus,  quand  il  s'agit  des  séries  de  courbes  d'ordre  // 
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).   el  d'indice  N.  Les  nombres  qui  ligu,  eut  dans  ces  cnon- 

.>   ces  sont  absolument  exacts  si,  les  courbes  étant  d'un 

>.  degré  quelconrjue,  Tindicc  N  =  , ,  c'est-à-dire  si  la  sé- 

"   ne  est  un  faisceau,  ou  encore  si,  l'indice  N  étant  ciuel- 

))  conque,  les  courbes  se  réduisent  à  des  droites    Mais 

..   poiir  «  et  N   à  la  fois  quelconques,  les  nombres  don! 

»   il  s  agit  (sauf  celui  du  théorème  I)  sont  des  limùes  ui- 

..  pcrieures  et  non  des  nombres  absolus,  ce  que  j'ai  eu 

»   tort  de  ne  pas  dire.  Il  faut  donc  ajouter  à  la  plupart 

•)   <i^^c^lhcorèmes  CCS  mots -en  général  et  au  plus    Par 

'.  exemple,    l'énoncé  du    théorème   V  doit  se  terminer 

"   ainsi  :   ...   /e  heu  des  points  d'intersection  de  deux 

..  courbes  C,„,  C„  corrcspondnnies  est  en  général  et  au 

»  plus  du  degré  J^  [,n-\-  n). 

»  II  en  est  ainsi,  en  particulier,  du  théorème  IX,  que 
>.  M.  li.schofla  énoncé  le  premier,  sans  restriction  5  du 
»  moins  il  a  été  énoncé  ainsi  dans  les  Nouvelles  annales 
'>  de  Mathématicpics.  Quand  je  le  lus  dans  le  manuscrit 
"  de  ce  journal,  j'écrivis  à  l'excellent  et  regrettable 
•'  M.  Terquera  pour  le  prévenir  que  le  théorème  me 
»  semblait  trop  général,  car  il  ne  s'appliquait  pas  aux 
»  coniques;  aussi  M.  Terquem  ajouta-t-il  une  note  très 
»  discrète.  Plus  lard,  il  me  vint  des  scrupules  d'avoir  osé 
»  suspecter  l'analyse  de  U.  Bischoil,  qui  est  très-honora- 
»  blement  connu  dans  la  science,  et  je  préférai  me  sus- 
»  pecter  moi-même.  De  là  les  efforts  que  je  fis,  dans 
')  l'article  précité  du  Journal  de  M.  Liou^ille.  pour  me 
»  mettre  d'accord  avec  U.  Bischoif,  et  notamment  dans 
»  le  §  XI,  où  je  me  livre,  à  légard  des  coniques,  à  des 
»  insinuations  qu'elles  ne  méritent  sans  doute  pas. 

»  J'ai  reconnu,  depuis  lors.  (,u'il  eût  été  plus  sage  de 
»  men  tenir  à  ma  première  opinion,  cl,  comme  je  ne 
•>  voudrais  pas  que  l'insufhsancc  de  ma  rédaction  put  in- 
>'   duire  en  erreur  .h-  jeunes  géomètres,  je  m'empresse  de 
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»  vous  la  signaler,  eu  vous  autorisant,  Monsieur,  à  faire 
))  dans  ce  but  l'usage  que  vous  voudrez  de  la  présente 
»   lettre.  « 

Note.  —  Par  la  publication  de  cette  lettre  de  son  sa- 
vant ami,  M.  Cremoua  se  propose  de  prémunir  les  jeunes 
lecteurs  de  son  Inlroduzione  contre  les  défauts  des  énon- 
cés qui  concernent  les  séries  de  courbes  d'indice  quel- 
conque. Une  Note  rectificative  de  M.  de  Jonquières  sur  le 
même  sujet  a  été  insérée  dans  le  XX\1'^  volume  du  Jour- 
nal de  M.  Liouville  (février  i863). 


Î^OTE  SIR  LES  ni46I\AIRES; 

Par  m.   Jdles  SABATIÉ. 


Dans  tous  les  Cours  d'Algèbre  on  a  soin  de  remar- 
quer que  les  nombres  négatifs  n'ont  point  de  logarithmes, 
et  Ton  renvoie  aux  livres  d'analyse  pour  \  montrer  que 
Ton  peut  trouver  pour  les  nombres  négatifs  des  loga- 
rithmes réductibles  à  la  forme  générale  des  quantités  ima- 
ginaires, aH-^v  —  1- 

En  trigonométrie,  il  se  présente  aussi  des  fonctions 
impossibles,  lorsqu  en  étudiant  les  fonctions  inverses  on 
tombe  sur  des  expressions  de  la  forme 

(i)  j  =  arcsin  { I -4- /■'), 

car  il  n'existe  point  d'arc  dont  le   sinus  soit  plus  grand 
que  le  rayon . 

Je  crois  que,  jusqu'ici,  on  s'est  borné  à  dire  que  de  tels 
arcs  n'existent  pas,  négligeant  de  rechercher  si  de  telles 
quantités  ne  sont  point  réductibles  à  la  forme  a-\-h  \J —  i . 
Or,  je  vais  démontrer  qu'il  en  est  ainsi. 


(  '^'n  ) 

Pour  cela  je   forai  lemarquci    «[u'uik-   f«)iuiluii  (luel 
conque  telle  que  (i)  peut  rentrer  clans  la  suivante 


(2)  _>'=:  arc  sin  y/ I  -t- J^' 

qui  se  prête  mieux  au  caleul. 

Or,  si  maintenant  nous  convenons  d'étendre  à  ces  fonc- 
tions les  règles  ordinaires  de  la  dillérentiation  (conven- 
tion qui  évidemment  n'a  rien  que  de  permis,  puisque 
ces  mêmes  règles  ont  été  étendues  aux  fr)nctions  imagi- 
naires), l'expression  (2)  nous  donne  : 

.rd.T. 


r/.  y/i-j-.r-  >J  \ -^  x'  ilx 


y — .r-  .ry/— t  v'i-f-. 

et  par  conséquent 

, r    dx 


y/i-l-a:^ 
<'n  traitant,  selon  l'usage,  y  —  1  commeunecon>ianie.  Or 

/.nlx 
4-  dx 
y/iH-^' 


/ 


d.  (y/i  -f-.r-    J-  .r) 


-f-  \/ 1  4-  J-' 
de  sorte  que 


'      =l(.r-j-v/i  -f-x'), 


y  ou  arcsin  y/ 1  -|-.r'  =  C—  y'—  1  I  [x-^r-  y-  i-|-x^). 

Reste  à  déterminer  la  constanie  arbitraire.  Pour  celafai- 
sons  T  =  o  dans  l'égalité  précédente,  cl  [)renons,  ce  que 
nous  sommes  libres  de  faire,  la  valeur  positive  de  y'i  5  il 
vient  ainsi 

arc  siri  i  =  C  —  y  — i  1. 1  =:C, 


(    -^oS   ) 
d'où 

C  =  2  ^-  CT  H , 

o 

A  étant,  à  l'ordinaire,  un  nombre  positif,  négatif  ou  nul. 
On  a  donc  en  définitive 


[a  )  arcsin  \  i  -|-.r-  =  (  2  /  cr  -t-  -  1  —  \  —  1  I  (  j:  -+-  v  i  -+- •2'^ j • 

Avant  d'aller  pkis  loin,  il  est  bon  de  vérifier  que  cette 
formule  n'est  point  en  contradiction  avec  la  formule  des 
logarithmes  imaginaires.  Pour  cela  donnons  à  x  \a  va- 
leur zéro,  dans  l'expression  (a),  mais  prenons  la  valeur 
négative  de  \  i  ;  il  vient 

arcsin( —  i)  =  (2X0  H |  — \ — i  l.( —  1  ), 

mais  on  sait  que 

1  (  —  •)  ^^^  [2.nzj  -H  ct)  \  — I  . 
On  a  donc 


(  —  i)=(2/ctH j  +(2«CT-|~ri) 


3i 

=  T^  (n  -\-  fi\  u:  -\ 


résultat  conforme  à  ce  que  Ton  trouve  directement. 
Prenons  encore  la  fonction 


y  =  arccos  \  1  + j:-. 

Par  des  calculs  identiques  aux  précédents,  on  arrive  à  la 
formule  suivante  : 

{  f)  )         arc  cos  y'  1  -(-  x'  =  2  /' m  4-  y  —  il.  [x  +  V' i  +  •^')  t 


(  '^"9  ) 
(le  sorte  qu'en  ajoiitaiil  [a)  el  [b)  on  a 

arc  sin  y  i  -f-  a-  -t-  arc  cos  y  i  -h  a:^  =  2(A-f-XMo-|-  —  , 

3. 

eoinme  dans  les  cas  ordinaires. 

En  appliquani  la  même  mélhode  aux  fonctions   sui- 
vantes 

I  I 


ou  arrive  à  des  formules  analogues-,  de  telle  sorte  que  les 
arcs  dont  les  sinus  ou  cosinus  sont  plus  grands  que  l'u- 
nité et  les  sécantes  ou  cosécantes  moindres  (jut;  c  sont 
réductibles  à  la  forme  typ-  (t  -\-  h  \l —  i . 


SECONDE  SOLlTIOiV  DE  LA  QIESTION  C2i 

(  voir  2'  série,  l.  I",  p.  3i5  ;  ; 

Par   m.    Eugknk  CELTRAMI. 


Un  angle  Irièdrc  trircclanglc  mobile  a  son  sommet 
en  un  point,  fixe  pris  sur  une  surface  quelcoiupu'  du  se- 
cond ordre ^  le  plan  déterminé  par  les  intersections  de 
ses  trois  arêtes  ai'ec  cette  surjacc  passe  consta/nment 
par  un  même  point  de  la  normale  issue  du  sonutiet  fixe 
de  l'angle  trièdre.  On  demande  le  lieu  de  ce  point,  lors- 
(jue  le  sonnnet  du  trièdre  parcourt  la  surjace  donnée. 

(Mankheim.) 

Soient 

l'équation  de  la  surface.  (Xo,  Jo-.   -o)   ">i  quelconque  de 
ses  points;  on  aura  ideniiquement 

Ami.  (Il-  M.ilhi'niiil.,  •!''  siTio,  l.   II.   (  M:ii  i8Ci,-.  '4 


(     210    ) 

En  désignant  par  ^  la  distance  de  l'origine  au  plan  tan- 
gent en  ce  point,  les  cosinus  des  angles  que  la  normale 
fait  avec  les  axes  des  x^y  et  z,  seront  respectivement 


—  §ûx„     —  S  bj„, 


§cz„ 


Cela  posé,  concevons  un  nouveau  système  d'axes  ortho- 
gonaux des  ^,  V?  et  ^,  ayant  leur  origine  au  point  {xo,  Joi 
Zq)  et  formant  avec  les  axes  primitifs  des  angles  dont  les 
cosinus  sont  indiqués  dans  le  tableau  suivant  : 


g 

r, 

l 

.r 

^■1 

'J-i 

'J-i 

r 

S, 

(5. 

'"'3 

z 

7i 

7-^ 

7^ 

En  nommant  \^  u,  v  les  cosinus  des  angles  que  la  normale 
fait  avec  ces  noviveaux  axes,  on  aura 


;2) 


\  =  —  (î(«a,  x„  -\-  b^.fo  ■+-  cy,  z„), 


et  les  équations  des  droites  ^,  r,  et  ^,  rapportées  aux  pre- 
miers axes,  seront  respectivement 


Y  =y„-\~lè,, 


X  Xq  —f—  TiUj  y 


X  —  Xq  — i—  -Xj  j 


dans  chacune  desquelles  les  variables  des  deux  systèmes 
se  rapportent  au  même  point  de  l'espace. 

Au  moyen  de  ces  équations  et  des  équations  (i)  et  (2), 
on  trouve,  pour  les  intersections  des  trois  nouveaux  axes 


avec  la    sut  lace,    les    valeurs  suivanles  de  £,  ri  el  ^,  que 
nous  désignerons  par  ç,,,  y/y  cl  ,^0  '■ 


-.0  -^-^ 

I    'J{{ix!,-\-  bol  +  f'fl 


de  sorle  que  réqualioii,  en  H,  y;  et  ^,  du  plan  mené  par 
ces  irois  points,  pouira  se  mettre  sous  la  forme 


:3) 


Or,  l'équation  rie  la  normale  éiani 


l 


1—S 


la  distance  r^  du  point  [Xq,  |o,  ^0)  ^u  point  d'intersection 
avec  le  plan  (3)  est  donnée  par  la  formule 


et  comme  celle-ci  est  indépendante  de  la  direction  des 
droites  I,  m  el  ^,  la  première  partie  de  la  question  se  trouve 
ainsi  démontrée. 

Si  maintenant  on  désigne  par  x,  } ,  z  1rs  coordonnées 
(relatives  aux  premiers  axes)  du  point  {\uc  Ion  vient  de 
déterminer,  on  a 

a  -\-  If  -\-  c  '  a  -i-  b  +  c 

■-'.  cz^ 

a  -\-  b  -{-  c 

.4. 


(  ^I^  ) 


d'où  l'on  tire 


a  -\-  b  -\-  c  a  -h  b-hc  _a-\-  b  -h  c 

—  n-hb-\-c  a  —  6 -t- r  a -\- b  —  c 

En  éliminant  Xo,  j>  05  ^o  au  moyen  de  réqualion  (i),  on 
obtient  enfin 

a  [a -\- b -ir  cY     ,^       b  [a -^  b  +  cf     ^       c  (« -f- /;  4- c)'    ^ 

(_  rt  +  6  +  r)^  ■'"  "^   [a  —  b  +  cy  -^'"^    (^a  +  b  —  cY  ^'"~'' 

équation  dn  lieu  cherché,  qui,  partant,  est  une  surface 
de  second  ordre,  ayant  en  commun  avec  la  première  le 
centre  et  la  direction  des  axes. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QLESTION  287 

(voir  t.  XIII,  p.  191,  et  t.  XVII.  p.  3oi)  ; 

Pau  m.  Fortunato  P ADULA, 
Professeur  à  Naples. 


Si  l'on  divise  un  polyèdre  homogène  en  tétraèdres  au 
moyen  de  droites  menées  d'un  point  quelconque  M  aux 
sommets  dvi  polyèdre,  et  si  l'on  suppose  la  masse  de  cha- 
que tétraèdre  réunie  au  centre  de  la  sphère  circonscrite 
à  ce  tétraèdre,  le  centre  de  gravité  de  ce  système  de  points 
matériels  est  toujours  le  même,  quel  que  soit  le  point  M. 

(Bellavitis.) 

Soit  Al  As .  . .  A„  une  des  faces  du  polyèdre  donné  P  ; 
par  le  point  Ai  supposons  que  l'on  tire  les  diagona- 
les Ai  A3,  Al  A4,...,  AiA„_i:  M  Al  A  r_,  A^  sera  un  des 
tétraèdres  dans  lesquels  on  aura  décomposé  le  polyèdre 
donné  :  soit  Cw  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce 
tétraèdre,  et  Ox^  Oj,  Oz  trois   axes  orthogonaux.  On 


(  2i3  ) 


nommera  : 


A. 


"■'■     vr,     7,  ^  les  cuoiilonru'es  tl«'S  points  {     ' 


■*w' 

.'  OJ'      ~w 

s 

t.      Il 

d' 

dr 

les  (ustanccs 


M 

j  OA. 

OA. 
OM 


4'«,j  le  volume  du  tétraèdre  MA,A,_,  A^.  ... 

Los  coordonnées  Xoj,  yu>i  z,^  seront  déterminées,  commi' 
Ton  sait,  par  les  équations 

(«,      _^}u:^-+.((ï.      -t)y^-^rf,     -u)z^='-{d\    —n% 
(a,_,  -.v).r,^^+  (.(î._,  -  07,,-f-(7.-,—  «)  z^=~  [dl_,  —  n-), 


(a.     _.)x^,  +  (fi.     -t)y^^^{yr     -u)z,^=-^{dl     _«=), 


et  en  faisant 


à..  = 


A    = 


a,  —  .1  [i,  —  t  7,  —  « 

«r-l  —  S  fif_.|  —  /  7,_,  —  « 

«r  •*  pr  /■  7r  « 

</;  —  /,^  P.  —  i  ir  —  'i 

dr—  —   «'     pr_l  '  7r-.  —  « 


l  S  t  II 

'  y-^  pi     7' 

I  ar_i  pr-i  7r_i 

1  ar  pr         7, 

I  «•  /  // 

'  ''?  p.  7. 

I  r/;_,  p,_,  7,_, 

.  '/,  ^      y. 


(  2i4  ) 


à.  = 


ir-,  —  X  rr-,_,  — n^   -/r-i  —  « 
ar  —  s       dr  —  n^      7r  —  u 


fi,  —  ^  d^r "' 

_,  —  t   dr__, — n- 
g^  —  t       (il  —  n' 


a,  —  s 

A'"  = 

'Jt—\  •*■       ^r 

1        ce,—  s 

on  obtiendra 

a',_, 

•^^~2A 

J  Co  


2  A, 


I    s 

72' 

u 

1   «, 

^î 

y- 

I    ar_ 

^Z.^- 

7r- 

I      OLr 

dl 

7^ 

I      ^ 

t 

«- 

1    a, 

6. 

d\ 

I    ar_ 

?- 

dl 

1      rtr 

p. 

dl 

2^,> 

où  le  déterminant  i^u=  èV^o-  D'ailleurs,  si,  par  tous  les 
sommets  Ai,  A 2,  etc.,  du  polyèdre  donné,  on  mène  des  pa- 
rallèles à  l'axe  Ox,  sur  lesquelles,  à  partir  du  planj'z,  on 
porte  des  distances  proportionnelles  respectivement  à. 
d\^  dl,  etc.  (c'est-à-dire,  en  faisant  dl^=:  m§^,  égales  à 
Oi,  ^2,  etc.),  on  aura  des  points  A',,  A'^,  etc.,  que  l'on 
peut  prendre  pour  sommets  d'un  nouveau  polyèdre  P',dont 
les  faces  seront  déterminées  par  les  triangles  A',  A',._i  A',- 
cori'espondants  aux  triangles  dans  lesquels  ou  aui'a  dé- 
composé les  faces  du  polvèdre  donné.  Soit  M'  le  point 
que  l'on  obtient  de  M  par  la  même  construction,  ou  bien, 
faisant  n-  =  ///»',  le  point  (i^,  l,  u)  -^  nommons  w[^  le  vo- 
lume du  tétraèdre  M'A',  A',_i  A, .  et  l'on  aura 


A'  = 


I    flir           t 

H 

I      V 

t 

U 

I    niè,       .!}, 

'h 
7r-. 

=  m 

I    ^, 

7 

7r-, 

I    niBr        S, 

'ir 

I      §r 

^r 

7r 

:ouséqnent 

X, 

ni 

v' 

=  6i 


(  2^5  ) 

Mais  X  élaiil  Vx  du  teulre  de  gravité  des  masses  réunies 
aux  points  C,,,,  on  a 

le    .r 


Y 

~ 

Z 

— 

donc  on  obtiendra 

^  '  7.      Il'  ■y.V 

où  V,  V  sont  les  volumes  des  polyèdies  P  et  P'. 

Pareilleraenl,  si  l'on  forme  deux  autres  polyèdres  P" 
et  P'"  par  des  constructions  analogues  à  celle  indiquée 
pour  le  polyèdre  P',  on  aura 

(0 

(3) 

mais  les  volumes  V,  V",  \"'  des  polyèdres  P',  P",  P" 
ne  dépendent  nullement  de  la  position  du  point  M. 
Donc,  etc. 

lietnarques. 

1.  Dans  la  iorniation  des  déleiminants  A^o,  il  est  né- 
cessaire de  disposer  les  éléments  de  manière  qu'il  en  ré- 
sulte pour  A  une  valeur  [)Ositive  ou  néga(i\e  selon  que 
v'u  entre  positivement  ou  négativement  dans  la  composi- 
tion du  volume  total  V.  La  disposition  des  éléments  des 
déterminants  A^j,  A'L,  ùk'i  doit  être  réglée  d'après  celle 
des  éléments  correspondants  de  A^.  l' l  enfin  pour  chaque 
volume  »^oi  que  l'on  doit  icg.irder  comme  négalil  dans  la 
composition  d(;  \  ,  il  laut  substituer  au  lieu  du  [)oids  de 
l.j  m.isse  V(,>  uiiti  torre  verticale  lu'galive  appli<pu''e  au 
centre  C^  et  proportionnelle  A  w,,. 

2.  Les  points   A',,    A',,...,   A',   n(   sont  pa<  r-n    i;<-iici.d 


(2.6) 

dans  un  même  plan,  quoique  les  points  A,.  A.2,...,  A„ 
soient  les  sommets  d'une  même  face  du  polyèdre  donné  ; 
donc,  lorsqu'on  divise  le  polyèdre  P  en  tétraèdres,  on  peut 
prendre  le  point  M  d'une  manière  quelconque,  mais  il 
faut  décomposer  chaque  face  toujours  dans  les  mêmes 
triangles,  sans  quoi  les  volumes  \\  \",  \ '"  ne  resteraient 
pas  constants,  pai  ce  que  les  polyèdres  P',  P",  V"  eux- 
mêmes  changeraient,  et  en  conséquence  le  point  (X,Y,  Z), 
pourvu  que  Ton  y  considère  des  couples  comme  il  sera  dit 
dans  le  n°  6  pour  un  cas  plus  général. 

3.  Si  le  polygone  AjAa...  A„  est  inscriptible  dans 
un  cercle,  on  peut  démontrer  que  les  points  A',,  A'^,.  .  ., 
A',,  seront  dans  un  même  plan.  Dans  ce  cas  on  peut 
diviser  la  face  Aj  A,.  .  .  A„  en  triangles  d'une  manièxx' 
quelconque,  parce  que  la  pyramide  JNJ'A',  A', .  .  .  A'„  du 
polyèdre  P',  correspondante  à  la  pTraniide  MAj  A»...  A„ 
dans  le  polyèdre  P,  restera  toujours  la  même. 

4.  Si  le  polyèdre  P  est  inscriptible  dans  une  sphère, 
on  peut  fixer  à  son  centre  l'origine  des  coordonnées,  et 
l'on  aura  r/j  =  c?2  =  r/j  =  .  .  .  ;  donc  tous  les  sommets 
du  polyèdre  P'  seront  dans  un  même  plan  parallèle  au  plan 
yz^  et  par  conséquent  ^  '  =  0;  on  aura  de  même  ^  "=  o, 
V'"  =  o.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité  du  système  de 
points  indiqués  dans  la  question  est  le  centre  de  la  sphère 
circonscrite  au  polyèdre. 

5.  Si,  au  lieu  de  diviser  le  polyèdre  en  tétraèdres  ayant 
tous  le  même  sommet,  on  le  divise  d'une  manière  quel- 
conque, il  est  évident  que  le  théorème  a  toujours  lieu, 
pourvu  que  les  tétraèdres  qui  aboutissent  aux  faces  du 
polyèdre  donné  aient  toujours  pour  bases  les  mêmes 
triangles  dans  lesquels  on  aura  décomposé  chaque  face 
du  polyèdre.  La  démonstration  reste  la  même,  parce  que 
V  ,  u[  étant  les  volumes  de  deux  tétraèdres  correspon- 
dants quelconques  dans  les  polyèdres  P.  P'.  on  aura  de 


(  =^>7  ) 
môme 

_  w -"1-  __m\' 
2   le.  2V 

6.  Pour  diviser  chaque  face  du  polyèdre  en  triangles, 
ou  pourrait  prendre  dans  le  pla?i  de  la  face  Ai  A2.  •  .  A„, 
que  l'on  cousidère,  un  point  N,  et  former  les  triangles 
jNA,  A2,  NA2A3,....  NA„A,,  alors  ou  aura  le  même 
théorème  et  le  même  point  (X,  Y,  Z)  pourvu  que  l'on  re- 
garde le  point  N  comme  sommet  de  n  —  2  tétraèdres 
NA,  A2  A3,  ISA,  A3  A., .  .  . ,  NAi  A„_,  A„  de  volume  nul. 
Dans  ce  cas,  pour  chaque  tétraèdre  NAj  Ar_i  A,.,  on  aura 
pour  centre  de  la  sphère  circonscrite  un  point  Cr_ï  situé 
à  Tinfini  sur  la  perpendiculaire  à  la  face  A,  Aa-  •  .  A„ 
élevée  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
Aj  A,._,  A^,  et  le  poids  que  l'on  doit  appliquer  à  ce  point 
C,._2  est  nul.  Ce  poids  doit  ètie  remplacé,  comme  on  dé- 
duit des  équations  trouvées  ci-dessus,  par  un  couple.  En 
elîet,  la  position  des  points  C  étant  indépendante  des 
axes  des  coordonnées,  supposons  que  l'origine  soit  au 
centre  du  cercle  A,Ar_iA,.  circonscrit  au  triangle 
A,  Ar_i  Ar,  et  son  plan  celui  des  xj .  Soit  ±S  la  projec- 
tion du  point  M  sur  la  face  Ai  A,.  .  .  A„  ou  bien  sur  le 
plan  xj.  Nommons  ^,._2  la  puissance  du  point  N  par 
rapport  au  cercle  A,  A^-i  ^r-i  '■  on  aura,  quel  que  soit 
le  point  Mj, 

^^  a'."  I 

•'■'„  ^=    ^1      .^  r.,    =    '•?       2 


^. 


2  A  121'  ■■'    '■'  1  2 


mais  à  cause  de 

7,  =  7r_,    =7,    =0,          ,1, 

=  < 

on   a 

1      3C| 

fl, 

A,     =  —  H 

1    a,  _ 

fl, 

1      Xr 

^ 

(  ^-i8  ) 


fi» 


A'"  =:dl\l    a, 


I     «r-i 


=  (^î-« 


l     0!.r         Pr  I 

I     l      «,  ( 

1    ar 


=  rf: 


«1  P,  » 


i  a._,  p,._, 

I    a,.      8r 


donc  on  obtiendra 

I       ,      ''-2 


p,       I  j   î     S'.,  p. 

Pr      I  !  I    a,.         p. 


A,    Ar_iAr(«^-|-   ^V_j). 


Lorsque  le  point  M  coïncide  avec  le  point  N,  on  a 


<',   z,   =  -7  A,  A, 

0)     o>  fi 


Ar. ^V-^: 


donc,  si  sur  la  perpendiculaire  élevée  sur  la  face 
A,A2...A„,  du  côté  extérieur,  on  porte  une  droite 
quelconque  a,  il  y  aura  aux  extrémités  de  celle  droite  un 

,         /A,  Ar—,  Ar  .  f'r-2  A,   Ar-1  A,.  .  Âr-2 

couple 


6a  6rt 

De  même  on  déterminera  les  couples  qu'on  aura  des 
autres  tétraèdres  de  volume  nul,  et  le  centre  de  gravité 
de  toutes  les  masses  et  des  couples  sera  le  point  (X,  Y,  Z) 
déterminé  par  les  équations  (i),  (a),   (3). 

Il  faut  observer  que  dans  la  formule  '- — -^ la 

puissance  A,._2  est  positive  ou  négative,  selon  que  le 
point  N  est  extérieur  ou  intérieur  par  rapport  au  cercle 
A,  A,_i  A,  ,  et  que  l'aire  du  triangle  A,  A,_i  A,  sera  lou- 
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jours  positive  si  le  polygone  A,  A^.  .  .  A„  est  convexe,  et 
en  général  aura  le  mèrae  signe  que  dans  ré([ualion 

A,  A,.  .  .A„=  Il  A,  Ar_,  A,. 

Enfin,  pourvu  que  la  droite  a  reste  parallèle  à  elle-même, 
on  peut  la  fixer  dans  telle  position  qu'on  voudra,  et  à 
ses  extrémités  agira  toujours  le  même  couple  (*).  Si  le 
point  N  sur  la  circonférence  du  cercle  Aj  A^.i  A,,  on 
aura  ^,._a  ^  o,  cl  par  conséquent  il  n'y  aura  pas  de 
couple  à  considérer. 

7.  Si  Ton  ne  veut  pas  introduire  les  couples  susdits, 
c'est-à-dire  si  l'on  veut  considérer  seulement  les  tétraèdres 
effectifs  dans  lesquels  on  a  divisé  le  polyèdre,  alors  le 
lliéorème  aura  lieu  pour  tous  les  systèmes  de  tétraèdres 
que  l'on  peut  former  sans  changer  la  position  des  points  N, 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  manière  de  diviser  le  polyèdre 
en  tétraèdres.  Dans  celle  hypothèse,  les  polyèdres  P', 
P",  P'"  changeront  de  foiTne  et  de  volume;  ils  dépendront 
de  la  position  des  points  -N  dont  les  coordonnées  doivent 
être  introduites  dans  les  formules  trouvées  :  ainsi  le 
polyèdre  P'  aura  pour  faces  les  triangles  N'  A',  A'^, 
iS' A',  A'3, .  .  . ,  jN'  A'„  A',,  etc.,  et  son  volume  sera  égal  à 
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-  "'.  = 

I 
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' 
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1    I    /i' 
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(")  C'est  une  renianiue  à  faire  sur  la  théorie  «lu  centre  il'iiii  syslèine  cli 
lorccs  parallèles,  «[iic  lorsqu'il  y  a  un  cou|ilc  (P,  —  1*  )  applique  à  deux 
points  M  ,  N,  si  l'on  mène  une  droite  M'  ^'  é|;ale  et  parallèle  a  la  druile  M^ 
el  dirigée  dans  le  mi^inc  sens,  on  peut  transporter  le  couple  (P.  —  P  l  .iu\ 
points  M',  N'  sans  clian^^cr  la  position  du  centre  du  système. 


(     220    ) 

rt,  ^,  celant  les  coordonnées  du  point  J\,  rt 

}û  =  a^'  -\-  /;'  4-  c^ 

Dans  ce  cas,  quand  même  le  polyèdre  P  serait inscriptible 
dans  une  sphère,  le  centre  de  gravité  du  système  des 
points  Co)  qu'on  obtiendra  sera  en  général  différent  du 
centre  de  la  sphère,  à  moins  que  tous  les  points  N  n'exis- 
tent sur  la  sphère  circonscrite  au  polyèdre,  c'est-à-dire 
sur  les  sections  respectives  produites  par  ses  faces  dans 
la  sphère. 


«l  CENTRE  DE  GRAVITÉ  R'IIN  DÉ  A  JOIER  (QUESTION  307) 

(voir  t.  XIV,  p.  26^;  ; 

Par  m.  J.   DE  VIRIEU, 

Professeur  à  Lyon  (institution  Sainte-Barbe). 


1 .  Etant  donné  un  solide  homogène  de  forme  cubique, 
on  creuse  sur  ses  faces  des  cavités  toutes  égales  entre  elles 
qu'on  appelle  points,  et  ([ui  satisfont  aux  conditions  sui- 
vantes : 

Le  nombre  de  points  de  chaque  face  est  inférieur  à  7 
et  varie  d'une  face  à  l'autre  -, 

Deux  points,  soit  d'une  même  face,  soit  de  deux  faces 
différentes,  ne  se  pénètrent  pas 5 

Les  points  d'une  même  face  sont  disposés  de  telle 
sorte,  que  les  projections  de  leurs  centres  de  gravité  sur 
cette  face  ont  pour  centre  de  moyenne  distance  le  centre 
de  la  face  elle-même. 

On  demande  la  position  du  centre  de  gravité  du  solide 
ainsi  obtenu. 

2.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  le  solide 
pioposé  reposant  sur  un  plan  horizontal,  un  observateur 


(  •^•■^'  ) 

est  j^ilacé,  ili'l)oul,  clans  son  iiiléiieiir.  vi>,-à-vi.s  une  lace  ^ 
nous  désignerons  par  : 

Pi   la  face  liorizonlalc  située  sous  ses  pieds  ; 

Pj  la  face  verticale  située  devant  lui  ; 

P3  la  face  verticale  située  à  sa  droite  : 

Pt  la  face  verticale  située  à  sa  gauche; 

Ps   la  face  verticale  située  derrière  lui  ; 

Pc   la  face  horizontale  située  au-dessus  de  sa  tète; 

/i,,  iii,.  .  . ,  /?,;,  nombres  de  points  de  ces  faces  ; 

/;,  rapport  entre  le  volume  du  cube  primitif  et  celui 
«Tun  des  points  ; 

0,  distance  de  chaque  face  au  centre  de  gravité  d  un 
(le  ses  points  5 

c,  côt!é  du  cube  primitif. 

Les  nombres  /?,,...,  //,;  étant  distincts  et  phis  pitils 
que  7,  on  a 

// ,   -h  «2   -h  .  .   .  -f-  //,:  =  2  I  . 

3.  l{appelons-nous  : 

1°  Que  si  l'on  projette  plusieurs  points  i,'éométriques 
appartenant  à  un  même  plan  et  leur  centre  de  nioyennes 
distances  sur  un  plan  parallèle  au  leur,  la  projection  i\r 
ce  centra  est  le  centre  de  moyennes  distances  des  projec- 
tions de  ces  points  ; 

2"  Que  le  centre  des  moy<*nnes  distances  des  centres 
de  gravité  de  plusieurs  coips  égaux  est  le  centre  de  gra- 
vité du  système  (pie  forment  ces  corps. 

4.  Il  en  résulte  que  le  centre  de  gravité  du  système 
que  forment  les  points  d'une  même  face  se  trouve  sur  la 
droite  qui  joint  le  centre  de  cette  fa(  e  au  centre  de  la 
face  opposée  et  à  une  distance  de  la  première  égale  à  la 
distance  de  cette  même  face  au  centre  de  gravité  de  1  un 
de  ses  points. 

5.  Soient  P,  le  plan  des  {x .j)  ;  P3  le  plan  des  (  )  .  z)  : 
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Pg  le  plan  des  [z.x)~  les  demi -axes  des  coordon- 
nées positives  étant  dirigés  suivant  les  arêtes  du  cube 
primitif; 

^,  r,  ^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  ce 
cube  ; 

[Xf  .)i.Zi),.  .  .,  (Xfi.je-^e)  les  centres  de  gravité  des 
différents  systèmes  que  forment  les  points  de  chaque  face  ; 
on  a  : 

1  I 

l   =  -  c,  n    ■=.  -  c, 

2  ?. 

1  I 

2  2 

jrj=-c,  -Tî^c  — (î  =  -r+(-c—  5), 

2  2  \2  / 

X3=:(î=-f—    (-f—  ^jî     J3=-C, 
2  \  2  y  2 


•r,  =  c  —  §=i-c+[-c  —  §]',  y,=  -C, 
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^-^r' 


^,^a^^ic-ô^  i^c-  ^), 
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0.  Au  ceiiiie  de  graviié  appliquons  deux  lorces  verti- 
cales dirigées  en  sens  contraire  l'une  de  Tauire,  et  res- 
pectivement égales  au  poids  de  la  matière  qui  le  rem- 
plissait. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  centre  de  gravité  cherché 
est  le  centre  de  sept  forces  verticales  : 

L'une,  dirigée  de  haut  eu  bas,  appliquée  au  centre  du 
cube  primitif  et  égale  à  son  poids  ; 

Les  six  auties  dirigées  de  bas  en  haut,  respectivement 
appliquées  aux  centres  de  gravité  des  dilférenls  systèmes 
que  forment  les  points  de  chaque  face  et  égales  au  poids 
de  la  matière  qui  les  remplissait^  ces  forces  étant  les 
poids  de  corps  formés  d'une  même  substance  soiït  pro- 
portionnelles à  leurs  volumes,  volumes  ([uc  représentent 

/"^  /*•'  __   /•■* 

t     ,  €,,...,  t    , 

U  p 

et  par  conséquent  proportionnelles  aux  nombres 

/j,     //,,   /i„.  .  .,  n,. 

X,  y,  z  représentant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
cherché  ou  ses  distances  aux  plans  P3,  P5,  P, ,  on  a,  en 
vertu  de  la  théorie  des  moments  : 
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7.   Soit  D  la  distance  de  ce  centre  de  gravité  au  centre 
de  gravité  du  cube  primitif  5  en  posant 

N  =  («3  —  n,y  -+-  («,  —  n,f  -h  (//,  -  n,)\ 
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on  aura  : 


[-   C   —    'J 

p  —  21     \  2 


Je  maximum  el  le  minimum  de  D  correspondent  au  maxi- 
mum de  N. 

8.  Les  points  dont  le  nombre  sur  chaque  face  est  infé- 
rieur à  y  et  varie  d'une  face  à  Fautre  peuvent  être  répar- 
tis de  quinze  manières  différentes  ;  si  l'on  calcule  les 
quinze  valeurs  correspondantes  de  /?,  on  trouve  : 

Que  sa  valeur  minimum  3  correspond  au  cas  où  i  est 
opposé  32, 3  à4;5à6; 

Que  sa  valeur  maximum  35  correspond  au  cas  où  i  est 
opposé  à  6,  2  à  5,  3  à  4; 

Cette  dernière  disposition  est  précisément  celle  qui 
existe  dans  le  dé  à  jouer  oxxlinaire  :  c'est  la  seule  où  la 
somme  des  points  opposés  soit  constante. 

9.  Soient  r/i,.  .  . ,  <7e  les  distances  du  centre  de  gravité 
du  dé  à  jouer  ordinaire,  aux  faces  marquées  1.2,.  . ,  5.6: 
les  formules  A,  en  y  posant 

n,  =    I,    //,  =:  2,    /?.i  m   3,    //,  =  4'     '^'^  =   ^>    '^1   =  6> 

donnent 
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mmt  DES  QiESTioKs  \m  hésolies 

Proposées  dans  les  quinze  premiers  volunus  de  la  preraière  série 
des  Nouvelles  Annales, 


61.  (T.  Il,  p.  48.)  Deux  pyramides  convexes  qui  ont 
les  faces  triangulaires  égales,  chacune  à  chacune,  et  sem- 
hlablcment  disposées,  sont  égales.  (Catalan.) 

93.   (T.  IV,  p.  '25g.)   Soient  A,  B,  C  les  longueurs  de 

trois  cordes  issues  d'un  même  point  d'une  circonférence 

de  cercle,  13  étant  la  corde  intermédiaire  5  on  a,  comme  il 

est  facile  de  s'en  assurer, 

/\  /\  /\ 

(a)  AsinBCH- Csin  AB  —  Bsin  AC, 

et  la  surfacede  la  sphère;  A,  B  (.'t  C  rcprcscnt.mt  trois  arcs 

de  grand  cercle  issus  du  même;  point  d'un  petit  (  ciclc  ci 

terminés  à   leur  seconde   rcnconlrc  avec  ce  même   petit 

cercle,  on  a  une  relation  qui  ne  diffère  de  la  précédente 

qu'en  ce  que  les   longueurs  A.  lî.  C  sont  remplacées  pni- 

I  I  I 

tang  -  A,  tang  -  B,  tang  -  C. 

On  demande  s  il  v  a  une  rel.ition  analogue  à  la  rela- 
lion  (a)  pour  quatre  cordes  de  la  sphère  qui  seraient 
issues  d'un  même  point  de  la  surface. 

(Par   un   Abonné.) 

119  (*).  (T.  V,  p.  20a.)  Llne  droite  de  longueur  con- 
stante se  mouvant  entre  deux  droites  fixes  données  dans 
fiîspace,  chaque  point  de  la  droite  mobile  décrit  une  el- 
lipse-:  toutes  les  ellipses  sont  dans  des  plans  parallèles  ; 

(")  Cette  question  a   été  traitée  par  MM.  Vaiiquelin  et  VVœstyn,  t.  V, 

|).   3Gi.  Nous   n'en    ropro. luisons    l'cnonrf  f|ue   pour  l'intelligence   «le   la 
question  suivante. 

Ann.  de  Mathcmat  ,  j'  série,  I.  II.  (Mai   !8C>3.)  l5 
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leurs  centres  sont  sur  la  plus  courte  distance  entre  les 
droites  fixes;  le  lieu  des  ellipses  est  une  surface  du  qua- 
trième degré;  la  dioite  mobile  tourne  à  chaque  instant  au- 
tour d'une  droite  de  direction  constante,  perpendiculaire 
aux  deux  plans  parallèles  déterminés  par  les  droites  fixes. 

120.  (T.  V,  p.  202.)  Etablir,  au  moyen  du  théorème 
précédent,  la  théorie  de  l'axe  instantané  de  rotation  d'un 
corps  solide  se  mouvant  dans  l'espace  d'une  manière 
c[uelconque. 

493.  (T.  Vil,  p.  368.)  Trouver  et  discuter  l'équation 
de  la  surface  qui  jouit  de  cette  propriété,  que  la  somme 
des  distances  de  chacun  de  ses  points  aux  faces  d'un 
angle  trièdre  trirectangle  est  constante. 

240.  (T.  X,  p.  347.)  I-a  position  d'équilibre  d'un 
corps  surnageant  n'a  lieu  que  lorsque  la  dislance  du  cen- 
tre de  gravité  du  liquide  déplacé  au  centre  de  gravité  du 
corps  est  un  maximum  ou  un  minimum,  ou  bien  encore 
lorsque  le  centre  commun  de  gra\ité  du  corps  et  du  fluide 
déplacé  est  à  sa  plus  haute  ou  plus  basse  position. 

(Clausen.  ) 

245.   (T.  X,  p.  358.)  Soit 

supposons  que  Tj  Xa,  .Xq,.  .  .,  :r„  puissent  prendre  res- 
pectivement f7J,,  m,,.  .  .,  ni„  valeurs  différentes  ;  alors  z 
aura  au  plus  /tïj  m,.  .  .  /;/„  valeurs  différentes  ;  mais  il 
peut  en  avoir  moins.  Dans  quel  cas  ? 

251.  (T.  XI,  p.  ii4-)  Placer  les  huit  premiers  nom- 
bres sur  une  même  ligne,  de  telle  sorte  que  la  différence 
de  deux  quelconques  de  ces  nombres  ne  soit  pas  égale  à 
la  différence  de  leurs  rangs  dans  cette  ligne.  Combien 
existe- i-il  de  dispositions  de  ce  genre?  i  7382463 
est  une  de  ces  dispositions. 


(  ^^7  ) 
Placer  sur  un  é(;lii([iiier  huit /y?///<  v.  de  nuiiiièiiMju'au- 
tune  d'elles  ne  soit  en  prise  à  Tune  des  sept  autres.  La 
solution  est  une  eonséquencc  de   la  précédente. 

(E.     LlON^ET.) 

252.  En  ôtant  les  doubles  du  jeu  ordinaire  du  domino, 
il  reste  vingt  et  une  pièces.  On  peut  ranger  ces  vingt  et 
une  pièces  sur  une  seule  ligne,  conformément  à  la  règle 
du  jeu.  De  combien  de  manières  cet  arrangement  est-il 
possible? 

317.  (T.  XV,  p.  52.)  On  donne  sur  un  plan  :  i"  une 
conique  S  ;  a**  cinq  points  fixes  a,  b^  c,  d.,  P,  dont  l'un,  «, 
est  pris  sur  le  périmètre  de  la  conique.  On  propose  de 
mener  par  le  point  P  une  transversale  qui  coupe  la  co- 
nique en  deux  points  (réels  ou  imaginaiics  )  e,  o  situés, 
avec  les  quatre  a^  b,  c,  d,  sur  une  même  conique.  Dé- 
montrer qu'il  existe  en  général  deux  solutions. 

(De    Jo.NQUlÈRES.  ) 

324.  (T.  X\  ,  p.  22().)  Quelles  sont  les  [)liases  de  la 
terre  et  les  éclipses  déterre  pour  un  spectateur  placé  dans 
la  lune  ? 

325.  (T.  X\',  p.  isy.)  Soit  une  équation  algébriqut: 
çp  (.r)  =  q:^  tous  les  coefficients  sont  supposés  entiers  po- 
sitifsj  q  est  entier  positif;  /  étant  un  nombii-  entier  posi- 
tif, si  l'on  a 

?  (0  <  7'     ?  (^  +  •  )  >  7,        l'^'isant       h  =         VT^'         (  r^  ' 

t  -\-  h  sera  une  valeui'  appiochée  de  x  iO[n[)rise  entre  /  et 
A  -h  I  -,  discuter  celte  méthode  d'approximation  donnée 
par  Cardan. 

333.  (T.  XV,  p.  243.)  Etant  donnée  une  ligne  d'in- 
icrsection  de  deux  surfaces  de  degi-«;s  m  et  w,  quels  sont 
les  degrés  respectifs  des  surfaces  formées  par  les  nor- 
males principales,  les  tangentes  de  la  courbe  et  le>  axes 
des  plans  osculateurs? 


(  1-1^  ) 

342.  (T.  XV,  p.  353.)  ABC  est  un  triangle  insciit 
dans  le  triangle  abc^  A  est  sur  èc,  B  sur  «c,  C  sur  ab  \ 
trois  courbes  sont  données  dans  le  même  plan  ^  AB  touche 
une  courbe  en  y,  AC  touche  une  deuxième  courbe  en  |3  et 
BC  la  troisième  courbe  en  a  :  on  a,  pour  toute  position 
du  triangle  ABC. 

Av.Ba.C,S  _  aC.bk.c^ 
Ap.B'/.Ca  ~  rtBTÏCTcÂ* 

A  démontrer  par  des  considérations  de  statique. 

(MôBirs.) 


NOTE  SIR  LES  NORMALES  AUX  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE i 

Par    m.     DESBOVES. 


Les  nouveaux  théorèmes  sur  les  normales  aux  sur- 
faces du  second  ordre  peuvent  se  déduire  très-simplement 
de  quelques  équations  générales  (*).  Je  me  bornerai  ici  à 
un  petit  nombre  de  propositions  relatives  à  l'ellipsoïde. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  les  axes  mêmes  de 
l'ellipsoïde,  et  soient  représentés,  pour  abréger,  par 
L,  M,  N.  R,  les  polynômes 

X  >  -  Z' 

«^         b-         c- 
(^2  _  c^)jz  H-  c^'z.y  —  hy„z, 
(<"'  —  n^]  xz  -H  à^x.^z —  c-ZoX, 
(rt^  —  h'^')  xy  -h  b'^YoX  —  a'^Xt^y, 


(*)  Théorie  nouvelle  des  normales  aux  surfaces  du  second  ordre.  (Mallet- 
ftr«.r-lielier,  1862).  Nous  rendrons  prochainement  compte  de  cet  ouvrage.   P. 
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et  par  /,  /n,  n,  /•,  des  conslanles  arbitraires  :  il  esl  facile  de 
voir  que 

(i)  /L  H-  ///M -f-rtîN-|-rR  =  o 

est  l'équation  générale  de  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  qui  passent  par  les  six  pieds  des  normales  menées 
du  point  {xo-,jo,  Zo)  à  rellipsoïde. 

D'abord  la  surface  (i)  passe  par  les  pieds  des  six  nor- 
males. En  effet,  L  =  o  est  ré([ualioM  de  l'ellipsoïde,  et 
on  voit  facilement  que  les  coordonnées  des  pieds  des  nor- 
males partant  du  point.ro,  Yoi  ^o  doivent  satisfaire  aux 
équations 

M=::o,     N  =  o,     R  =  o, 

La  surface  (i)  passe  d'ailleurs  par  trois  points  arbilrai- 

....  ,  .  mur.. 

renient  choisis,  a  cause  des  trois  constantes — i  -i  -  aibi- 

traires  el  distinctes.  On  a  donc  bien  l'équation  la  plus 
générale. 

applications  de  Viuptadon  (i). 

Théouème  I.  —  Jamais  les  pieds  des  six  fiotniales 
menées  d'un  point  à  rellipsoïde  ne  peiwenf  être  su/ 
une  même  sphère. 

En  effet,  les  coefficients  de  x',  j%  z*  dans  l'équation  (i  ) 
ne  peuvent  devenir  égaux  pour  aucune  valeur  des  con- 
stantes. 

Théorè:me  II.  —  Les  six  normales  méfiées  d  un  point 
à  un  ellipsoïde  se  Iroui'e/il  toujours  sur  un  même  cône 
du  second  dei^rè.  (  (Ihasles.  ) 

Il  faut  faire  voir  «ju  en  déterminant  convenablement 
/,  m,  n^  /•,  le  point  (.«o,  )  o-,  2o)  [>ourra  être  à  la  fois  le 
centre  et  un  point  do  la  surface. 
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La  première  condilion  donne  les  trois  équations 


(2) 


rr„  —   f/z„  H =  O, 

h- 

«.I-„  —  ///  Va  H —    =  O 


Si   on   les  multiplie   respectivement  par  Xq,  ^  o-,  ^o^  '^'t 
rpi'on  les  ajoute  membre  à  membre,  il  vient 


el,  par  suite,  /  =  o. 

Les  é(|uations  (2)  douiient  alois 


•^0        ,Tu 


On  exprime  ensuite,  à  la  manière  ordinaire,  que  le  point 
(•^01  J01  ^0)  t^st  sur  la  surface,  et  Ton  a 

_,  +  ,(fl  +  ^  +  îlU„. 

\  n-  o-  c-  j 

La  condition  est  remplie,  puisque  /est  nul,  d'après  ce 
qui  précède,  et  le  théorème  est  démontré. 

Si,  d'ailleurs,  on  veut  avoir  Téqualion  du  cône,  il  suf- 
fira,  dans    l'équation   (i),  de  remplacer  /,  m,  /7,  ;•  par 

TnÉoiiiLME  IIL  —  Si^  d  un  point  quelconque ,  on  mène 
les  six  normales  à  un  ellipsoïde  et  qu  on  fasse  passer  un 
plan  par  les  pieds  de  trois  quelconques  d^ entre  elles^  et 
un  autre  par  les  trois  pieds  restants,  les  coordonnées 
a^  ^,  y  ]  a',  j3',  y'  des  pôles  des  deux  plans  sont  liées  par 
les  équations 

xo''=  —  rt%       jijii'  =  —  h'',      yy'  =  —  r-. 
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Théorème  IV,  —  Les  pôles  fies  plans  dont  il  est  ques- 
tion dans  ri-nonce  pivcédeni  se  ti auvent ,  quel  que 
soit  le  point  de  départ  des  normales^  sur  une  même  sur- 
face du  qualrii'.nie  ordre  dont  l'équation  est 

Théorème  V.  —  Les  plans  qui  ont  leurs  pôles  sur  la 
surface  précédente  sont  tels,  que  les  normales  qui  ont 
leurs  pieds  sur  la  section  correspondante  de  f  ellipsoïde 
se  coupent  trois  à  trois  sur  une  même  droite. 

Les  trois  lliéorèines  qur  nous  venons  d'énoncer  s  éla- 
blissenl  immédiatement,  et  pour  ainsi  dire  sans  calcul,  en 
identifiant  l'équation  (i)  et  la  suivante  : 

fff.x         H  y         72  \   l' x' Jc         fi'r         y' z         \ 

b  -^  Z^  +  7^  -  '  )  iv  -^  -l^  +  TT-  )  =  »■ 

Pour  étudier  de  plus  près  le  problème  des  normales 
menées  des  différents  points  d  une  section  de  Tellipsoïde, 
ou  prend  une  nouvelle  équation  générale  obtenue  comme 
l'équation  (1),  mais  eu  choisissant  comme  axes  coordon- 
nés les  axes  mêmes  de  l'ellipse  de  section  et  une  perpen- 
diculaire à  son  j)lan  menée  par  son  centre. 


PROBLEMES  SIU  LES  SIRFACES  Dl  SECOM»  OIIIUIE 
LIGIVE  HES  COIKBIKES  SEMBLABLES. 


PnOBLÈME   I.    —  Mener  par  le  centre  Je   la  suijace 
du  second  degré 

(1)  Ax-  +  Bj'-H  Ce'  =r  I 

un  plan   repn'senfc  par  l  l'-qualion 

(2)  ar-Hpr-hvz— n,      (  a' -+- P' +  y"  =  i  )' 
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de  telle  sorte   que  la  section  S  soil  une    conique  sem- 
blable à  une  conique  donnée. 

Soient  2E  et    s>.F   les    axes   de   la   section    chercliée. 
Comme  celte  courbe  doit  être  semblable  à  une  conique 

E 
donnée,  le  rapport—  est  une  quantité  connue.  Afin  que 

les  deux  axes  entrent  d'une  manière  symétrique  dans  le 
calcul,  nous  poserons 

E       F       E^  -h  F^ 


F        E  EF 

ou 

(E'-f-  F^)- 


;3)  x= 


E=F^ 


Le  paramètre  X-,  qui  définit  l'espèce  de  la  section,  sera 
posilil  ou  négatif  selon  que  cette  section  sera  une  ellipse 
ou  une  hyperbole.  En  particulier  on  aura  X^  =  4  dans  le 
cas  d  un  cercle  ;  X*=:o,  dans  le  cas  d'une  hyperbole  équi- 
latère;  X^  =  00  dans  le  cas  d'une  parabole. 

Pour  exprimer  X^  en  fonction  des  données  du  problème, 
je  fais  la  projection  S'  de  la  conique  S  sur  le  plan  des  ^z. 
L'équation  de  celte  projection  sera 

A  (^J-t2îY  ^Br-{-Cz'=  I, 
ou  bien 

Si  Ton  nomme  2e  et  ayies  axes  de  S',  on  aura 
I 


I         A(p^-h7^)H-(B-hC)a= 

_  (B  +  C  — A)a'-f-A 

'    /^ 

a- 

1            (Ap'-}-BaM  (A7-+-Ca- 

)-  ^^'r 

f\f'  ~                                            ûl' 

_  BCa^-l-  ACp-f-AB7^ 
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On  aura  donc 


BCa'-t-ACp'-f- AB7' 

(  B  +  C  —  A  )  g^  +  A 
BCaM-ACp'-t- AR7'' 


Remarquons  en   passant  que  la  valeur  de \-  —  ne 

111  ^2       yj 

dépend  c|ue  de  a,  ce  qui  donne  le  théorème  :  La  somme 
des  carrés  des  inverses  des  axes  est  la  même  pour  toutes 
les  sections  dont  les  plans  font  le  même  angle  cwec 
l 'un  des  axes  principaux  de  la  surface. 

Si  l'on  leprésenle  par  2e',  2^,  2t;",  Jif"  les  axes  des 
projections  de  la  conique  S  sur  les  deux  autres  plans 
coordonnés,  on  aura  de  même 


BCa-H"  ACfJ-  4- ABy^ 


■f" 


BCa^-i-ACfi--h  ABy^ 
BCa   -H  AC^M^'ÂB^' 


e"^.r,=    (A-hB-C)v'-4-C 
•^  BCa^ -f- AL^'4- AB7 

Donc,  en  vertu  des  relations  (question  03i.  p.  24) 

E^p  _  c'f'+  c'\f"  4-  ^''"/"', 
2E'-h2F'  1=  6''-t-/--(-  c"  -)-/''+  c"'4-/"', 

nous  aurons 

1 

L'j  p.- ^ 

~"  BCa^-4-ACp  -I-AB7'' 

'  BCa^-H  ACfl'^-f- AB7^ 

♦n  posant 

a'rr  I    --  a^       p'^—   I  —  p%      7"  =r  r  —  7  . 


De  là  on  déduit  — --:= — -  ■>  ou 
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-  ■>  ou 


^     '  '  BCa^-t- ACp'-l- AB7' 

Telleest  la  relalioiiqui  doit  exister  entre  les  cosinus  a,  ,3,-/, 
qui  déterminent  la  direction  du  plan  sécant,  pour  que  la 
section  soit  semblable  à  la  conique  dont  la  forme  est  dé- 
terminée par  le  paramètre  X". 

*  lieniarques.  —  Les  sections  faites  par  des  plans  paral- 
lèles dans  une  surface  du  second  degré  étant  semblables, 
l'équation  (3)  conviendra  à  la  section  faite  par  le  plan 

^'-•'^  +  pJ  -+-  7~  =  ^> 
quel  que  soit  d. 

La  formule  (3)  conviendrait  encore  à  la  section  faite 
par  un  plan  quelconque  dans  l'un  des  deux  parabo- 
loïdes.  Il  suffirait  de  faire  nul  l'un  des  coefficients  A, 
B,  C. 

PnoBLiaiE  IL  —  Trouver  r équation  du  lieu  des  dia- 
mètres conjugués  aux  plans  qui  remplissent  les  condi- 
tions du  problème  I. 

Soient 

(4)  —=--  =  -,        i^ni-'^n'-^p^-=i) 

m         n        p 

les  équations  du  diamètre  conjugué  au  [)lan  (2).  On  aura 

m  k.         «B       pC  ; ■ — 

=  -—  —  ' —  =  V  w'  A^  -+-  «'B-  -+-  o-  C-'  . 

«  P  7 

Les  valeurs  de  a,  |3,  y,  tirées  de  ces  équations  et  portées 
dans  l'équation  (3),  donneront 

^,  _  y  A^  nf-  +  B'^  rv  -\-  Ç? p' 


'  A'w'  +  B'«'-hCV= 
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ou  bien 

,  ,^  _  [A' (B  -h  C)  m'  -h  Ti^A  -hC)  n' -hC^X-hB) p-^y 
'"  ABC  (A  m'  -t-  B  //-  -l-  C/j')  { A^ w'  -|-  B'ra'  ■+  C'p'  )  ' 

11  sulïira  donc,  pour  avoir  le  lieu  cJeiiianclc,  d'climiiicr 
m,  /<,  /}  entre  celte  équation  cl  les  cH|ualions  (4),  <e  qui 
donne;,  eu  chassant  le  dénominateur, 

j  ABCA'(Aj:'-t-Bj2-h  Cz^)  (A'.r=+  B'r'-\-C'z'] 

'^^    I   =rA^(B-f-C).r--'  +  B=(A-HC)j'-hCMA-+-B)z']% 

équation  d'un  cône  du  quatrième  degré. 

Problème  IIJ.  —  Trouver  sur  une  surface  cht  seconrl 
f/egrà  le  lieu  des  points  qui  ont  des  indicatrices  sent- 
hlahlcs  (*),  cVsl-à-dire  tels,  que  des  plans  parallèles 
aux  plans  tangents  menés  à  la  surjace  en  ces  points 
coupent  la  surface  suivant  des  coniques  senihlahlcs. 

Ce  lieu  est  évidemment  donné,  pour  les  surfaces  à 
centre,  par  l'intersection  des  surfaces  (i)  et  (5).  F.n  ayant 
égard  à  l'équation  (i),  l'équation  (5)  peut  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

(  ABCX  (A'x'-hB^jM-Oc^; 

^^'^    i  =[A^(B-H-C)^-'4-BMA4-C)v^  +  C'(A^B'z'V. 


Posons 


A  =  ^.      B=f.      C  =  l. 

a-  b'  c 


La   quantité  placée  entre  crochets   dans   léquation    (6) 


(")  J'appelle  co  lieu  ligne  des  couihui es  semblables,  parce  que,  pour  doux 
points  do  celte  lic'c,  les  courbures  de  deux  sections  normales  semblahle- 
menl  plarees  par  rapjiorl  aux  serliop»  principales  préscnleni  un  rapport 
constant. 
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pourra  s'écrire 

en  ayant  égard  à  l'équation  de  1  ellipsoïde 

7  -;  +  7^  +  -:=t. 

(7-  h^  V 

L'équation  (6)  prendra  donc  la  forme 

(8)      aU>^à\-'  (•l+'^  +  i^]  =(«'-^é'  +  c'_.rî_j'i_32)> 
\a'         o'         c'y 

et  la  ligne  des  courbures  semblables  de  l'ellipsoïde  sera 
représentée  par  l'ensemble  des  équations  (y)  et  (8). 
Quand  X  =  2,  l'équation  (8)  représente  une  surface  qui 
touche  l'ellipsoïde  aux  quatie  ombilics. 

Je  n'examinerai  pas  les  cas  particuliers  des  hyperbo- 
loïdes  et  des  paraboloïdes,  qui  ne  peuvent  présenter  de 
difficultés  après  ce  qu'on  vient  de  dire.  Je  remarquerai 
seulement  que  le  problème  III  comprend,  comme  cas  par- 
ticulier, les  questions  638  et  6395  car  demander  que  les 
génératrices  rectil ignés  d'une  surface  du  second  degré, 
qui  passent  par  un  point  de  la  surface,  fassent  un  angle 
donné,  c'est  demander  que  les  sections  faites  parallèle- 
ment au  plan  tangent  mené  par  ce  point  soient  des  hy- 
perboles semblables  à  des  hyperboles  données.  On  voit 
par  là  qu'une  question  qui  semblait  ne  concerner  que  les 
surfaces  du  second  degré  à  génératrices  recliligues  s'ap- 
plique à  toutes  les  surfaces  de  ce  degré,  quand  on  se  place 
à  un  point  de  vue  plus  général.  P. 
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on  dit  que  g  appaitieiil  à  l'exposant  P  —  i ,  le  nombre  g 
donne,  par  les  restes  de  ses  diverses  puissances,  tous  les 
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g'^-^a     (niod.  P). 
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avancés  par  M.  le  prince  de  Polignac.  On  doit  vivement 
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[")  l.e  thalei'  vaut  ?i''",7i. 
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IIJ.   Les  fravaux  d'analyse-, 

I\  .  Mémoires  de  géoméuie  el  lh«^oiie  des  moindres 
carrés • 

V.  Physique  malliémalique  ; 

VI.  Astronomie  (moins  la  Theoviii  motus  cnjporunt 
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l'Italie. 

Ce  journal,  f|ui  compte  paimi  ses  collaborateurs 
MM.  Avena,  Brioschi.  Casorali,  Cremona,  Dorna,  Fer- 
gola,  de  Gasparis,  del  (irosso,  Padula,  Rubini,  Sabalo, 
Sannia,  est  publié  à  iSaples,  chaque  mois,  par  livraison  de 
'^1  pages  grand  in-8.  Li;  but  des  éditeurs  est  d«'  venir  en 
aidoil  la  jeunesse  italienne,  eu  lui  faisant  connaître  les  tra- 
vaux lécenlsdes  géomètres,  dispersés  dans  de  nombreuses 
publications,  la  plupart  écrites  dans  des  langues  étran- 
gères, et  ([u'il  e.->t  liès-dilficile  de  réunir.  Le  fonds  du 
recueil  se  composera  d'articles  dans  les(juels  seront  déve- 
loppées les  méthodes  modernes.  On  v  joindra  des  notes  sur 
des  questions  spéciales,  les  solutions  de  problèujes  propo- 
sés par  la  rédaction  el  des  articles  de  bibliographie  ou 
d'histoire.  Enfin,  et  c'est  là  un  signe  du  temps,  on  pro- 
met un  dictionnaire  des  termes  nouveaux  avec  leur  ex- 
plication. M.  Hoûel  s'est  élevé  avec  raison  contre  la 
multiplicité  des  langues,  qui  reud  si  diliiiiles  les  com- 
munications entre  géomètres  ;  mais  le  mal  est  bien  plus 
grand  (piil  ne  pense.  Si  l'on  n'y  prend  garde,  nous\er- 
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roiis  bientôt  Fépoqiie  où  chaque  auteur,  se  faisant  une 
langue  à  lui,  ne  pourra  èti-e  lu,  compris  et  admiré  que 
par  lui-même  (*). 

Le  premier  numéro  du  journal  napolitain  est  un  excel- 
lent spécimen,  propre  à  montrer  ce  que  Ton  doit  attendre 
du  zèle  et  du  talent  de  ses  auteurs.  En  voici  le  sommaire  : 

Théorie  élémentaire  des  formes  géométriques,  par 
Q.  Baltaglini.  —  Théorie  géométrique  des  courbes  du 
deuxième  ordre,  par  V .  Janni.  —  Exposition  de  divers 
systèmes  de  coordonnées  homogènes,  pariV.  Trudi. — Sur 
une  transformation  des  formes  quadratiques,  par  F.  Biios- 
chi.  —  Démonstration  d'un  théorème  du  capitaine  Faure 
[Nouvelles  annales,  t.  XX,  p.  i4i)j>  par  E.  (VOvidio. 
—  Sur  quelques  propriétés  du  cercle  des  neuf  points, 
par  N .  Trudi.  (Le  cercle  des  neuf  points  est  tangent  au 
cercle  inscrit  et  aux  cercles  exinscrits  :  théorème  de 
Steiner)  {**).  P. 


ERRATLM  (p.  23). 


Les  formules  de  la  question  633  sont  fausses.  En  re- 
voyant nos  calculs,  nous  y  avons  découvert  une  faute  de 
signe  d'autant  plus  perfide,  qu'elle  conduisait  à  des  ré- 
sultats fort  vraisemblables.  INous  regrettons  et  le  temps 
que  nous  avons  perdu  à  cette  question  et  celui  que  nous 
avons  fait  perdre  à  quelques-uns  de  nos  lecteurs.      P. 


(*)  On  peut  juger,  par  la  Géométrie  de  Deseartes,  que  des  idées  nou- 
\elles  ne  demandent  pas  nécessairement  des  termes  nouveaux.  Dans  ce 
mince  écrit  de  120  pages,  on  ne  voit  paraître  aucun  mot  qui  ne  fût  déjà,  à 
cette  époque  (1637),  dans  le  vocabulaire  des  matliématiques. 

("*)  Jacob  Steiner,  né  à  Utzendorf  le  18  mars  179G,  mort  à  Berne  le 
,er  avril  i863;  un  des  grands  géomètres  de  notre  époqne. 
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BAPPOKT  SIU  LES  TRAVAIX  MATIIEMATIOIES 
DE   M.    0.    TERQIEM; 

Par  m.  CHASLES. 


Lu  devant  le  Conseil  de  la  Société  de  secours  des  Amis  des  Sciences. 


M.  Terquera  (Olry),  né  en  1782,  entra  à  TÉcole  Po- 
lytechnique on  1801  à  l'âge  de  dix-neuf  ans.  A  sa  sortie 
de  l'Ecole,  en  1804,  il  fut  nommé  professeur  de  mathé- 
matiques au  lycée  de  Mayence;  et  sept  ans  après  il  passa 
au  même  titre  à  l'école  d'artillerie  de  celte  ville.  En  i8i4, 
la  place  de  Libliothécaire  du  Dépôt  central  de  FArtillerie 
devenait  vacante  par  la  retraite  du  savant  géomètre  Ser- 
vois.  Les  officiers  généraux  que  les  guerres  de  l'époque 
avaient  appelés  à  Mayence,  ayant  apprécié  tout  le  mérite 
et  les  qualités  du  jeune  professeur  de  l'école  d'artillerie, 
le  signalèrent  comme  éminemment  propre  à  remplacer 
Servois.  Jl  ne  s'agissait  pas,  en  effet,  simplement  de  pré- 
sider à  la  conservation  d'une  bibliothèque  :  il  s'agissait 
surtout  de  prendre  part  d'une  manière  active  à  toutes  les 
questions  scientifiques  afférentes  au  Comité  de  l'Artille- 
rie. C'est  sous  cette  condition  que  INI.  Terquem  obtint  la 
préférence  sur  tous  les  autres  professeurs  aux  écoles  d'ar- 
tillerie, et  fut  investi  des  fonctions  imj)ortantes  qui  le 
fixèrent  à  Paris. 

Ces  fonctions,  M.  Terquem  les  remplit  pendant  qua- 
rante-huit ans,  sans  que  l'Administration  ait  jamais  voulu 
applujuer  à  son  égard  les  prescriptions  réglementaires 
qui  obligeaient  de  mettre  à  la  retraite  les  autres  profes- 
seurs aux  écoles  d'artillerie,  à  l'âge  de  soixante  ans. 

On  le  conçoit  bien  \  car  les  rares  facultés  de  iSI.  Terquem 
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lui  peiinellaieiit  de  s'associer  à  tous  les  travaux  du  Co- 
mité, de  traitei'  une  foule  de  questions  renvoyées  à  son 
examen,  et  de  rendre  ainsi  de  grands  services  qu'on  n'au- 
rait pu  attendre  de  tout  autre  fonctionnaire.  Par  cette 
coopération  continuelle  et  par  Taménilé  de  son  carac- 
tère, M.  Terquem  s'est  acquis,  pendant  un  demi-siècle, 
l'estime  et  la  haute  considération  des  officiers  les  plus 
éminents  du  corps,  dont  il  eut  le  rare  privilège  de  voir 
trois  générations  se  succéder. 

Il  possédait  une  érudition  immense,  que  rehaussait  la 
connaissance  de  toutes  les  langues  vivantes  et  anciennes. 
Il  joignait  à  tant  de  savoir  une  modestie  rare  et  une  obli- 
geance inépuisable  :  aussi  ce  n'est  pas  seulement  au  Corps 
de  l'Artillerie  qu'il  a  rendu  de  continuels  services,  c'est 
à  une  foule  de  professeurs,  à  tous  les  savants  qui  ont  eu 
recours  à  ses  lumières. 

Mais  nous  devons  entretenir  le  Conseil  des  travaux 
personnels  qui  marquent  la  place  de  M.  Terquem  dans 
la  grande  famille  des  hommes  dont  l'existence  est  con- 
sacrée au  culte  des  sciences. 

Une  de  ses  premières  publications,  bien  qu'elle  soit 
une  simple  traduction  de  l'anglais,  mérite  d'être  citée, 
à  raison  de  l'importance  du  sujet  \  car  elle  renfermait  les 
révélations  les  plus  inattendues  sur  la  culture  des  mathé- 
matiques chez  les  Indiens.  Il  s'agit,  en  etïet,  de  Traités 
(V Algèbre  que  des  savants  anglais  rapportaient  de  Cal- 
cutta. 

On  connaissait  déjà,  par  la  publication  des  Becherches 
asiatiques  de  la  Société  du  Bengale,  des  fragments  de 
Traités  d'Astronomie  en  langue  sanscrite,  réputés  d'une 
très-haute  antiquité. 

Quelque  intérêt  que  présentassent  ces  premières  dé- 
couvertes, elles  ne  suffisaient  pas  pour  dévoiler  une  ori- 
gine vraiment  scientifique;  car  les  peuples  les  plus  anciens 
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ont  eu  des  notions  asliononiifjiics  londées  sur  l'observa- 
tion des  phénomènes  célestes,  et  qui  n'exigeaient  point 
nécessairement  des  connaissances  théoriques  bien  avan- 
cées. L'existence  de  quelques  Traités  astronomiques  ne 
pouvait  donc  nullement  autoriser  à  peiïser  que  les  Hin- 
dous s'étaient  occupés  des  M  ail w  m  al  iq  nos  ahstraitcs  , 
qu'ils  avaient  connu  V Algèbre  et  traité  cette  science  d'une 
manière  originale  et  avec  one  supériorité  incontestable 
sur  les  méthodes  grecques  qui  nous  sont  connues.  C'est 
cependant  ce  qui  avait  eu  lieu.  On  le  voit  parles  fragments 
empruntés,  sous  les  titres  de  Lilavati  et  de  Bija  Ganita, 
des  ouvrages  sanscrits  d'un  géomètre  et  astronome  hindou 
très-célèbre,  nommé  Brahmegupta. 

Ce  sont  ces  documents  précieux  que  M.  Terquem  a 
fait  connaître  le  premier  en  France,  par  une  traduction 
qui  parut  dans  le  tome  III  de  la  Correspondance  de 
l'Ecole  Polytechnique,  en  janvier  1816. 

Quelques  années  après,  M.  Delambre,  dans  son  His- 
toire de  l'Astronomie  du  moyen  âge,  reproduisit  ces 
documents  historiques.  Plusieurs  savants,  depuis,  l'ont 
suivi  dans  ces  explorations  de  l'antiquité,  qui  plus  tard  se 
sont  étendues  des  mathématiques  aux  connaissances  phi- 
losophi({ues  et  littéraires  des  Hindous.  On  s  est  accordé  à 
reconnaiti"e  dans  toutes  ces  parties  du  savoir  humain  ini 
cachet  d'originalité  el  un  mérite  réel,  que  faisaient  pré- 
voir les  fragments  d'algèbre  dont  nous  venons  de  parler. 

On  peut  donc  dire,  à  l'éloge  de  M.  Terquem,  (pic  c  esi 
lui  qui  a  ouvert  en  France,  dès  1816,  ce  champ  de  re- 
cherches qui  répandaient  un  jour  nouveau  sur  les  mys- 
tères de  l'ancienne  civilisation  de  l'Orient,  et  qui  ont 
pris  une  très-grande  importance  dans  les  travaux  des 
érudils.  en  Allemagne,  comme  en  France  et  en  Angle- 
terre. 

Quoique  de  telles  recheiches   eussent   beaueou])  d  ai- 
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trait  pour  M.  Terquem,  Joué  d'une  érudition  vraiment 
encyclopédique,  c'est  à  la  culture  des  mathématiques 
qu'il  s'est  livré  de  préférence,  autant  que  le  lui  permet- 
taient  ses  fonctions,  devenues  très-raultiples,  au  Comité 
de  l'Artillerie,  par  le  plus  généreux  zèle  pour  tout  ce  qui 
était  utile. 

Mais  ces  fonctions,  disons-le  brièvement,  donnèrent 
lieu  à  jNI.  Terquem  de  ne  point  rester  étranger  aux  ma- 
tières traitées  dans  le  Mtmorial  de  V Artillerie.  Nous 
citerons,  dans  ce  recueil,  un  travail  sur  quelques  expé- 
riences chimiques  faites  en  Allemagne  sur  la  poudre  à 
canon  (t.  II,  année  1828). 

Deux  ans  auparavant,  M.  Terquem  avait  donné  une 
traduction  de  l'ouvrage  anglais  de  Hutlon  sur  l'artillerie 
(in-4,  1826). 

Plus  tard,  il  publia,  en  collaboration  avec  notre  savant 
collègue  M.  le  colonel  Favé,  un  ouvrage  intitulé  :  Expé- 
riences sur  les  Schrapnels,  faites  chez  la  plupart  des 
puissances  de  VEurope,  ouvrage  traduit  de  l'allemand 
et  considérablement  augmenté  par  O.  Terquem  et  Favé. 
Paris,  1847*,  ïii"8- 

M.  Liouville  ayant  fondé  en  i836  un  Journal  de  Ma- 
thématiques, que  les  géomètres  appelaient  de  leurs  vœux 
et  qui  a  rendu  et  continue  de  rendre  de  grands  services, 
M.  Terquem  a  fait  paraître  dans  les  cinq  premiers  vo- 
lumes (de  i836  à  1841)  plusieurs  Notes  et  Mémoires  (au 
nombre  de  onze). 

Sa  dernière  communication  est  intitulée  :  Notice  sur 
un  manuscrit  hébreu  d^ Arithmétique  d''Ihn-Esra,  con- 
seri^é  à  la  Bibliothèque  nationale. 

Cette  Notice  fort  étendue  fait  connaître  un  Traité  d'A- 
rithmétique du  célèbre  auteur  juif  du  xiii'^  siècle,  Ibn- 
Esra,  ouvrage  cité  dans  les  bibliographies  mathématiques, 
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mais  qui  restait  en  quelque  sorte  lettre  close,  étant  écrit 
en  langue  hébraïque.  C'est  à  la  dc.'mandc  de  savants,  dans 
un  moment  où  se  traitaient  certaines  questions  d'histoire 
scientifique,  que  M.  Terqueni  a  consenti  à  se  livrer  à  te 
travail  pénible,  que  seul  peut-être  il  était  capable  d'ac- 
complir, puisqu'il  demandait  des  connaissances  de  deux 
ordres  diflërents,  que  l'on  trouve  rarement  réunies  chez 
un  seul  homme. 

Si  ce  fut  là,  comme  nous  venons  de  le  dire,  la  deitiière 
communication  de  M.  Terquem  insérée  dans  \c  Journal 
de  Mathématiques  de  M.  Liouville,  c'est  que  lui-même 
entreprenait,  peu  de  temps  après  (en  i84'^),  de  concert 
avec  un  professeur  renommé,  M.  Gerono,  une  publication 
mensuelle,  sous  le  titre  de  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thématiques :  litre  imité  des  Annales  de  Mathématiques 
publiées  (de  1810  à  i83o)  par  ]M,  Gergonnc  à  Mont- 
pellier. 

Ces  Nouvelles  Annales^  dans  le  modeste  format  de 
l'in-octavo  et  d'un  prix  modéré,  étaient  destinées  surtout 
aux  professeurs  et  aux  nombreux  candidats  aux  Ecoles  du 
(Gouvernement  :  Ecoles  INormale,  Polytechnique,  Mili- 
taire, de  Marine,  etc. 

M.  Terquem,  en  excitant  les  jeunes  géomètres  à  des 
recherches  sur  des  questions  proposées,  en  accueillant 
leurs  essais,  en  les  tenant  au  coûtant  des  faits  nouveaux 
de  la  science,  tant  par  cette  publication  que  par  ses 
communications  individuelles,  rendait  un  grand  service 
aux  études  malhémati<jues. 

Car,  on  ne  peut  se  le  dissimuler;  pour  étudier  avec- 
fruit  les  mathématiques,  [)our  se  rendre  capable  d"<'ii 
faire,  dans  le  domaine  de  la  science  comme  dans  les  ser- 
vices publics,  les  applications  qui  leur  sont  propres,  1  in- 
telligence des  livres,  même  les  mieux  faits,  ne  sullii  pas  : 
il  est  indispensable  de  se  Inrcr  )ournell( ment,  (tminic 
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dans  les  études  littéraires,  à  des  exercices  écrits,  qui  sont 
la  mise  en  œuvre  des  connaissances  déjà  acquises.  Autre- 
ment ce  n'est  que  la  mémoire  des  jeunes  gens  qui  s'exerce, 
sans  que  leur  intelligence  se  fortifie,  sans  qu'ils  acquiè- 
rent la  faculté  de  travailler  sérieusement.  Il  faut  donc 
nécessairement  résoudre,  comme  on  dit,  des  problèmes, 
et  en  rédiger  la  solution  dans  les  formes  rigoureuses 
du  raisonnement  mathématique.  C'est  à  ce  travail,  sans 
lequel  il  n'y  a  point  de  fortes  éludes,  mais  seulement  une 
impression  passagère  d'un  savoir  fugitif,  que  provoque 
l'utile  publication  de  M.  Terquem. 

De  pareils  journaux  de  mathématiques,  d'un  ordre  se- 
condaire au  point  de  vue  de  l'importance  scientifique  des 
matières  qu'on  y  traite,  ont  toujours  existé,  en  Angle- 
terre surtout,  à  côté  des  recueils  destinés  aux  plus  sa- 
vantes productions,  tels  que  le  Journal  àe  M.  Liouville. 

M.  Terquem,  voulant  donner  aux  JVoui^elles  annales 
un  degré  de  plus  d'utilité,  y  joignait  depuis  quelques  an- 
nées un  Bulletin  de  Bibliographie,  d^ Histoire  et  de  Bio- 
graphie niathéniatiques.  dans  lequel  il  faisait  connaître, 
par  des  analyses  fidèles,  d'anciens  ouvrages  mathémati- 
ques, aujourd'hui  très-rares,  très-peu  lus,  quoique  dus  à 
des  géomètres  dont  le  nom  restera  célèbre  dans  l'histoire 
de  la  science.  Cette  publication  a,  comme  la  partie  prin- 
cipale des  Nouvelles  Annales,  une  utilité  réelle. 

Nous  passerons  sous  silence  divers  Mémoires  de  M.  Ter- 
quem, insérés  dans  son  journal.  Mais  nous  devons  signa- 
ler au  Conseil  un  travail  considérable,  qui  a  demandé  à 
l'auteur  plusieurs  années,  et  qu'il  destinait  à  l'impression. 
Malheureusement  un  éditeur  est  difficile  à  trouver  pour 
les  œuvres  mathématiques,  qui  ne  s'adressent  qu'à  une 
classe  très-restreinte  de  lecteurs.  Or,  telle  était  l'œuvre 
de  M.  Terquem;  car  11  n'entreprenait  rien  moins  qu'un 
commentaire  de  la  Mécanique  céleste  de  Laplace.  Le  titre 
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que  l'auteur  (Joniiail  à  cm-  travail  en  fait  connaître  com- 
plètement l'objet  : 

Commentaire  perpétuel  sur  le  l'raiié  de  Mécanique 
céleste  de  Laplace,  où  tous  les  calculs  sont  effectfiés,  et 
où  ion  s'est  proposé  d'expliquer  tous  les  passages  dijji- 
ciles  et  d^ éclaircir  les  théories  générales  par  des  expli- 
cations particulières  ou  numériques.  On  y  a  joint  ries 
JYoti  es  bibliographiques,  r historique  ou  Vanalyse  des 
principaux  ouvrages  et  Mémoires  publics  sur  la  Méca- 
nique rationnelle  jusqu'à  ce  jour.  Par  O.  Terqucin. 

Le  grand  ouvrage  de  Newton,  le  Livre  des  Principes 
mathématiques  de  la  Philosophie  naturelle,  auquel  fait 
suite  la  Mécanique  céleste  de  Laplace,  a  été  commenté 
par  deux  savants  jésuites,  les  Pères  Leseur  et  Jaccjuier.  Ce 
commentaiie  a  puissamment  facilité  la  lecture  de  l'œuvre 
immortelle  de  Newton,  qui  devait  fixer  la  direction  des 
grands  travaux  matliématiques  du  siècle  dernier.  C'est  un 
commentaire  semblable,  à  l'égard  de  l'ouvrage  de  La- 
place, que  M.  Terqiiem  a  entrepris. 

Le  manuscrit  se  compose  de  seize  cahiers  in-4". 

Les  cinq  premiers  cahiers  (35o  pages)  se  rapportent 
au  \"  livre  de  la  Mécanique  céleste; 

Les  cinq  cahiers  suivants  (6  à  lo),  de  790  pages,  an 
IP  livre; 

Puis  (juatre  cahiers  (1  i  à  i4),  formant  234  P^gt'î^'  ^i" 
IIJ"^  livre; 

Enlin  les  deux  derniers  cahiers  (i5  et  16),  de  47  pag«'S' 
au  \  1"  livie. 

Ce  manuscrit,  trouvé  pai-  la  famille  de  .M.  Tcrciucni 
dans  ses  papiers,  a  été  oHért  par  ses  lils  à  1  Académie  dt;s 
Sciences,  qui  le  conserve.  C'est  ainsi  (jue  nous  en  avons 
eu  connaissance. 

On  ne  peut  douter  (pic  ce  conim«'ntaire  n fût  été  exlrr- 
niemenl  utile;  cni  l'ctuvrage  de  Laplace  est  écrit  avec  une 
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grande  concision,  et  exige  que  Ton  soit  familiarisé  avec 
les  théories  les  plus  relevées  et  toutes   les  ressources  de 
l'analyse. 

Ce  travail  de  M.  Terquem  suffirait  seul  pour  attester 
que  son  savoir  mathématique  égalait  en  étendue  son  éru- 
dition si  variée. 

Il  présente  donc  amplement  les  conditions  que  le  Con- 
seil peut  désirer  pour  prendre  en  considération  très-sé- 
rieuse la  demande  qui  lui  est  adressée  par  la  veuve  du 
savant  honorable  sur  la  tombe  de  qui  M.  le  général  de  di- 
vision de  Bressolles,  au  nom  du  Comité  de  l'Artillerie,  a 
prononcé  ces  paroles  :  «  Cher  Terquem,  avant  de  te  dire 
»  un  suprême  adieu,  laisse-moi  m'abandonner  à  l'élan 
»  de  mon  cœur,  et  répéter  bien  haut  que  tu  fus  le  meil- 
»   leur  des  hommes  !  » 

Toutes  les  générations  de  professeurs,  d'ingénieurs 
militaires  et  d'ingénieurs  des  services  publics  ont  connu 
M.  Terquem,  et  applaudiront  unanimement  à  l'intérêt 
que  la  Société  portera  à  la  respectable  compagne  qui  lui 
survit.  Oserons-nous  dire  qu'on  douterait  du  but  réel  de 
la  Société,  si  quelque  entrave  venait  contrarier  les  dispo- 
sitions généreuses  du  Conseil  ? 

Quoique  nous  n'ayons  à  vous  entretenir.  Messieurs, 
que  des  travaux  mathématiques  de  M.  Terquem,  veuillez 
nous  permettre  d'indiquer  une  considération  de  nature  à 
vous  toucher  vivement. 

M.  Terquem,  qui  n'a  jamais  eu  qu'un  traitement  fort 
restreint,  a  vécu  avec  tant  d'ordre  et  d'économie,  qu'il  est 
parvenu  à  établir  cinq  enfants,  dont  trois  fils  :  l'un,  pro- 
fesseur d'hydrographie,  en  résidence  à  Dunkerque;  le 
deuxième,  capitaine-commandant  d'artillerie,  décoré  dans 
la  campagne  d'Italie;  le  troisième,  sorti  depuis  peu  de 
l'Ecole  Polytechnique,  et  encore  élève  sous -lieutenant 
d'artillerie   à    l'Ecole  d'application  de   Metz.   Ces    posi- 
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lions  honorables  des  trois  fils  de  M,  Terquem,  celles  aussi 
(le  leurs  deux  sœurs,  proeurent  une  l)ien  douce  conso- 
lation à  madame  Terquem.  Mais  le  Conseil  ne  s'étonnera 
point  qu'après  les  sacrifices  qu'a  demandés  Téducation 
d'une  aussi  intéressante  famille,  cette  digne  et  respectable 
dame  reste  sans  autre  ressource  que  la  modique  pension 
assurée  aux  veuves  des  serviteurs  de  l'Etat. 

M.  Terquem  avait  un  cœur  bienfaisant  et  généreux  aii- 
<|uel  l'infortune  ne  s'adressait  jamais  en  vain.  Aussi  fut-il 
des  premiers  à  applaudira  la  noble  inspiration  deM.The- 
iiard  et  à  la  seconder  de  ses  souscriptions  continues. 

Il  a  travaillé  toute  sa  vie  avec  une  ardeur  incroyable  et 
une  intelligenc^e  privilégiée.  Ses  facultés  ne  lui  ont  jamais 
fait  défaut  jusqu'au  dernier  jour. 

Le  Conseil  veut-il  me  permettre,  en  terminant,  d'en 
apporter  une  preuve  qui  m'est  personnelle.^  La  dernière 
lettre  qu'il  ait  écrite  m'est  adressée;  elle  porte  la  date  du 
aS  avril,  dix  jours  avant  sa  mort.  Il  s'occupait  avec  pas- 
sion depuis  quelque  temps  des  questions  de  géométrie 
auxquelles  a  donné  lieu  la  forme  des  alvéoles  des  abeilles. 
Il  me  demandait  de  lui  communiquer  l'ouvrage  de  Borelli 
De  Motu  aninialiuin,  qu'il  savait  être  dans  ma  biblio- 
thèque. Je  le  cherchais  en  vain.  Je  lui  envoyais  d'autres 
ouvrages,  mais  qui  ne  pouvaient  le  contenter.  J'étais  dé- 
solé de  ne  pas  satisfaire  la  vivacité  de  ses  désirs 5  enfin, 
je  trouvai  le  volume  et  m'empressai  de  le  lui  transmettre. 
Cet  ouvrage  ne  renferme  que  des  démonstrations  géomé- 
triques ,  à  l'aide  de  ligures  difficiles  à  suivre  ;  étude  pénible, 
rebutante  même,  et  à  laquelle  nous  ne  sommes  plus  guère 
accoutumés  dans  l'état  actuel  de  la  science,  dont  les  mé- 
thodes reposent  sur  des  considéraTnin-s  générales  formu- 
lées d'une  fa(;on  plus  abstraite,  empruntée  des  principes 
mômes  de  l'algèbre.  Mais  ces  difficultés  réelles,  et  s(»u\cni 
presque  insurmontables,   nexistaieni  point  poui  1  c^piii 
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tenace  et  pénétrant  de  M.  Terquem-,  et  deux  jours  après 
avoir  reçu  le  volume,  il  m'écrivait  ce  qui  suit  : 

«  Vous  m'avez  appris  à  supporter  avec  patience  les 
»  jours  qu'il  me  reste  encore  à  passer  ici.  L'ouvrage  de 
»  Borelli  est  un  petit  chef-d'œuvre  qui  me  procure  des 
»  heures  délicieuses  :  on  voit  l'avantage  qu'il  y  a  aux 
»  anatomistes  d'être  géomètres.  Il  est  à  désirer  qu'on 
M  fasse  sur  le  même  plan  une  nouvelle  édition  de  Y^ina- 
»  tomie  descriptive  de  Richerand;  ce  serait  une  excel- 
»  lente  acquisition.  Malheureusement  nos  anatomistes 
»  sont  peu  géomètres,  et  nos  médecins  de  faibles  chi- 
1)  misles.  Dieu,  qui  améliore  tout,  amènera  quelque  per- 
»  fectiou  dans  ces  sciences.  Je  crois  que  rintelligence 
»  humaine  approche  asymptotiquement  de  l'intelligence 
»   divine.  Espérons. 

»  Je  rendrai  compte  de  cet  ouvrage  dans  mon  Bul~ 
»   le  tin .... 

»    Tibi  addictissinius, 

»   O.  Terquem.  » 
Le  62/4/25. 
(C.-à-d.,  Le  25  avril  1862.) 

Note  du  Rédacteur.  —  Dans  l'article  consacré  à  M.  Ter- 
quem (voir  Bulletin,  t.  Mil,  p.  81),  nous  avons  cher- 
ché à  faire  connaître  l'homme  plutôt  que  le  savant.  C'est 
pourquoi  nous  ne  sommes  pas  entré  dans  de  grands  dé- 
tails sur  ses  travaux  scientifiques.  Ce  n'est  pas  que  cette 
dernière  partie  de  notre  tâche  nous  parût  moins  impor- 
tante, mais  nous  savions  qu'une  voix  plus  autorisée  de- 
vait apprécier  Terquem  comme  mathématicien,  et  nous 
préférions  laisser  sur  ce  point  la  parole  à  un  juge  compé- 
tent, à  un  érainent  géomètre.  Aujourd  hui  M.  Chasles, 
avec  une  bonne  grâce  à  laquelle  il  nous  a  habitué,  et  dont 
nous  ne  saurions  trop  le  remercier,  a  bien  voulu  nous 
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autoriser  à  publier  le  Rapport  précédent,  qu'il  a  lu  cievanl 
le  Conseil  de  la  Sociélé  de  secours  des  Amis  des  Sciences, 
Rapport  dont  la  conséquence  immédiate  a  éié  le  vote  d'une 
pension  annuelle  de  douze  cents  francs  en  faveur  de  ma- 
dame veuve  Terquem.  L'intéressant  article  de  M.  Chasles 
fera  mieux  connaître  l'homme  dont  la  vie  entière  n'a  été 
(ju'un  long  dévouement  à  la  science,  en  même  temps 
qu'il  appellera  l'attention  de  nos  lecteurs  sur  une  insti- 
tution philanthropique  qu'on  ne  saurait  trop  encourager. 
La  Société  de  secours  des  Amis  des  Sciences,  née  d'une 
généreuse  inspiration  du  baron  Thenard,  a  déjà  fait  beau- 
coup de  bien  •  elle  en  fera  davantage  si  l'appel  chaleureux 
et  éloquent  de  son  secrétaire  général  est  entendu.  «  Dix- 
sept  mille  francs,  dit  M.  Boudet  en  terminant  son  Rapport 
annuel,  voilà,  si  nous  n'accomplissons  de  nouveaux  et 
rapides  progrès,  le  chilfre  de  nos  ressources  disponibles. 
Qu'est-ce  donc  que  cette  faible  somme?  Ce  n'est  pas  une 
liste  de  deux  raille  souscripteurs,  ce  n'est  pas  un  ca]>ital 
de  deux  cent  nulle  francs  qui  doivent  représenter  la  sym- 
pathie de  la  France  pour  les  sciences  qui  ont  fait  sa 
gloire,  et  qui  portent  en  elles  tant  d'espérances  pour  l'a- 
venir! Au-dessus  de  la  foule  des  amis  des  sciences  qui 
peuvent  fournir  leur  modeste  tribut,  combien  n'est-il  pas 
d'hommes  assez  riches  pour  être  généreux,  qui  pour- 
raient, qui  devraient,  imitant  l'exemple  donné  tout  à 
l'heure  par  le  Crédit  Mobilier  et  par  Tuii  de  nos  viie- 
secrétaires,  M.  Legrand,  apporter  leurs  offrandes  sur 
l'autel  de  la  Science,  ou  lui  léguer  quelques  parcelles  de 
leur  héritage!  »  (Séance  publique  du  16  avril  i863.) 

La  seule  condition  pour  faire  partie  de  In  Société  est  de 
se  faire  présenter  [)ar  un  de  ses  membres  (*).  La  coti- 
sation annuelle  est  de  dix  Jrancs.  V. 

(*)  Nous  nous  chargerons  volonlicrsde  IransmeUrc  la  t1enian<to  »lc  ci-nv 
de  nos  abonnes  qui  désireront  entrer  dans  cette  association.     P- 
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MÉMOIRE  SIR  LA  SIRFACE  DES  ONDES  (suite; 

(Yoir  page  193) , 

Par  m.   DURRANDE, 

Professeur  au  lycée  de  Moulins. 


IV. 

ly une  surface  auxiliaire  nommée  surface  d'élasticité. 

Si  du  centre  de  l'ellipsoïde  nous  abaissons  une  perpen- 
diculaire sur  le  plan  tangent  au  point  A,  le  pied  Pde  cette 
perpendiculaire  devra  se  trouver  sur  la  tangente  AT'  per- 
pendiculaire à  AT.  Dans  le  mouvement  du  plan  tangent 
autour  de  OB,  la  droite  OP,  qui  est  perpendiculaire  à  OB, 
suit  le  mouvement  du  plan,  et  sa  nouvelle  position  OP,, 
après  le  mouvement  de  90°,  est  perpendiculaire  au  plan 
tangent  à  la  surface  des  ondes  au  point  A,.  Cette  droite 
OP,  est  perpendiculaire  à  OP  et  parallèle  à  AP,  et  A,  Pi 
est  parallèle  à  OP, 

Donc  ; 

Tous  les  plans  tangents  à  la  surface  des  ondes  sont  à 
des  distances  du  centre  resfjeclix^enient  égales  aux  dis- 
tances des  plans  correspondants  Langents  à  rellipsoïde. 

De  plus,  si  l'on  remarque  que  la  droite  OB,  autour  de 
laquelle  on  fait  tourner  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  au 
point  A,  pour  obtenir  le  plan  tangent  correspondant  à  la 
surface  des  ondes,  est  perpendiculaire  au  plan  POA,  on 
en  conclura  sans  peine  que  ce  triangle  OPA,  rectangle 
en  P,  tourne  lui-même  de  90°  dans  son  plan  autour  de 
son  sommet. 

Puisque  nous  avons  besoin  de  considérer  les  perpendi- 
culaires OP  sur  les  plans  tangents  à  l'ellipsoïde,  il  est  as- 


(  253  ) 
sez  nalurel  de  s  occuper  de  la  surface  dont  ces  perpendi- 
culaires sont  les  rayons  veclcuis.  Celle  surface  esl  connue 
sous  le  nom  de  surface  d'élasticité,  et  sa  considéralion 
ne  sera  pas  inutile  pour  l'élude  qui  nous  occupe. 

Proposons-nous  de  trouver  l'équation  de  celle  surface. 
Soient  (^,  yj,  ^)  les  coordonnées  du  pied  P  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  sur  le  plan  langent,  cl 
[x',  y\  z')  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  ce  plan 
avec  l'ellipsoïde-,  on  a  entre  ces  quantités  les  relations 

suivantes  : 

/  /  ' 

X  .r         Y  y         z  z 


'M) 


z''    _ 


h' 


z  ' 


On  en  déduit  facilement 
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U  -l 


?'  ^-  n'  -h  Ç'  =r  -;^ 
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d'où  enfin 

(18)  (r+  r,'H-Ç»)^  =  a2ç2-f-i'r,'4-c'Ç=. 

C'est  l'équation  de  la  surface  d'élasticité. 
Si  le  point  A  de  l'ellipsoïde  reste  à  une  distance  con- 
stante du  centre,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

■r"  +  /^  +  z"  =  R% 

Taxe  OA  décrit  le  cône 

(19)  {a^-lV)tl-^{b^-R^)Ç-^ic^-R^)'-  =  o, 

et,  si  Ton  tient  compte  des  relations  (17),  on  voit  que  la 
perpendiculaire  OP  décrit  le  cône 

(20)  {a'  —  R')a'P  -h  {b'  —  R-)b'r.'  -h  {c-  —  R')  c'-C,^  =  o. 

Si  c'est  le  point  P  que  l'on  assujettit  à  rester  sur  une 
sphère 

la  droite  OP  décrit  le  cône 

(21)  {a'~R')^'-h{b'  —  R')T,'-\-  (f=  —  R')Ç', 
et  la  droite  OA  se  meut  sur  le  cône 

(22)  («^_R-j-^  +  (/.^_R^):I^  +  (r=-R^)^  =  o, 

et  en  remarquant  que  la  droite  OP,  est  parallèle  à  AP  et 
égale  à  OP,  on  trouve  facilement  qu'elle  décrit  le  cône 
supplémentaire  du  cône  (21),  c'est-à-dire 

ï'2  ^'2  l'2 

dont  nous  aurons  occasion  de  nous  servir  par  la  suilo. 
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V. 

De/nons/raiion  de  Jeux  propriétés  remarquables  de  In 
surface  des  ondes. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  la  forme  de  la  surface 
des  ondes  autour  des  points  singuliers.  Je  vais  démontrer  : 
i"  quen  chacun  des  points  singuliers  il  existe  une  infi- 
nité de  plans  tangents  ayant  pour  enveloppe  un  cône 
du  second  degré;  2°  et  de  plus  quà  chaque  point  sin- 
gulier correspond  un  plan  tangent  singulier  ayant  avec 
la  surface  une  infinité  de  points  de  contact ,  tous  situés 
sur  un  même  cercle. 

La  démonstration  de  ces  deux  propriétés  est  dos  plqs 
simples  ([uand  on  s'appuie  sur  ces  deux  théorèmes  de 
M.  Chasles  : 

Etant  donnés  deux  plans  fixes,  si  un  point  de  leur 
intersection  commune  est  pris  pour  le  sommet  d'un 
angle  droit  mohile,  dont  les  côtés  se  meuvent  dans  le> 
deux  plans  fixes  respectivement , 

1°  Le  plan  de  cet  angle  droit  enveloppera  un  cône 
du  second  d^gré; 

2"  Les  lignes  focales  de  ce  cône  seront  respectivement 
perpendiculaires  aux  deux  plans  fixes. 

Il  est  aisé  de  conclure  de  là  : 

1°  Que  la  normale  au  plan  de  l'angle  droit,  menée 
par  son  sommet ^  décrit  un  cône  supplémentaire  du  pre- 
mier ; 

2"  Que  le  plan  des  sections  circulaires  de  ce  cône  sont 
respectivement  parallèles  aux  deux  plans  fixes. 

I.  Propriétés  des  points  singuliers  dr  la  surface  des 
ondes.  —  I^es  cônes  (19)  et  (20),  (juand  on  fait   II  =r  h. 


deviennent  deux  plans 

W>  \^_ — 


Les  plans  contenus  dans  la  première  des  équations  (^4) 
sont  les  plans  des  sections  circulaires  de  l'ellipsoïde",  les 
plans  contenus  dans  la  seconde  sont  deux  sections  planes 
de  la  surface  délasticité.  Si  l'on  considère  l'une  des  sec- 
tions circulaires  et  la  section  correspondante  de  la  sur- 
face d'élasticité,  l'une  est  le  lieu  des  demi-axes  OA  =  b, 
l'autre  le  lieu  des  droites  OP  correspondantes.  Tous  les 
plans  tangents  à  l'ellipsoïde  aux  divers  points  de  la  sec- 
lion  circulaire  viennent  évidemment  tous  passer,  après 
leur  relèvement,  par  l'extrémité  de  la  normale  à  cette  sec- 
tion circulaire,  c'est-à-dire  sont  tous  tangents  en  l'un  des 
points  singuliers  de  la  surface  des  ondes.  Or,  des  deux 
tangentes  rectangulaires  qui  déterminent  la  position  d'un 
de  ces  plans,  l'une,  perpendiculaire  à  la  normale,  est  pa- 
rallèle au  plan  de  la  section  circulaire,  l'autre,  constam- 
ment parallèle  à  OP,  est  dans  un  plan  parallèle  au  plan 
lieu  de  OP.  Donc,  en  vertu  du  théorème  de  M.  Chasles, 
ces  divers  plans  tangents  enveloppent  un  cône  du  second 
degré. 

II.  Propriété  des  plans  tangents  singuliers.  —  Faisons 
?».=:£  dans  les  deux  cônes    (21)  et  (22),  on  aura 
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Les  deux  plans  contenus  dans  la  première  des  équa- 
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lions  (îS)  sont  les  sections  circulaiies  de  la  sniface  d'é- 
lasticité-, les  doux  plans  contenus  dans  la  seconde  sont 
deux  sections  ellipliqucs.  Considéions  comme  pré(  «'■dern- 
ment  l'une  des  sections  de  reUipsoïde  et  la  section  cin  u- 
laire  de  la  surface  d'élasticité.  Les  plans  tangents  aux 
divers  points  de  la  section  elliptique  sont  tous  pcr[)endi- 
culaires  au  plan  de  la  section  circulaire  lieu  de  OP5  le 
plan  POA  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  de  celte 
section,  et  la  droite  OI3,  autour  de  laquelle  on  doit 
faire  tourner  le  plan  tangent  au  point  A,  est  dans  le  plan 
de  cette  section  circulaire;  donc  le  plan  AOli  enveloppe 
un  cône  du  second  degré,  par  suite  la  normale  OA,  décrit 
un  cône  du  second  degré,  dont  les  plans  des  sections  cir- 
culaires sont  parallèles  au  plan  lieu  de  OP  et  au  plan  lieu 
de  OA.  Ceci  prouve  que  tous  les  plans  tangents  à  rclli[)- 
soïde,  situés  à  une  distance  b  du  centre,  ne  donnent  qu  un 
seul  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes  ;  mais  le  lieu  des 
points  de  <  ontact  A,  est  un  cercle,  car  la  droite  Pj  A,  étant 
parallèle  à  OP,  le  lieu  des  points  Aj  est  une  des  sections 
circulaires. 

Ainsi,  aux  quatre  points  singuliers  coniques  de  la  sur- 
face des  ondes  correspondent  quatre  plans  tangents  qui 
la  touchent  sui\^ant  des  cercles. 

VI. 

Proprirlés  polaires  de  la  surface  des  ondes. 

On  sait  que  le  pôle  d'un  plan 

nix  -\-  ny  -+- pz  =  I , 
par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre 

a.t-  -H  P_)'  -4-  7;=  =  1  , 

esl  le  point  dont  les  coordonnées  (j:,,  ) ,,  z,)  permetlenl 

Knn.  de  Mnihémal.,  a«  série,  t.  11.  (Juin  lSGf/1  I7 
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d  écrire  l'équalion  du  plan  sous  la  forme 

de  sorte  qu'entre  les  coordonnées  du  point  et  les  coeffi- 
cients du  plan  ou  a  les  relations 

///  =  xr,  ,       «=:JÏ>,  ,       p  =  yz,, 

et  le  plan  se  nomme  le  plan  polaire  du  point  (Xj,  j'i,  z,). 

On  sait  également  que,  si  le  point  [xi,  y,,  Zj)  décrit  une 
certaine  surface  S,  le  plan  enveloppe  une  autre  surface  S', 
et  le  plan  tangent  au  point  (xi,  7  i,Zi)  de  la  surface  S  a  pré- 
cisément pour  pôle  le  point  de  contact  du  plan  tangent  po- 
laire du  point  (X],j^i,  Si)  avec  la  surface  S'.  Aussi  les  deux 
surfaces  S  et  S' sont-elles  nommées  su/faces  polaires  réci- 
proques, par  rapport  à  la  surface  du  second  degré  donnée. 

Ceci  posé,  je  vais  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  surface  polaire  réciproque  de  l'une 
des  nappes  de  la  surface  des  ondes,  relativement  à  V el- 
lipsoïde 

bc         ne  no 

est  la  seconde  nappe  de  la  même  surface  des  ondes,  «, 
è,  c  ayant  la  même  signification  que  précédemment, 

La  marche  qu'il  serait  naturel  de  suivre,  pour  démon- 
trer ce  théorème,  consisterait  à  prendre  l'équation  du 
plan  tangent  de  la  surface  des  ondes,  à  déterminer  le  pôle 
de  ce  plan  par  rapport  à  l'ellipsoïde  (26)  et  à  chercher  le 
lieu  de  ces  pôles  en  tenant  compte  de  la  condition  que  le 
plan  polaire  touche  la  surface  des  ondes.  Mais  les  calculs 
qui  se  rapportent  à  cette  marche  sont  très-longs,  et  j'ai 
tourné  la  difficulté  de  la  manière  suivante  : 

Parmi  tous  les  plans  tangents  à  la  surface  des  ondes,  il 


(  '^5y  ) 
y  en  a  qui  touclieni  uik;  mt^me  sphère  tlont  le  rayon  R  t-sl 
compris  entre  a  el  c.  Ça  sont  tous  les  [)lans  tangents  qui 
sont  «à  une  même  distance  R  du  centre.  Les  points  de  con- 
tact de  ces  plans  tangents  et  de  celte  sphère  sont  sur  la 
conique  sphér  ique 

(   a'-K'        /.^— R^  "^c'  — R=~     ' 

déterminée  par  l'intersection  de  la  sphère  et  du  cône  lieu 
des  droites  OP,  de  longueur  constante  [voir  §  IV). 

11  est  clair  qu'en  donnant  à  R  toutes  les  valeurs  coni- 
j>rise.s  entre  a  et  c,  tous  les  plans  tangents  aux  diverses 
sphères  R  ayant  leurs  points  de  contact  sur  les  coni- 
ques (27)  seront  tous  les  plans  tangents  à  la  surface  des 
ondes.  Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  chercher  le  lieu  des 
pôles  des  divers  plans  tangents  à  une  sphère  ayant  leurs 
points  de  contact  sur  une  courbe  donnée. 

Tout  plan  tangent  à  la  sphère  R  a  pour  équation 

l'I-^-r.'r.   -\--C'l.  =  R'; 

le  pôle  (jjj,  j)',,  3,)  de  ce  plan,  relativement  à  li'llip- 
soide  {26),  est  tel,  que  Ton  peut  écrire  Téqualion  de  ce 
plan  sous  la  forme 

ÇJ^I  »îji  ï-i 

y-  -^  ^-  4-— -=1. 
oc  ac         au 

Donc,  entre  les  coordonnées  du  point  de  contact  (^',  r,\  ^') 
<'t  les  coordonnées  du  pôle,  on  a  les  relations 

R'r,  ,        R'r,  ,        R-3 


hc  m:  ah 


\'i  ^'1  K'  floi^f^'it  d'ailleurs  satisfaire  aux  éfpjations  (aj), 
pour  que  le  plan  tangent  à  la  sphère  le  soit  aussi  à  la  sur- 
l'ace  des  ondes.   Donc,  si  l'on  substitue  h's  v.ilenrs  de  ;', 

I  -. 
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y/,  ^'  en  (.r,,  ji,  -Sj)  dans  les  équations  (27),  on  aura 


p'2        a-b^—1? 


M=o; 


et  Ton  reconnaît  facilement  dans  le  groupe  (28)  les  équa- 
tions d'une  conique  ellipsoïdale  de  la  surface  des  ondes. 
Or,  il  est  encore  aisé  de  voir  que  cette  conique  ellipsoïdale 
est  celle  qui  correspond  à  la  conique  spliérique,  intersec- 
tion de  la  sphère  R  et  de  la  surface  des  ondes. 

Si  R  est  compris  entre  a  et  è,  tous  les  plans  tangents 
qu'on  obtient  d'après  les  équations  (27)  sont  tous  les 
plans  tangents  à  la  nappe  externe,  et  les  équations  (28) 
représentent  tous  les  points  de  la  nappe  interne.  Si  R  est 
compris  entre  b  et  c,  c'est  l'inverse  qui  a  lieu.  Donc  le 
théorème  est  démontré. 

La  manière  même  dont  nous  avons  démontré  ce  théo- 
rème remarquable  conduit  immédiatement  aux  conclu- 
sions suivantes  : 

1°  Tous  les  plans  tangents  communs  à  la  surface  des 
oncles  et  à  une  sphère  ont  leurs  pôles  sur  la  conique  ellip- 
soïdale correspondant  à  la  conique  sphérique  donnée 
par  l intersection  de  la  surface  et  de  la  sphère. 

2**  Tous  les  plans  tangents  communs  à  la  surface  des 
ondes  et  à  l'ellipsoïde 

a'x'  -f-  b-r''  -h  c^z'  =  P' 

ont  leurs  pôles  sur  la  conique  sphérique  correspondant  à 
la  conique  ellipsoïdale,  intersection  de  la  surface  et  de 
T ellipsoïde  donné. 

Et  par  suite  : 

3"  Les  deux  courbes  dont  se  compose  la  trace  de  la 


(  ^fi'  ) 

surface  sur  l'un  des  plans  coordonnés  sont  polaires  rc- 
ciproques. 

Et  enfin  voici  une  propriété  assez  remarquable  : 
4^*  Chaque  point  singulier  de  la  surface  est  le  pôle  du 
plan  tangent  singulier  correspondant,  et  chacun  des 
points  de  la  courbe  de  contact  circulaire  de  celui-ci  est  le 
pôle  de  l'un  des  plans  tangents  au  point  singulier. 

MI. 

Propriété  des  axes  optiques. 

Les  normales  aux  sections  circulaires  de  l'ellipsoïde 
portent  le  nom  (ïaxes  optiques  de  la  surface;  on  sait  que 
ces  droites  passent  par  les  points  singuliers  de  la  surface 
des  ondes. 

Si  l'on  remarque  que  les  rayons  vecteurs  de  la  surface 
des  ondes  sont  perpendiculaires  aux  sections  diamétrales 
correspondantes  de  l'ellipsoïde,  on  en  conclut  sans  peine 
que  les  angles  qu'un  rayon  vecteur  fait  avec  les  axes  opti- 
ques sont  égaux  aux  angles  que  fait  la  section  diamétrale 
de  rdlipsoïde  avec  les  sections  circulaires. 

L'équation  (5)  du  §  I 

-J-  —  -V  =  1 -^  —  —  I  sinV  sinV 
R'       R"        V<         "V 

donne  donc  Je  théorème  suivant  : 

Le  produit  des  sinus  des  angles  que  fait  la  direction 
d'un  rayon  vecteur  de  la  surj'ace  des  ondes  awec  les  axes 
optiques  de  cette  surjace  est  proportionnel  à  la  dijfere/ice 
des  carrés  des  im^erses  des  deux  rayons  vecteurs  qui  ont 
cette  même  direction. 

Ce  théorème  a  une  grande  iinporlance  dans  la  llie<M  i<' 
de  la  double  réfractioji. 
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CONDITIONS  ANALYTIQIES 

Poar  que  les  snrfaces  engendrées  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite  soient 
tangentes  tout  le  long  d'une  génératrice  commune; 

Pau  m.   J.-F.   CH. 


Toute  droite  dans  l'espace  a  pour  équations  : 

(l)  x=.az-{-p, 

(2}  J=v3  4-o^ 

Lorsque  les  paramètres  a,  p,  y,  â  sont  fonctions  d'une 
même  variable  V,  la  droite  passe  d'une  position  rà  l'autre 
suivant  une  certaine  loi  qui  dépend  de  la  nature  de  ces 
fonctions  5  et  elle  engendre  une  surface  dont  la  forme  est 
la  conséquence  de  cette  loi.  En  laissant  donc  ces  fonctions 
tout  à  fait  indéterminées,  on  peut  dire  que  toute  surface 
qui  a  une  ligne  droite  pour  génératrice  peut  être  repré- 
sentée parle  système  des  équations  finies  (i)  et  (2)  entre 
lesquelles  on  doit  éliminer  V. 

Par  suite,  on  peut  prendre  pour  les  équations  finies  de 
deux  de  ces  surfaces  : 

«,  (î,  y,  ô  sont  fondions  de  V5 

X  =  \z  -{-  II,      y  =  -jz  -\~  p, 

?.,  p,  y,  p  sont  fonctions  de  W. 

Supposons  que  la  génératrice  commune  soit  donnée 
par  ^  ^rp-,  W  =  '»V5  et  quea,|3,y,  ^5  1,  fx,  v,  p  aient 
alors  respectivement  les  valeurs  déterminées  «,  h,  c,  r/, 
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/,  m,  «,  r;  oti  a  évidemmeni  : 

a  ^=  l ,       h  =:  tu  ,      c  =  n  ,      i/  =  r. 

Nommons  a',  [i',  y\  ô',  À',  [x',  v',  p'  les  dérivées  de 
a,  (3,  y,  (î  par  rapport  à  V  et  de  X,  y.,  v,  p  par  rapport  à  W  ; 
et  «',  i',  c',  r/',  /',  w/',  «',  /•'  ce  que  devieiinenl  ces  dérivées 
quand  on  y  fait  respeciiveraenl  V  :=  p",  W  =w.  Les  quan- 
tités a',  b' .  c',  fV ,  /',  m',  /*',  ;-'  ont,  ainsi  que  «,  Z>,  c,  r/, 
/,  m,  «,  r,  des  valeurs  déterminées. 

Pour  que  les  deux  surfaces  soient  tangentes  en  un  point 
commun,  il  faut  que,  pour  ce  point,  x,  j',  z  et  dx,  dj^  dz 
soient  les  mêmes 5  on  doit  donc  avoir 

de  =  rxdz+[-j:  z-\-^')dN  =  ). dz  +  (>/  3  -+-  p.' )  d\Sy 
(Ij  =  ydz  -\-   '^'  z  -^  S')  d\  z=  -jdz  -\-[-y  z  -f-  r/)rfW. 

En  faisant  V  =  t^,  W  =  iv,  pour  exprimei-  que  le  point 
considéré  est  situé  sur  la  généralrice  commune,  ces  équa- 
tions deviennent  : 


Donc 

:3) 


[a'z-^  b']d\  =  {J'  Z  +  ni'jdW, 
{(■'  z  -H  d']d\  =  {n'  z  +  r']d\S. 

n'z-\-b'         l'z-hm' 


c'z-i-d'         n'z-hr' 

Celte  équation  donne  le  z  du  point  de  langince,  et 
Ton  a  pour  \x  et  l'y  de  ce  point  : 

X  =  az  -\-  b  ,       y  =^  cz-\-  d. 

L'équation  (3)  est  évidemment  de  la  forme 
(4)  W-'H-Nc  H- P  =  o, 

dans  laquelle  M,  N,  P  sont  des  quantités  déterminées. 

Comme  elle  est  du  second  degré,  elle  a  deux  ruino, 
et  ces  deux  racines  sont  simultanément  réelles  ou  simul- 
tanément imaginaires. 
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Donc,  quand  il  y  a  un  point  de  tangence  sur  la  généra- 
Irice  commune,  il  y  en  a  deux. 

Si  maintenant  l'on  veut  qu'il  y  ait  tangence  tout  le 
long  de  cette  génératrice,  il  faut  que  l'équation  (4)  soit 
satisfaite,  quel  que  soit  z.  Par  conséquent  les  conditions 
de  tangence  que  l'on  cherche  sont  : 

l   IM  =  a'  n'  —  <■'  /'  z=  o, 

(5)  \  ^  =  n' r'— c'm'-hb'n' —  d'l'  =  o. 


\    J.1   :z^  ti    r    —  c    m    — (— 

\^  —  l>  r'  —  d' m'  - 


Ces  conditions  sont  toujours  satisfaites  quand  les  deux 
surfaces  ont  sur  la  génératrice  commune  trois  points  de 
tangence  différents^  car  alors  les  ordonnées,  de  valeurs 
différentes,  de  ces  trois  points,  doivent  satisfaire  à  l'équa- 
tion (4) ,  qui  n'est  que  du  second  degré  5  et  cela  ne  peut 
avoir  lieu  qu'autant  qu'on  a  à  la  fois  M  =  o,  N=o, 
P=o. 

De  là  résulte  ce  théorème,  démontré  géométriquement 
depuis  longtemps,  que  deux  surfaces  gauches  qui  ont  trois 
plans  tangents  communs  sur  une  même  droite  génératrice 
sont  tangentes  tout  le  long  de  cette  génératrice. 

Enfin,  lorsque  les  deux  surfaces  données  ont  quelques 
conditions  communes  dans  le  mode  de  génération,  il 
existe  des  relations  déterminées  entre  quelques-unes  des 
fonctions  a,  (B,  y,  à  et  X,  ;:jt,  v,  p\  une  ou  plusieurs  des 
quantités  M,  jN,  P  deviennent  nulles  d'elles-mêmes,  et 
alors,  au  lieu  de  trois  plans  tangents  généralement  néces- 
saires pour  qu  il  y  ait  tangence  complète,  il  n'en  faut 
plus  que  deux  et  même  un  suivant  les  circonstances.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  que  deux  plans  tangents  suffisent 
pour  les  surfaces  conoïdes  ayant  une  génératrice  com- 
mune, et  qu'il  n'en  faut  qu'un  seul  pour  les  surfaces  dé- 
veloppables. 
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CONCOIRS  D'AGRÉGATION  POtR  LES  LYCÉES, 

Composition  en  Mécanique; 

Par    m.    J.    ROMAND, 
Licencié  es  Sciences  mathématiques  et  es  Sciences  physiques. 


Dans  un  cylindre  droit  à  base  circulaire  dont  l'axe 
est  horizontal,  on  place  un  prisme  triangulaire  droit 
qui  touche  le  cylindre  par  deux  de  ses  arêtes  latérales. 
On  demande  dans  quelles  positions  ce  prisme  demeurera 
en  équilibre  sous  Faction  de  la  pesanteur. 

On  aura  égard  au  frottement  et  on  déterminera  les 
pressions  exercées  par  le  prisme  dans  ses  positions 
extrêmes. 

Kous  admettrons:  i"  que  le  prisme  est  homogène  ou 
formé  de  filets  prismatiques  séparément  homogènes,  pa- 
rallèles aux  arèles  latérales  ;  2°  que  la  surface  du  cylindre 
et  les  arèles  du  prisme  sont  telles,  que  les  réactions  du 
(  ylindre  sur  des  éléments  égaux  de  chaque  arèle  en  (  ou- 
tact  avec  sa  surface  soient  équivalentes  à  des  forces  égales 
normales  à  cette  arèlo  et  parallèles  entre  elles. 

Le  prisme  étant  placé  dans  le  cylindie,  soit  ACA'  le 
triangle  et  O  la  cireonféience  suivant  lesquels  le  svsième 
est  coupé  par  un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes  passant 
par  le  centre  de  gravité  G  du  prisme.  D'après  nos  hypo- 
thèses, les  réactions  du  cylindre  se  réduisent  à  deux 
forces  appliquées  en  A  et  en  A',  dont  les  directions  sont 
comprises  dans  le  plan  de  la  section. 

La  ])Osition  du  triangle  ACA'  dans  la  circonférence  O, 
par  suite  celle  du  prisme  dans  le  cylindre,  est  déterminée 
par  l'angle  aigu  (|ue  A  A'  (ail  avec  une  horizontale,  par 
exemple  avec  AH:  (elan|;le  A'. Ml   sera  désigne  par  ^   «l 
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considéré  comme  positif  ou  négatif,  selon  qu  il  se  trouve 
au-dessous  de  AH  ou  au-dessus. 


=SS5r~^-.« 


N    " 


Q>- 


Abstratlion  faite  du  frottement,  il  n'y  aurait  qu'une 
seule  position  d'équilibre  du  prisme  reposant  sur  le 
cylindre  par  les  arêtes  A  et  A'*,  le  centre  de  gravité  G  sé- 
rail sur  la  verticale  du  point  O,  et  l'équilibre  serait  stable 
ou  instable  selon  que  G  se  trouverait  au-dessous  ou  au- 
liessus  de  O.  Eu  égard  au  frottement,  il  y  a  une  infinité 
de  positions  d'équilibre  comprises  entre  deux  positions 
extrêmes  auxquelles  répondent  des  valeurs  limites  de 
langle  !»  qu'il  s'agit  de  calculer.  Deux  cas  doivent  être 
distingués  : 

1°  Le  centre  de  gravité  G  est  dans  le  triangle  AOA'. 

Soient  r  le  rayon  du  cylindre  ou  de  la  circonférence  O; 

a  le  côté  A  A'  du  triangle  ACA'; 

j5  les  angles  en  A,  A' du  triangle  isocèle  AOA'  (cette 
dojuiée  dépend  de  /•  et  de  a)  -, 

a,  a'  les  angles  en  A,  A'  du  triangle  AGA'  (ils  déter- 
minent la  position  de  G  dans  le  triangle  ACA'  et  sont 
inférieurs  à  (3  dans  le  cas  considéré)  ; 

P  le  poids  du  prisme; 

/  l  angle  du  frottement. 

Décomposons  le  poids  P  en  deux  forces  Q,  Q'  dirigées 
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suivant GA,GA'  et  transportons  ces  forces  respectivement 
en  A,  A'.  Décomposons  encore  Q,  Q'  appliquées  aux 
points  A,  A',  en  N,  N' normales  à  la  circonférence  O,  et 
T,  T'  tangentielles,  qui  seront  de  sens  contraires.  Les 
composantes  tangentielles  des  réactions  du  cylindre  sur 
le  prisme,  appliquées  à  celui-ci  en  A,  A',  seront  respecti- 
vement N  tangy",  JN  '  tang  /. 

Si  le  centre  de  gravité  G  était  sur  la  verticale  du 
point  O,  l'équilibre  subsisterait.  Supposons  que  le  prisme 
soit  successivement  placé  sans  impulsion  dans  des  posi- 
tions pour  lesquelles  G  se  trouve  du  même  côté  que  A 
par  rapport  à  celte  verticale,  il  tendia  à  se  mouvoir  ou 
se  mouvra  eflbctivement  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche  m.  en  sorte  que  les  frottements  N  tang^",  JN  '  tang^ 
seront  de  même  sens  que  la  force  T;  la  condition  d'équi- 
libre sera  dans  ce  cas  la  relation 

(i)  T'— T<{N-f-IS')tang/. 

Regardons  en  efïet  pour  un  moment  les  frottements 
iN  tangy,  N'tangy  comme  des  forces,  pour  ainsi  diic 
actives^  appliquées  aux  points  A,  A'  du  prisme,  nous 
arriverons  à  la  condition  d'équilibre  en  considérant  ce 
corps  comme  lié  à  l'axe  du  cylindre  et  assujetti  à  tourner 
seulement  autour  de  cette  droite  fixe,  qui  remplacera  en 
cjuelque  sorte  les  résistances  N,  ]\'  normales  au  cylindre. 
Pour  l'équilibre,  il  faut  et  il  suffit  cpic  la  somme  algé- 
brique dos  moments,  par  rapport  à  Taxe  fixe,  des  quatre 
forces  T,  T',  N  tang  /,  UN'  lang/^,  soit  nulle  \  ces  moments 
sontTr,  —  T'/-,  Nrtang/,  IN'riang/,  en  prenant  posi- 
tivement celui  de  la  force  T,  ce  qui  détermine  le  signe 
dos  autres:  on  a  donc  T  —  T'h- (IN -f-Ps')  tangy=  o, 
suppression  faite  du  facteur  commun  i\  ou  bien 
T'  —  T  =  (iV -f- jS')  tang/.  Enfin,  comme  iNlang^, 
M' tang/ sont  des    froittemcnls  et  non  des  forces  olVective- 
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ment  appliquées  au  prisme,  il  est  clair  que  la  condition 
de  notre  problème  est  seulement  que  T'  —  T  ne  surpasse 

pas  (N-f-N')tang/. 

Au  moyen  des  équations 

N=Qcos(3  — a),     T=Qsin(^  — a), 
IN'=Q'cos(3  — a'),      T'=Q'sin(p  — a'), 

la  relation  (i)  se  ramène  à 

Q'[sin(!B  — a')  — cos(8  — a'jlang/] 
<Q[sin(p  —a)  H-cos(!3— a)tang/J, 

d'où  l'on  tire 

Q'sin(3-a'-/)<Qsin(p-a4-/), 

car  cosy'est  positif;  plus  simplement,  on  a 

Q'«'<Q«, 
en  posant 

sin  (  p  —  a' — /)  =  «'     et     sin  (p  —  X  4-/)  =  «. 

Remplaçant  Q  et  Q'  par  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions 

Q  Q'  P 


(A) 


?) 


cos  (a  —  o ! 


a') 


qui  subsistent  pour  toutes  les  valeurs  de  <p,  on  trouve 
d'abord 

n'  cos  (a  —  ?  '  ^  ^  cos  (  a'  -i-  ip )  , 


car  il  est  permis  de  supprimer  le  facteur  commun  posi- 
P 

r:  1    puis 

Sin(a-t-a)       ^ 

(n  sina'  +  n'  sina)  sin©  <  («  cosa'  —  n'  cosa)  coso. 


tif 


Celte  condition  est  nécessairement  remplie  par  la  valeur 
de  c^  qui  répond  à  la  position  du  prisme  dans  laquelle  OG 


(  '-69  ) 
est  verticale;  elle  le  sera  aussi  pour  des  direrlions  de 
celte  droite  assez  voisines  de  la  verticale,  répondant  à  des 
valeurs  de  9  un  peu  plus  grandes  ;  mais  elle  doit  cesser  de 
l'être  pour  des  directions  trop  ccarlécs  de  la  verticale, 
c'est-à-dire  pour  de  trop  grandes  valeurs  de  o.  D'après 
cela  le  coefficient  de  sin  <j)  doit  être  positif,  et  on  a  par 
conséquent 

/  «cosa'  —  n'  ces  y. 

tang  cp  S  » — -. — -, r-^ —  , 

«  sin  a  -H  «  sm  a 

d'où  se  déduira  une  des  deux  limites  de  cp. 

Supposons  maintenant  que  le  prisme  soit  placé  dans 
des  positions  pour  lesquelles  le  centre  de  gravité  G  s'é- 
carte de  la  verticale  du  point  O  du  côté  de  A',  il  tendra 
à  se  mouvoir  ou  se  mouvra  dans  le  sens  opposé  h-  la 
ilèche  m,  et  les  flottements  seront  de  même  sens  que  la 
force  T'j  la  condilion  d'équilibre  sera  donc 

l3)  T-T'<(N-+-N')tang/, 

ou  bien 

r_T>(N-hN')tang(-/). 

Cette  relation  ne  diflérant  de  l'équation  (i)  que  par 
l'inversion  du  signe  de  relation  et  par  le  changement  de/^ 
en  — J\  si  l'on  remar(|ue  d'ailleuis  (ju'elle  ne  doit  cesser 
(l'avoir  lieu  qu'autant  que  '^  prend  des  valeurs  trop  pe- 
ntes ('y  décroît  et  peut  devenir  négatif  quand  OG  s'écarle 
de  la  verticale  du  point  O,  dans  le  sens  que  l'on  consi- 
dère),  on  en  conclut  immédiatement 

,  , ,  ^  //,  cos a'  —  n,  cos a. 

4  )  tiinK  ?  = -■ ; 7 — ■■ —  ' 

^  '      «,  sm  z  -h  f ,  sina 

en  posant 

sin(fJ  —  y. — /)  =  /!,      vl     sin  (  p  —  a' -h/j  =://',. 
2"  Le  centre  de  cravité  G  est  hors  du  trianiile  AOA'. 


{ ■>-?-  ) . 

Un  des  augles  a,  a'  au  moins  surpasse  /'S-,  mais  nous 
nous  contenterons  de  considérer  le  cas  dans  lequel  on  a 
en  même  temps  a  ^  j3 ,   a'  >  j3. 

Les  composantes  T,T'  sont  dirigées  suivant  AF,  A'F', 
et,  quand  le  prisme  tend  à  se  mouvoir  dans  le  sens  indi- 
qué par  la  flèche  m,  les  frottements  sont  de  même  sens 
que  T'5  la  condition  d'équilibre  est  donc 

(5)  T  — T'^(]N  +  N')tang/. 

N,  N'  conservent  les  mêmes  expressions  que  dans  le  pre- 
mier cas^  et  la  formule  (A)  ne  change  pas,  mais  on  a 

T  =  Qsin(«— p),     T'  =  Q'sin(a'— fj). 

D'après  cela,  et  si  Ton  remarque  que  c'est  quand  l'an- 
gle (p  diminue  que  le  centre  de  gravité  G  s'écarte  de  la 
verticale  du  point  O  du  côté  de  A  ,  par  suite  que  l'équi- 
libre peut  se  trouver  rompu,  poiTr  ainsi  parler,  dans  le 
sens  de  la  flèche  m,  on  arrive  à  l'inégalité 

,^>  ^  ncosy.' — «'ces  a 

(o  tango)^ — : ; ^—. —  , 

«  sm  a  -h  «  s;n  a 

Il  et  n'  représentant  les  mêmes  sinus  que  dans  la  for- 
mule (2)  dont  celle-ci  ne  dilfère  que  par  l'inversion  du 
signe  de  relation. 

En  considérant  la  rupture  de  l'équilibre  dans  le  sens 
opposé  à  la  flèche  m,  on  trouve 

17)  T'-T<(N  +  N')tang/, 

qui  a  les  mêmes  rapports  avec  la  relation  (5)  que  (.1) 
avec  (i).  On  en  déduirait  donc 

, ,, .  ^  /?,  cos  a'  —  n'  ces  a 

[<))  tango)  S : -, ; — : . 

/?,  sin  a  H-  «  I  sin  a 

Hi  et  n\  représentant  les  mêmes  sinus  que  dans  la  for- 
mule (4). 


(  ^7»   ) 
Enfin,  pour  avoir  les  pressions  exercées  sur  le  cvlindie 
par  le  prisme  dans  ses  positions  cxlrèmes  d'écpii libre,  on 
tirera  des  formules 

n  cos  y!  —  n'  cos  y.  ti^  cos  y!  —  n    cos  y. 

taniîv^  — -■ — ; 1—- — '      tango  = -. — ; — ^ — 

^  rt  sin  a  -H  rt  sin  X  «,  sin  a  -f- /?,  sm  a 

les  valeurs  de  o  entre ^  et  -h  -  (lu'elles  délerminenl  : 

on  portera  successivement  cos  valeurs  de  o  dans  les  for- 
mules (A)  qui  donneront  des  valeurs  correspondantes 
pour  Q  et  Q',  et  il  ne  restera  plus  qu'à  mettre  celles-ci 
dans  les  équations 

N  =  Qcos(p  — a),      N'=:Q'cos(^  — a'). 


NOTE  SIR  UNE  DES  FORMES  DL  RESTE  DWS  LA  SÉRIE 
DE  TAYLOR; 

Par  m.   REYNAUD, 

Professeur  au  Ivcée  de  Toulouse. 


Étant  donnée  une  fonction  quelconque  de  .r,  f  {oc), 
on  pose  l'égalité 

où  .T]  et  Xx  -h  //  sont  deux  valeurs  particulières  de  .r,  et 
l'on  se  propose  de  déterminer,  si  c'est  possible,  la  valeur 
du  terme  complémentaire  R. 
On  a 

\  .?/  1.7.../.' 


Soit 


12  I  .-Z.  .  .« 

l'ordounée  d'une  courbe  dont  x  est  l'abscisse,  les  axes 
étant  rectangulaires.  On  voit  immédiatement  que  pour 
a'=  oîi  +  A,  cette  ordonnée  est  nulle  si  les  dérivées  suc- 
cessives dey  (x)  prennent  pour  cette  valeur  de  x  des  va- 
leurs finies,  et  que  pour  x  =  Xi  l'ordonnée  est  égale  à  R. 
Si,  pour  cette  dernière  valeur  de  x,  la  fonction  et  ses  dé- 
rivées ont  des  valeurs  finies,  la  valeur  de  R  est  elle-même 
finie,  positive  ou  négative.  Soient  (*) 

OP  =  x„     OP'  =  .r,  +  h     et     PM  =  R. 

Le  point  M  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  des  r. 
Dans  les  deux  cas,  si  la  fonctiony(x)  et  sa  dérivée  sont 
finies  et  continues  entre  les  limites  Xx  et  Xi  +  A  de  la 
variable,  on  pourra  mener  à  l'arc  AB,  entre  les  points  A 
et  B,  une  tangente  parallèle  à  sa  corde  AB,  et  l'abscisse 
du  point  de  contact  pourra  être  représentée  par  Xi-\-6h, 
6  étant  un  nombre  positif  compris  entre  o  et  i.  Si  R  est 
positif,  ou  a 

R=  PM  =  PP' .  tangMP'P=  —  h  tang MP' j;—  —h  /(^,  +  9 h); 

si  R  est  négatif,  on  a  de  même 

R  =  —  PM  =  —  /aangMP'P  =  —  /i^'  (.r,  +  ôA). 
Or 


^  '  I     2. . .« 

et  par  suite 


./(«M 


[^,  +  e/0  =  -  ^^ ^/C+O  (x); 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


{  ^7:^  ) 

substituant,  f)n  a  la  formule  connue 

/<"+'(  I  —0)" 


Remarque.  —  On  verra  au  moyen  cl  une  ligure  que  la 
déinonstration  se  fait  de  la  môme  manière,  quel  <jue  soit 
le  signe  de  l'accroissement  //. 


DEMONSTRATION  D'IN  THEOREME  DE  M.  SCULOMILCU 

(TOlr  t.  XIX,  p.  280}  ; 

Par  m.   Hknry  COLLACHE, 

Élève  de  mathéma'Jques  spéciales  au  lycée  Charlemagne 
(classe  de  M.  Hauser). 

11  s'agit  de  montrer  que  l'on  a 

i'.  2=.  3- .  .  .  /7'^  n". 
On  peut  loujours  poser 

n  ^ p  -H  I, 
d'où,  en  multipliant  par  /?, 

et,  par  conséquent, 

np  H-  «  >  //  +  i>  -\-  ", 
ou 

{n  —  p\  {p+  I  )>«. 

En  faisant  successivement  /?  =  o,  i ,  2  ,  .  .  . ,  /;  —  i ,  et 
multipliant  membre  à  membre,  il  vient 

C.     Q.     V.     l). 


Aiin    Je  Mtiihriiiiit.,  j''scrie,  l.  11.  .Jiiiià  iMil.,  '  ^^ 


(  K'\  ) 


SOLIJTION  DE  LA  QIESTION  555 

voir  t    XIX,  p.  i06  ); 

Par    î\1.     a.    G. 


Étant  donnée  une  équation  algébrique  n  ayant  pas 
de  racines  égales^  si  Von  applique  à  celte  équation  le 
procédé  de  Sturm,  et  si  lune  des  équations  obtenues  a  des 
racines  égales^  l'équation  a  nécessairement  des  racines 
imaginaires.  (Rouget.) 

Soient  X  =  o  l'équation  proposée  et  Xj,  X,,  X3, .  .  . , 
les  divers  polynômes  que  l'on  considère.  Supposons  que 
X  =  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  au  nombre 
de  m,  Téquation  Xi  =  o  aura  aussi  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales  au  nombre  de  m  —  i . 

Soient  rt',  b',  c' ...  h'  ces  racines  par  ordre  de  grandeur. 
Pour  ces  valeurs  X  et  X2  sont  égaux  et  de  signes  contrai- 
res. D'ailleurs  x  variant  de  a'  à  b',  X  cliange  de  signe; 
donc  il  en  est  de  même  pour  Xg.  Ceci  est  vrai,  quelles 
que  soient  les  racines  a'  et  b'.  Comme  il  y  a.  m  —  2  inter- 
valles, l'équation  X2=  o  du  degré  [m  —  2)  aura  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales.  Ou  ferait  voir  pareilleaient 
qu'il  en  est  de  même  des  autres  équations. 


OIJESTIO^. 


656.  Démontrer  géométriquement  que  la  division  de 
la  circonférence  en  sept  parties  égales  se  ramène  à  la 
trisection  de  l'angle  dont  la  tangente  est  égale  à  3  s  3. 

(Matthevv  Colltns.) 


Ijô 


SOLITION  DE  L4  QIESTION  C4I   (CATALW) 

(  TOir  p.  93;  ; 

Par   m.   h.  PICQUET, 

Elèvo  de  malhématiqups  spécialos  .'ni  lyréo  de  Poitiers. 

Il  s'agil  de  démontrer  la  relation 

cos  [n  -\-  h  -Jf- c)  cos [a  -i-  h  —  c)  cos  n  -{-r  —  l>)  cos  (  A  -f-  r  —  n) 

=1=4  ''"S^ ^  ^f>s^  ^  cos'c —  (cos  nr  -i-cos  b-\-cos r )  (cos  a  -+-  cos  0  —  cos  r) 

X  (cos a  +  cos  c — cos/;);cos/»-f-cosr — cos^). 

Le  second  membre  peut  s'écrire 

4  cos-  a  cos-  b  cos'  r 
—  [(cosrt  -hcofiby  —  cos-f  ]  [ros^c  —  (cos/7  —  cos/;)'], 
ou 

4  cos  '  «  cos'  b  cos'  c 
-!-  (cosVï  —  cos=/;)^  -|-cos'c  —  ?.cos'c(cos'rt-f-cos'/>  ", , 
ou 

(cos'«  —  cos'/»  —  cos'c",' —  /^cos- b  cos-V  +  4cos'rtcos'^cos-'r. 

Examinons  maintenant  le  premier  membre.  En  trans- 
formant en  une  somme  de  cosinus  les  deux  premiers  f';ic- 
leurs,  ainsi  que  les  deux  derniers,  il  vient 

—  fcos?.  [o  +  b  ]  ■+-  cos  7.c]  -»  [cos?.  f  +  cos  2  [f{  —  b)\ 
2  7. 


-  î  cos'->f-|-cos2(rt+/')cos2  (r/ —  /;) 

+  cos  ?.  c  [ cos  ■?.  {n  -^  b]  -h  cos  7.  (  /v  —  /■')]!• 


(  ^7^^'  ) 
Eu  remplaçant 

COS2  (a  4-  i)cos2  [a  —  b) 
par 

-  ( cos  ^a  +  cos  4  ^ ) 


-  (  5  cos'  2 «  —  1-1-2 cos'  ai  —  I ) 
ou  par 
cos^2«  4- C()S^2  i — I      et     cos  1  c  [cos  2  {a -h  b) -\- cos  1(0— h)] 

par 

2  cos  2  rt  cos  2  è  cos  2  r , 
il  vient 

-  (cos'2rt  +  cos'2  b  4-cos'  2f  +  2  cos 2 «cos  2icOS2r —  I), 

A  la  place  de  cos  art,  je  mets  2cos*rt — i,  et  les  expres- 
sions analogues  pour  cos  -zb  et  cos2c  :  il  vient  alors 

j  [4cos'«-|-4cos-<74-i-f-4cos^  b — 4'^os^^-f-i  -i-4cos'c — ^cos^c 
-hi  +2 (2 cos' a  —  i)  (2 cos-  b —  i)  (  2cos'c —  i) —  i]. 
Toute  réduction  faite,  il  reste 

cos'  a  -f-  cos*  b  -h  cos^  c  —  2  cos'  a  cos'  b  —  2  cos'  a  cos'  c 

—  2  cos'  b  cos'  f  -h  4  <^"s'  a  cos'  b  cos'  c , 
ou 

(cos'  a  —  cos'  b  —  cos'  c  )'  —  4  ^0*"  ^  <^os^  ^  +  4  ^^^^  ^  ^^^^  ^  '^^^^  ^  » 

qui  est  précisément  la  valeur  à  laquelle  j'étais  arrivé  pour 
le  second  membre. 


(  277  ) 
SULLTION  DE  LA  QlESTIO\  645 

(Tolr  p.  94); 

Pau  m.  L.  RAYNAUD, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Moulina. 


Soient  à,  5',  o"  les  distances  du  centre  d'une  conique 
à  trois  tangentes,  et  p,  p',  p"  les  distances  de  ce  centre 
aux  points  de  contact  :  on  a 

S^p^â"'~S")  +  S''p''(S'  -  6^"=j  -^3"'p"'  [6"— S')  =zo. 

i"   Cas  de    r ellipse. 

Supposons  l'ellipse  rapporlée  à  son  centre  et  à  ses 
axes,  et  soient  : 

or,  j   les  coordonnées  de  l'extrémité  dep; 

1  la  longueur  du  demi-diamètre  conjugué  de  p  ^ 

d  sera  la  hauteur  du  parallélogramme  construit  sur 
les  longueurs  p  et  A. 

On  pourra  écrire,  d'après  des  théorèmes  connus  : 

ab  =  S\     et     fû -h  0' =  p' -\- V , 
d'où 

(1)  rt»^.'=:=(î'  (fl'-f-  6'— û'). 

Ou  aura  de  même,  en  considérant  les  autres  points  de 
contact, 

(2)  a'b'=S"{a'-^-b'  —  o''), 

(3)  n'b'  =  3"'{a'  +  b'  —  l."'). 

Éliminant   maintenant  a* -h  l>*  entre  les  équations  (i). 
(  :i) ,  (3),  il  vient 

^5  Ç.^  _  d"'p''  _  5' &'  —  3"*p"' 

32  __  §'z    —    <î=  _  r = 

ou 


(  278  ) 

2"  Cas  de  Vhyperhole. 

Le  mode  de  solution  prouve  assez  que  la  relation  finale 
subsiste  encore  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Du- 
pain,  professeur  au  lycée  d'Angoulême;  P.  R.  et  Melon, 
élèves  du  collège  Piollin  \  Coniille,  élève  du  lycée  de 
Strasbourg;  Pelletreau  et  Picqueî,  élèves  du  lycée  de 
Poitiers;  Jarlot,  du  lycée  Louis-le-Giaud;  Harang,  du 
lycée  de  Douai. 


REMARQIES 

Sur  les  couiposilious  de  Malbémaliiiiies  el  de  Trigonométrie  faites  eu  1862 
pour  radiiiissioa  à  l'Ecole  Poljteclmiqiie. 


Un  de  nos  amis,  chargé  en  i86"2  de  corriger  les  com- 
positions de  Mathématiques  et  de  Trigonométrie,  nous  a 
communiqué  les  remarques  qui  lui  ont  été  suggérées  par 
ce  travail.  Nous  les  publions  parce  qu'elles  peuvent  être 
utiles  aux  élèves,  en  les  prémunissant  contre  certaines 
fautes  assez  communes.  Nous  ne  croyons  pas  d'ailleurs 
commettre  une  indiscrétion,  car  si  l'examen  des  compo- 
sitions n'est  pas  public,  cela  tient  uniquement  à  la  nature 
d'un  travail  qui  ne  peut  se  bien  faire  que  dans  le  silence 
du  cabinet;  mais  l'Ecole  a  toujours  donné  très-libérale- 
ment les  renseignements  qui  lui  ont  été  demandés  sur 
cette  partie  des  épreuves  imposées  aux  candidats. 

COMPOSITIOIV    DE    MATHÉMATIQUES. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées 
par  r  équation 

-*•'■  -h  X^  —  z'  H-  2/;.rz.  -+-  2  rj/z  —  2  a.c  —  iby  -^  2  cz  =:z  o  : 


(  -^7.9  ) 
i'^  loi\s(jUc  i>  cl  (j  variant  de  louiez  les  nuiiiirres  j)OS- 
sibles ;  2"  lorsque  p  cl  q  'varienl  de  manière  que  Iné- 
quation représente  un  cône.  3"  Distinf^ucr  la  partie  du 
lieu  qui  correspond  à  des  hyperboloïdes  ci  une  nappe  de 
celle  qui  correspond  à  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes. 

La  première  partie  de  la  question,  très-facile,  a  été 
lésolue  par  la  généralilé  des  candidats.  La  dilleience  de 
leurs  forces  ou  de  leui"  talent  ne  s'est  révélée  (jue  dans  les 
deux  autres  parties.  A  cet  égard,  on  a  pu  classer  les  élèves 
«•n  cinq  groupes,  comme  il  suit  : 

1"  J^es  élèves  de  ce  giou[)c  ont  trouvé  pour  le  picmier 
lieu  une  sphère  ;  pour  le  second,  ils  ont  remarqué  que 
les  coordonnées  du  sommet  du  roue  devaient  satisfaire  à 
réqualion 

a.T  4-  ùy  —  cz  =^  o, 

d  où  il  résulîail  que  le  lieu  cherché  est  un  cercle.  La  dis- 
tinction des  deux  hypcrholoïdes  et  des  régions  de  la 
sphère  correspondant  aux  centres  des  hyperboloïdes  à 
une  nappe,  ou  à  ceux  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  a 
élé  bien  faite  par  ces  élèves,  qui  ont  méiité  une  noie  de 
I j  à  20. 

2"  Les  élèves  du  deuxième  groupe,  après  avoir  éliminé 
/)  et  q  entre  les  équations  du  centre  et  celle  de  la  surface, 
ont  trouvé  un  cùne  de  révolution  avant  son  sommet  sur 
la  sphère  et  dont  l'axe  passait  pai'  le  centre  :  ils  oui  tlonc 
trouvé  le  ceiclc  Celt«î  marche  était  assex  longue,  mais 
elle  se  présentait  natuicllenu-nt  et  il  y  avait  un  certain 
mérite   à   la   conduire  jusqu  au  liuul.  ^Nutes  de  i5  à  11^. 

3"  Les  élèves  du  troisième  groupe  ont  liouvé  pour  le 
deuxième  lii'U  1  interseiliun  d'un  cône  et  d  une  ^phèr^•, 
mais  ils  n  <»nt  pas  vu  (|ne  le  cône  était  tic  révolution.  Fn 
ilounaul    unt"    >()luli«tn    exacte  d  ailleurs.    iU    n  ont    nas 


(     28o    ) 

su  dégager  de  leurs  calculs  le  résultat  simple  qu'ils  ren- 
fermaient. Notes  de  lo  à  i4- 

4°  D'autres  élèves  ont  commencé  comme  les  précé- 
dents, mais  des  erreurs  de  calculs  les  ont  conduits  à  de 
faux  résultats  ou  les  ont  empêchés  d'arriver  jusqu'au 
bout.  Notes  de  5  à  9. 

5°  Les  élèves  de  ce  dernier  groupe,  fort  peu  nombreux, 
n'ont  pas  trouvé  la  sphère  ou  distingué  les  deux  sortes 
d'hyperboloïdes.  Notes  au-dessous  de  5. 

Comme  on  le  voit  par  ce  tableau,  des  notes  différant  de 
4  ou  5  unités  ont  pu  être  attribuées  à  des  élèves  qui  ont 
suivi  la  même  marche  et  sont  arrivés  aux  mêmes  résul- 
tats. Un  langage  correct,  une  exposition  claire,  des  cal- 
culs disposés  avec  beaucoup  d'ordre  sont  des  qualités  dont 
le  correcteur  fait  grand  cas  et  dont  il  tient  toujours 
compte.  Ces  précieuses  qualités  ne  peuvent  s'acquérir 
qu  à  la  longue.  11  importe  donc  beaucoup  que  les  candi- 
dats prennent  de  bonne  heure  l'habitude  de  bien  rédiger, 
et  qu'ils  ne  croient  pas  avoir  assez  fait  en  résolvant  une 
question  s'ils  ne  l'ont  pas  présentée  de  la  manière  la  plus 
satisfaisante. 

Il  y  a  encore  une  recommandation  à  faire  aux  candi- 
dats :  c'est  de  ne  point  s'abandonner  à  la  première  mé- 
thode qui  se  présente  à  eux.  Ce  n'est  presque  jamais  la 
meilleure.  Souvent  on  s'engage  dans  des  calculs  fort 
longs,  qu'on  ne  peut  mener  à  bonne  fin,  el  on  ne  s'a- 
perçoit qu'on  fait  fausse  route  que  lorsqu'il  est  trop 
lard  pour  recommencer.  Il  faut  donc  jeter  un  coup  d'œil 
d'ensemble  sur  la  question  proposée,  comparer  les  di- 
verses méthodes  à  suivre  et  prendre  celle  qui  promet  de 
conduire  le  plus  rapidement  au  bul.  Mais  cela  demande 
beaucoup  de  tact,  el  ce  tact  ne  peut  s'acquérir  (jue  par 
l'habitude.  Ainsi  il  iaut  travailler  :  c'est  la  condition  du 
succès. 
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f.OMPOSlTU)N.    DK    TRIGOAOMÉTIHE. 

Un  trian£;le  résolu  avec  rexaclilude  (jue  coniporieni 
Ifs  Tables  donne  lieu  à  une  note  qui  varie  de  i8  à  'au  sui- 
vant que  les  calculs  sont  disposés  avec  plus  ou  moins 
d'ordre.  Les  autres  notes  s'échelonnent  de  18  à  5.  Pour 
obtenir  une  note  au-dessous  de  5,  il  faut  n'avoir  presque- 
rien  fait  ou  commettre  des  fautes  qui  montrent  qu  on  a 
systémalicjueraent  négligé  cette  partie  du  programme. 

Un  élève  qui  s'est  beaucoup  éloigné  do  la  vraie  solution 
peut  être  mieux  noté  qu  un  autre,  qui  s'en  sera  beaucoup 
approché.  Cela  lient  à  la  nature  des  fautes  commises,  et 
<lont  l'iniluence  sur  le  résultat  du  calcul  n'est  pas  tou- 
jours en  raison  directe  de  leur  gravité.  Le  correcteur  re- 
commence tous  les  calculs,  et  quand  il  a  rencontré  une 
erreur,  il  en  suit  Irs  conséquences,  pour  savoir  s  il  n'a 
pas  été  commis  d'autres  fautes. 

Les  fautes  les  plus  ordinaires  dans  la  composition  de 
trigonométrie;  sont  de  diverses  sortes  :  les  unes  sont  de 
pures  distractions  ou  tiennent  au  peu  d" usage  que  l'on  a 
des  Tables^  les  autres  sont  des  fautes  de  calcul  propre- 
njent  dites;  enfin  la  dernière  classe  coniprend  les  erreurs 

théoriques. 

1.    Fautes  de  distKution . 

i"  Prendre,  au  lieu  du  logarithme  que  l'on  cherche, 
celui  qui  est  immédiatement  au-dessus;  faute  assez  fré- 
quente quand  le  logarithme  est  dans  l'une  des  trois  der- 
nières colonnes.  C'est  un  inconvénient  attaché  aux  Tables 
à  double  entrée. 

2"  Erreurs  de  transcription  :  transposition  de  deux 
chiffres,  89  pour  98;  erreur  qui  vient  de  ce  qu'au  lieu 
de  lire  les  quatre  derniers  chilhes  comme  s'ils  formaient 
un  seul  nombre,  on  les  lit  comme  s'ils  étaient  séparés,  «M 
«•n  les  transcrivant  on  se  trompe  sut   leur  oidre.  Il  vaut 
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mieux  dire  quatre  mille  huit  cent  vmgt-gualre,  que  de 
dire  quatre,  huit,  deux,  quatre. 

3°  Un  I  surchargé  pour  un  o,  un  6  ou  un  9  pour  un  o, 
un  I  ou  un  2  mal  faits  pour  un  7,  el  réciproquement. 
Nécessité  d'écrire  lisiblement,  surtout  les  chilïies. 

4°  Tangentes  prises  dans  la  colonne  des  sinus,  sinus 
dans  la  colonne  des  cosinus,  etc. 

5"  Les  degrés  pris  en  bas  quand  il  doivent  1  être  en 
haut,  les  minutes  prises  à  droite  quand  elles  doivent  l'être 
à  gauche,  etc. 

6*^  Les  minutes  prises  à  droite  en  descendant  et  les  se- 
condes à  gauche,  surtout  pour  les  colangenies.  Erreur 
qu'on  ne  commettrait  pas  avec  une  Table  à  simple  en- 
trée. 

A  A 

'j°  Après  avoir  calculé  tang  -  ■,  prendre  -  pour  A.  De 

A  ,     /.  ;.         r         .     o  -\-  b    a  —  b 

même  prendre  a  -i-  a,  a  —  o  au  heu  de 


2  2 

8"   Différence  des  sinus  prise  pour  celle  des  cosinus  , 
ditiérence  des  cosinus  pour  celle  des  tangentes. 
9'*    A  —  B  pris  pour  B  —  A,  A  pour  B. 
10*^  Logarithme  pris  dans   une  autre  page  : 

log7°32'43",54     piis  pour     log8°32'43",5î. 

11''  Prendre  la  caractéristique  des  Tables  pour  le  [)]  e- 
mier  chiÛre  de  la  partie  décimale  :  1,986.  .  .  pour 
9,86-.... 

C  C 

12"  Calculer  la  moitié  de  -  au  lieu  du  double  de  -■ 

■1  Ci 

i3"  siii'o  pour  i-|-cos"^cp. 

i4"  Eri-eurde  transcription  quand  on  écrit  de  nouveau 
un  logarithme  déjà  trouvé,  surtout  sur  une  page  dilfé- 
rente. 

iS"  Terme  omis  en  calculant  une  formule  exacte 
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II.   Fautes  (le  calcul. 

i"  Erreur  dans  une  addition  de  nombres  ordinaires. 
Retenues  omises,  retenues  comptées  quand  il  n'y  en  a 
pas.  Si  trois  fois  de  suite  on  a  à\\.:je  pose  tant  et  je  re- 
tiens I,  on  a  beaucoup  de  cliauce,  en  passant  à  la  colonne 
suivante,  de  dire  encore  ;  ye  retiens  i,  tjuoiqu'on  n'ait 
qu'un  seul  chiiîVe  à  écrire. 

2°  Erreur  dans  une  addition  ou  dans  une  soustraction 
de  nombres  complexes.  Très-fiéquenle. 

3"  Erreur  en  prenant  le  double  ou  la  moitié  d'un 
nombre  complexe. 

4*^  Erreur  en  prenant  le  supplément  ou  le  complément 
d'un  angle. 

5"  Erreur  dans  la  caractéristique  par  suite  de  soustrac- 
tion. 

6"  Caractéristique  8  des  Tables  remplacée  par  i  au 
lieu  de  i. 

7"  Virgule  mal  placée  dans  le  ternie  de  correction. 

8°  Erreur  dans  lu  multiplication  iaite  pour  obtcuii'  ce 
tej-me. 

9"  Erreui' en  prenant  la  moitié  d'un  logarillime  dont 

,  ,  .     .  ,       .  I  ,42 

Ja  caractéristique  est  négative  :  — —  =  i  ,'21  pour  i  ,71 . 

JII.   Erreurs  tlicoriques. 

i"  Erreur  dans  le  signe  de  la  corrcn  lion  (juand  on 
cherche  le  logarithme  d'un  cosinus  ou  d  une  colangenle. 

2"  Le  correcteur  a  trouvé  quarante-cjualre  lormules 
fausses,  ce  qui  est  d'autant  plus  impaidonnable  que  pres- 
(|ue  toujours  leur  fausseté  saute  aux  yeux,  et  que  d'ail- 
leurs les  vraies  lormules  se  trouvent  dans  l'inlroduciion 
[)lacée  en  tête  des  Tables. 

;V'  Em[)loyer  les  j)arlies  propurlionuelles  poui  le  si- 
nus ou  la  tangente  d'un  arc  tiès-pclit . 
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4"  Négligei  les  fraclions  de  seconde  dans  un  angle 
auxiliaire. 

5°  Calculer  des  chillVes  incertains. 

6"  Prendre  —  logcotA  pour  log  ( — cotA). 

7"  En  cherchant  log  cos  43°  24'  12",  34,  ajouter  à 
log  cos  43°  24'  20"  la  dilFérence  tabulaire  X  2,34  ^u  lieu 
de  7,66. 

8"  11  s'est  trouvé  un  candidat  admissible  qui,  pour  cal- 
culer 

cosfl  =  cosb  cosc  •+-  sinb  sine  cosA, 

a  calculé  chaque  terme  du  deuxième  membre  par  loga- 
rithmes. 

g°  Un  autre  candidat  a  remplacé  la  formule  précé- 
dente par 

logcosrt=logcos^-|-logcosc-|-  logsin  b  4- log  sine  4-  log  cos  A. 

Comme  on  le  voit,  il  y  a  beaucoup  de  manières  de  se 
tromper,  et  encore  nous  en  passons-  Il  faut  que  les  élèves 
se  persuadent  qu'on  n'apprend  pas  en  deux  heures  à  se 
servir  des  Tables  et  à  résoudre  un  triangle.  C'est  à  eux 
de  s'exercer  pendant  un  temps  suffisamment  long. 

Enfin  les  candidats  doivent  savoir  qu'une  fraude  com- 
mise dans  la  composition  ne  peut  manquer  d'être  dé- 
couverte par  le  correcteur  qui  vérifie  minutieusement 
tous  les  calculs.  H  y  a  des  exemples  d'élèves  qui  auraient 
pu  être  admis,  même  avec  une  composition  inachevée,  et 
qui  ont  été  exclus  du  concours  pour  avoir  emprunté  à  un 
voisin  un  résultat  faux  qui  ne  s'accordait  pas  avec  les 
calculs  commencés.  Le  résultat  aurait  été  vrai,  que  l'ex- 
clusion aurait  encore  été  prononcée.  Il  vaut  donc  mieux 
agir  loyalement.  P. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  6!i1 

(Tolr  p.  191)  ; 

Par  m.   TRAVELET, 

t.\è\e  en  mathématiques  spéciales  du  lycée  de  Besançon 
(classe  de  M.  Chevilliet). 


Démontrer  que  si  ç  (  2w  )  =  cp  (w)  .cosw,  on  aura 
.    .  sinw 

(Valton.) 
Dans  la  condition  énoncée,  je  remplace  successivement 
'j)  par  -■>  -71  •  •  •  1  —■)  e\  \  obtiens  les  eealites  suivantes  : 


>'=-'(ï) 


COS  - 1 


COS  —  • 

2"/  -2" 

Multipliant  toutes  ces  égalités  membre  à  membre  el  sup- 
primant tous  les  facteurs  communs,  on  a 

/  w  \  f<>  w  w  ,     . 

Cl)     —      •  COS  -  •  COS  -7  •  •  •  f'OS  —  ^  m  (  w  ) . 

r  ^  yn  j  ,j  ^  2«  .    V      ' 

Or  on  sait  que  (t.  XVII,  p,  283) 

f.)  w  w        sinw        2" 

ces  -   •  COS  7  •  •  •  COS  —  =  • 

2  4  2"  w  .      w 

sin  — 

7" 

Kctnplaçanl   ce   produit   par  su   valciu-.   dans  réqualioii 
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précédente,  on  a 


w  \     sin  f.)       ?." 

'     \  2"  /  M  .        W  '^      ' 

sin  — 

2" 


Si  u  augmente  indéfiniment,  —  tend  vers  zéro;  o  f  —  1 

w 
2" 

tend  vers  o  (o)  et tend  vers    i.    Alors  à   la    limite 

sm  — 

2" 

on  a 

sinw 

9(Oj- =:o(co).  C.    Q.    F.    D. 

w 

Note.  —  Cette  question  a  été  résolue  de  la  même  ma- 
nière par  MM.  de  Virieu,  Dupain,  professeurs,  et  par  les 
élèves  Claris  et  Courtin  (Sainte-Barbe),  Esparseil  (lycée 
de  Toulouse,  classe  de  M.  Tillol),  Monniot  (institution 
Barbet) ,  par  MM.  Autos,  d'Athènes,  et  Bardelli, de  Milan. 


SFXOXDE  S0LIT10\  DE  LA  MÊME  QIESTIOX; 

Par  m.   STUDLER, 

Professeur  à  Condé. 


En  prenant  plusieurs  fois  de  suite  la  dérivée  de  l'équa- 
tion 

^  (  2  w  j  =  ces  M  ^  (  W  ) 

et  faisant  o)  =  o,  on  trouve 

m    {o)  =  ç'"  (  G  )  =r  y'^  (  o)  =  .  .  .  =  O 

et 

„/    X  <p(o^  0(0)  ,    ,  9(0] 

Et  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  de  Mac- 


laiii'iii, 
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'i,'w)=:  'pfo)  -t--  (p'(o     H ra     (o) 


on  aiiia 


(?(0 


.2.3       1.2.3.4.5 


=  ?(o)  — — 


Note.  —  M.  Mogni,  de  Tortone,  et  IM.  Jaufroicl,  pro- 
fesseur au  lycée  de  Vendôme,  ont  résolu  la  question  à 
peu  près  de  la  même  manière. 

M.  Beltrami  nous  a  adressé,  au  sujet  de  cette  ques- 
tion, des  remarques  intéressantes  qui  seront  publiées  dans 
notre  prochain  numéro. 


BIDLIOGRAPniE. 


ThÉOUÈMES  et  pnOBLÈMES  SUU  LES  AORMALES  AUX  COMQ€ES; 

par  M.  Desboi'rs,  docteur  es  sciences,  professeur  au 
lycée  Bonaparte.  In-8  de  ii-54  pages.  Paris,  Mallcl- 
Bachelier,    1861.  Prix:  1*^,50.  —  Théorie  nouvelle 

DES  NOUMALES  AUX  SURFACES  DU  SECOND  OUDRE,  Suivie  (Ic 

Notes  sur  l'alciibre,  la  géométrie  et  la  mécanique. 
In-8  de  xii-i44  pages.  Paris,  .Mallel-Machelier,  1862. 
Prix  :  2',  5o. 

Nous  recommandons  aux  élèves  et  aux  professeurs  ces 
deux  monograpliies,  tiès -complètes  et  (|ui  renfi-rnient 
plusieurs  parties  neuves.  L  auteur,  habitué  à  I  enseigne- 
ment, n'a  voulu  se  scrvii-  (juc  de  méthodes  familières  aux 
élèves  de  malhénialiques  spéciales.  <jui  pourront  ainsi 
lire  (es  deux  opuscules  d'un  bout  à  laulrr  s.ths  riir 
obligés  d  avoir  recours  à  d'autres  ouvrages. 

Voici    les   priinipaux  ri'-snilals  du  tlcuxiènic  npust  iilc 
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Par  un  point,  on  peut  mener  généralement  six  normales 
à  une  surface  du  second  ordre.  Ces  six  normales  sont  sur 
un  même  cône  du  second  degré  (Chasles).  Les  vingt  pôles 
des  plans  passant  par  les  pieds  des  six  normales  pris  trois 
à  trois  sont  sur  uae  surface  du  quatrième  ordre  repré- 
sentée, dans  le  cas  de  l'ellipsoïde,  par  l'équation 

/x-        r^z^\        ,  ,    /r-       z'^'\ 


Cette  surface,  que  M.  Desboves  appelle  norniopolaire, 
jouit  de  propriétés  curieuses.  Elle  renferme  toujours  huit 
droites  parallèles  à  l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde  et  touche 
cette  surface  à  ses  quatre  ombilics.  Si  par  les  diflerents 
points  d'une  section  faite  dans  une  surface  du  second 
degré  par  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan  principal 
on  mène  des  normales  à  la  surface,  leurs  pieds  sur  le 
plan  principal  seront  situés  sur  une  droite  (Chasles).  Etc. 

Aux  problèmes  traités  dans  le  texte,  M.  Desboves  en 
ajoute  beaucoup  d'autres  comme  sujets  d'exercice.  Les 
notes  placées  à  la  fin  se  rapportent  à  diverses  questions 
d'enseignement  et  seront  lues  avec  intérêt. 

En  résumé  M.  Desboves  a  fait  un  ouvrage  utile.  Nous 
n'y  trouvons  à  reprendre  que  les  mots  de  formation  hy- 
bride sjnnorma/e,  nonnopolaire,  dont  l'introduction 
dans  la  science  ne  nous  paraît  pas  répondre  à  une  néces- 
sité bien  démontrée.  Nous  avons  aussi  rencontré  çà  et  là 
quelques  incorrections  qu'il  faudra  faire  disparaître  dans 
une  seconde  édition.  Par  exemple,  pourquoi  dire  «  le 
plan  de  pôle  (a,  [i-,  y)-,  »  au  lieu  de  «  le  plan  dont  le  pôle 
est  le  point  (a,  (3,  y)  »  ?  Il  ne  faut  pas,  ce  me  semble, 
regarder  à  trois  mots  de  plus  quand  la  phrase  doit  être 
rendue  plus  claire  et  plus  correcte.  P. 


a8y 


EXTRAIT  DO  MÉMOIRE 
SIR  LES  COORDONNÉES  TRILIiNÉAIRES; 

Par  m.   h.  FAURE, 

Capitaine  d'artillerie. 


Un  point  est  déterminé  dans  un  plan  lorsque  l'on  con- 
naît ses  distances  a,  [3,  y  aux  trois  côtés  IKl,  CxA,  A 13 
d'un  triangle  ABC  dit  triangle  de  référence.  Si  l'on  dé- 
signe par  a,  b,  c  les  côtés  du  triangle,  par  S  la  surface, 
on  a  toujours  la  relation 

ax  -{-  b'i  +  c'i  =  9. S. 

Toute  relation  du  premier  degré 

L  =•  /  a  -I-  ///  p  ■><-  ri'i 

entre  les  coordonnées  a,  (i,  y  d  un  point  représente  une 
ligne  droite. 

Èfjualinn  <h  la  droitr  qui pn^sc  par  deux  points  donnes 
y'  el  y". 

Si  Tontlésigne  par  (a',  /S',  y')  les  coordonnées  du  point 
a',  par  (a",  |3",  y")  celles  du  j)oint  y.'\  la  droite  (  herchée 
.1  pour  équation 

A  y.  %' 
P  fi'  P' 
7     V'     V' 

Intersection  de  deux  droites.  —  Parallélisme. 

Soient  l.,  =  o,  L'=  o  les  droites  données  :  L'  se  dédui- 
sant de  L  en  ajoutant   un  accent  aux  lettres  /,  ///.  //,  on 

An:i.  de  \Lnh,-m,u..  1^  seric,  t.  11.  (Juillet  iSSl.)  19 


*  1  ^9"  ) 

aura  au  point  d'intersection 

Da=  i9>{mn' —  m' n) , 
Dj3=  2S(«r-  «'/), 
Dy  =  2S(/w'—  /'/w), 

/       /«       n 
D  =       /'      //?'      «' 

abc 

D  =  o    est  la  condition  du  parallélisme.   Ces   formules 
montrent  également  que  la  droite  qui  a  pour  équation 

<7a  4-  bp  -Jr  C7  =  o 

est  Téquation  d'une  droite  située  à  l'infini  dans  le  plan 
du  triangle  de  référence. 

Aii^le  des  deux  droites  L  et  l/. 
D 


taiifT^  = 


2R[(//'-H  m/?;'-t-nn')  — cosA  ^nin'-\-n''  n)  —  cosB(/;!'-i-  in)  —  cosC(/w'-i-  /'m)] 

R  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 5  A,  B,  C 
angles  de  ce  triangle; 

D 

sin  6  = : • 

sRyPP' 

P  =  /-■  -f-  /r;2  -f-  «^  —  5.  mn  cos  A  —  1  In  cosB  —  2  Im  cosC, 
P'=:  /'2  -f-  m'- -)-  /î'^ —  im'  n!  cos  A  —  2/'«'  cosB —  -xi'  m  cosC. 

Soient 

a,  =  I ,  ^2  =  I  ! 

p,  =:  —  cosC  —  sinC  \l —  1 ,      1^2  =  —  fosC  +  sinC  \  — i , 

7,  =  —  cosB  4-  sin  B  \  —  1 ,      72  =  —  rosB  •—  sin  B  y  —  1 , 

les  coordonnées  de  deux  points  «i  et  a,  (nécessairement 
à  l'infini  sur  un  cercle),  on  aura 

P  =  (/a,  -h  m  ^,  H-  «7,)  (/a,  +  m^,  -h  "  7O  > 
P'=  (/'«,4-  /«'^,  -I-  «'7,)  (/'a,  -h  m'Pj  H-  "'72). 


(  '>-9'  ) 

Supposons  que  les  deux  dif^iles  I.  el  1/  .soient  représen- 
tées par  réquation  unique 

(p  =  A,,a'-f-A,v,S'-i-A,,7--H2A„î'-&-l-  2A,3a7-l-2A,,  ^7=  o; 


langO 


RE 


V  = 


A, s    A,r), 


on  aura 

^1      A 1 1       A I  j      A ,  3 
/;      Aji      An     A23 

'-        A:i|        Aji       A33 
o      <7  h  c 

K  =:  Al,  -H  Aj.  +  A,,  —  2A„  cos  A  —  2A1.1  cosR  —  2  A,,  cosC. 

Equation  de  la  dioile  perpendiculaire  à  L.  tnerrèe  par 
le  point  a'. 

a      a'  /  —  «/  cos  C  —  /?  cos  B 

P      p'     — /cosC-t-/»  —  «cos  A 
7     y'      —  /  cos  H  —  ///  cos  k-\-  Il 

Distance  du  point  a'  à  la  droite  I, 


'î  = 


1-jl'  -\-  /«p'  H-  «7' 


Dislance  des  deux  points  a\  x" . 
Soil  X  celte  distanee  : 

>'  =  ^'[l?'7"r-i-(a'r)'+l7'«")'-2œsA(a'p")(7'a") 

—  2cosB(p'7")(a'^")-2cosC(P'7")(7'a")] 

V'  —  —[.a'—  y/'j^sinsA  -H  (8'—  p"/sin2B  -f- (7'— 7")'sin9C  | 


I  —  cosC  —  cos  R  a"      x 

—  cosC           1  —cos  A  f!"      P' 

—  cosB  — rosA           I  77' 
a"                  6"                 7"  o        o 

j'               b'              7'  00 


(   29-2  ) 
F2n  introduisaul  les  i^oitils  iniagiuaii es  a,  et  aj,  on  a 


p.      7  = 


Si  les  poiuts  donnes  sont  situés  sur  la  droite  L,  et  qu'ils 
résultent  de  rinterseciion  de  celte  droite  L  avec  deux 
autres  L',  L",  on  trouve 


"/  =  4  RS 


l 

lit 

>i 

[' 

m' 

n' 

^p 

l" 

m" 

II" 

/ 

m 

II 
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n      1 

/' 

m' 
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l" 

m" 

! 

a 

b 

c 

" 

b 

C       1 

Si  les  droites  L'et  I/'sont  données  par  l'équation  uni(jui 
'i>  =  c.  on  aura 


8RS 


An 

A,, 

A„ 

l 

2 

A„ 

A,, 

A,, 

ni 

' 

As, 

A.,. 

A„ 

n 

/ 
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o 

A,, 

Ai, 
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A„ 

A., 

A,, 
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A,, 

A,, 

A, 3 
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a 

b 
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o 

l 

III 

II 

o 

() 

v'P 


(A..=.A..). 


Sous  cette  forme,  a>  peut  représenter  une  conique,  /.csi 
alors  la  partie  de  \a  comprise  dans  la  conique. 

Remarque. —  L'équation  de  la  droite  L  peut  se  mettre 
sous  la  forme 


(   ^<y3  ) 

cil  (Jésigiiaiit  par  a,,  Z>,,  c,  les  clistajK  es  tfcs  somiiicîs  A, 
13,  C  du  triangle  rie  référence  à  (elle  droiie.  Toules  1«> 
l'orimiles  précédcnles  devieniieiil  (ruiie  lrès-graii(!e  sim- 
plicité, en  S(!  donnant  une  droite,  comme  nous  venons  de 
rindicjucr.  J'ai  donné  ces  relations  à  la  [«âge  ■2j'i  du 
tome  XX  des  Xoii^wllcs  yJiinahs. 

Le  Mémoire  est  suivi  de  diveises  applications  relatives 
aux  propriétés  métriques  et  descriptives  des  triangles, 
au  rapport  anharmonique,  aux  faisceaux  homographi- 
ques,  etc. 

Je  cite  l'une  d'elles.  Le  lieu  d'un  point,  Ici  quesesdis- 
liinces  «,  (5,  y  aux  trois  côtés  d'un  triangle  sont  propor- 
tionnelles à  une  certaine  puissance  de  ses  côtés  a,  b^  c, 
est  donné  par  l'équation 


lo<'-    J"»;-     I 


colubks  dl   sfxowd  ouuhe. 

.Soit'v  =  o  l'équation  d  une  conique  écrite  sous  la  l»)imc 
déjà  indi(|uée;  nous  auions  à  considérei-  les  deux  font- 
tions  y  et  E  ciléfs  plus  haut,  et  la  fonction  A  définie  par 
la  relation 

A,,       A,,       A,:, 
A  :=        A,,        A,j       A,, 

A„      A.,     A,,, 

Nous  désignerons  généralement  par  a^,  le  cocllicicnl 
de  A^,  dans  le  développement  du  déterminanl  il. 

L'espèce  duiu:  coniqiid  se  déiluil  des  fondions  y  cl  V.  ; 
on  n  : 

Un<!  livperhole,    >i   y -cT  o  ; 
\\\n'.   ellipse,    si    y  7    o  ; 
line   parabolt!.    si   y  =  <»  ; 


(  2y4  ) 
Une  hyperbole  équilatère,  si   E  =  o  : 
Un  cercle,  lorsque  les  coordonnées  ties  points  imagi- 
naires «1,  «2  vérifient  l'équalion  o  =  o. 

Tangente  au  point  a'  de  la  conique, 
(lo  do  (Iq 


j.  «,,  (ly^  a,^ 

p  «21  a.,.,  a-23 

7  «31  «32  «33 

o  a'  p'  v' 


o; 


lorsque  le  point  a'  n'est  pas  sur  la  conique,  les  équations 
précédentes  donnent  la  polaire  du  point  a.' . 

Pôle  cfune  dtoite  L  par  rapport  à  la  conique  '^. 

Soit  y.'  te  pôle,  on  a 

2S  dM       aS,, 
a'  =  -—   — -  =  -—  (/<2,,  -h  ///«,,  -h  «a, 3   , 
\}    da         U 

,        2S  r/U        2S,, 
'  V    de         U  ^  ^ 


Il  = 


«  A|  I  A|2  A, 3 

o  *»2i  **22  ^2i 

C  A  ;|  Aj2  A31 

o  /  ///  n 


Centre  de  lu  conique  r^.  —  Dans  les  relations  précé- 
dentes, il  suffira  de  faire  l=zo,  m^^h,  nz=c.   f-es  coor- 


(   -^P   ) 

(iorjnées  du  ccntif 

soiil  donc 

/_  a  S  r/  V 

V    da 

2S  (iv 

f  =  Tr«' 

2S  dv 

''  ~~^  ~dc' 

CERCLE. 

P 

V 

a 

^ 

V 

fi' 

v' 

a' 

P' 

7^ 

p, 

7. 

«j 

!î^ 

75 

Rijuation  du  cercle  qui  a  pour  rayon  p  et  le  point  a' 
pour  centre. 


{ayL-^b'^-\-v-/Y^^=  4R' 


Elle  se  déduit  immédiatement  de  la  formule  qui  donne 
la  distance  de  deux  points.  Elle  fait  voir  que  tous  les 
cercles  passent  par  les  points  imaginaires  a,,  a^  situés  à 
l'infini,  et  ((ue  les  deux  déterminants  du  second  membre 
égalés  à  o  don'ient  les  asymptotes  du  cercle. 

Puissance  du  point  a  par  rapport  au  cercle  (p. 

Soit  CJ  cette  puissanct; 

?{'^-,  P,  7) 


lia)  un  du  cercle  cp. 


'=  — 8S^ 


Kr 


Cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  de  réjérencc. 

2  S 

rijîy    +-  hjsj  -H  rxfJ  :=  O,       h  = —  • 

K 


f  ^^96  ) 

Cercle  inscrit  au  tiianglc  ABC. 

/-        I  -        I  -        I  ,         p^ 

V  a  cos  -  A  -h  \  ^  cos  -  B  +  y  7  <'t)s—  C  =  o  ,      L  =  — ^,- 

Cercle  qui  touche  le  côté  a  et  les  prolongements  des  deux 
autres  côtés. 


\jtx.  cos— A  4-  V  S  sin—  B  +  vv  sm  -  C  =  o. 
2  "^       2  c 


Cercle  décrit  sur  IIC  comme  diamètre. 

2  S 
a-  cos  A  —  a^cosB  —  ay  cosC  —  ^7  =  0,       E  =: 

Les  cercles  décrits  sur  les  autres  côlés  pris  pour  diamètres 
se  déduiront  de  celui-ci  par  des  permutations. 

Cercle  conjugué  au  triangle  de  référence. 

•Nous  disons  qu'un  cercle  est  conjugué  par  rapport  à  un 
triangle  lorsque  le  pôle  de  chaque  côté  du  triangle  coïn- 
cide avec  le  sommet  opposé. 

L'équation  d'un  tel  cercle  est 

2S 
a-  sin2  A-h  S'  sina  B-f-  7'sin2C=  o,      E  =  — -  ; 

coordonnées  du  centre, 

z  =  2RcosBcosC,      p  =^  2R  cos  A  cosC,      7  =  2R  oosA  cosB  • 
C'est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle. 
Rayon P'  =  —  4^'  cos  A  cosB  cnsC. 


I 


'97 


Cercle  fjussant.  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle 
de  référence. 


■acK.-\-  bp  -\-  cy         a  y.  —  b^i  -\-  c-j         <-/  a  -h  A  p  —  c/ 
a  cos A  b  cosB 


—  y.  cos  A  -f-  [i  cos  B  +  y  cos  C         a  cos  A  —  ^  cos  B  H-  7  cos  C 

c  cosC 

H 7. ;; '=^  ^^  5 

X  cos  A  -h  p  cos  B  —  7  cos  C 

a  (j7  H-  /*  ay  -f-  cap 
—  R  (a=  sin  2  A  -f-  p-  sin  ?.  B  +  7'sin  2  C)  =  o, 

«S7  H-  />!  ay  -(-  cap 
[a  y.  ■\-  bH  -h  cy)  {(X  cos  A  +  S  cos  B  +  7  i-os  C  )  =  o  , 

a  (  —  ^/  a  -f-  ^  p  -f  r  7  )  COS  A 
+  P  (r/a  —  6(i  4-  r7)  cosB+  7  («a  -h  ip  —  r7)  cosC  =  (» 

Ces  (Jiirérentes  formes  cxpriciiciii  uutaiil  de  ihéorèines. 
Centre  du  cercle. 


a  =  —  cos(B  —  C),      p  =  —  c()s(C  —  A),      7  =  —  cos(A  — Bi 


EqtKilion  des  fange/Iles  nienét's  du  point  y.    à  lu 
conique  ç. 


r  ~ 


y.  y.  r/,i  u,.  «, , 

ft  p'  (l.y  //;,  u,, 

7  V'  "h  "j3  "3-. 

o  o        a'  p'  7' 

(1  o        a  fî  7 


uyS 


3'  «21  «22  «23 

V  «31  «Jî  «3J 

O       a'  8'  v' 
=  O, 


a      r/,i  «,2  «13 

b  «21  «22  «2.1 

7  «31  «32  «33 

O      a  ?  7 

a  «,,  «,2      «,3 

j3  «_.  «2,         «„ 

7  «Il  «32         «33 

O  a'  8'        7' 


4T=4,(«,p,7)v(«'.P',7')-(^;^«-^,7^?  +  ^vj- 

Équation  des  asymptotes  de  la  conique  o. 

On  écrit,  dans  les  équations  précédentes,  que  a.'  est  le 
centre  de  la  conique.  On  trouve,  pour  les  asymptotes, 
l'équation 

A 

ç)(a,  p,  7) {n  u  -{-  b  '^  +  cy  -  :=  o . 

Angle  formé  par  les  tangentes  menées  du  point  a'  à  la 
conique  ip. 


tantiO  = 


[a  y!  +  b  [j'  +  r  7'    y^—  A  o  (  a.',  f^ ,  7'  ) 
RQ 


r  '  '  s' 

(«22+   «33+  2  «23   COSA) |-(«u  +  «33-f-   2«,3C0SB)  — 

rH  ( «1 1  +  «22 -h  2«i2  COSC ) — 
c 

__L(„p'/_,-/,a'7'+ra'p'}. 
abc 

Eli  posant  Q  =  u.  on  a  le  cercle  lieu  des  sommets  des 

angles  droits  circonscrits  à  la  conique  cp. 


^99 


ylnglc  Jonné  pur  les  asymptotes  de  la  coimpic  '■^. 


tan''  0  = 


KK 


Somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux  île  la 
conique  r^. 

Produit  des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la 
conique  (p. 

a'b*c*  A^ 

A,'  \SV  = 


4R^    V^ 
Équation  des  axes  principaux  de  la  conique  cp. 

(l  X       d  y. 

r/!ï      dp 

d<f    dq 
T^i    'd^i 

Q  ehl  le  fcrclo  délini  ci-dessus. 

Équation  des  directrices  de  la  coni(jue  ^. 

Celle  é(|ualion  donne  les  (|ualre directrices  :  deux  K-elir 
données  par  ré(]ualioM 

deux  imaginaires  données  pai-  I  é(|ualioii 


(    3oo    ) 
On  voit  aiséiiienl,  d'après  les  valeurs  de  -X-  cl  de  Ob',  que 
le  pi'oduit  de  ces  deux  équations  donne  la  première. 

En  appliquant  ces  résijJlats  généraux  aux  cas  particu- 
liers des  coniques  inscrites,  circonscrites  ou  conjuguées 
au  triangle  de  référence,  on  obtient  divers  théorèmes  qui 
lont  le  sujet  de  questions  dans  les  Nouvelles  annote':. 


SECONDE  SOLLTIOX  DE  LA  QIESTION  317  (*); 

;  voir  I.  XV,  p.  53.  ou  i'  série,  t.  II.  p   S27  ;  ; 

PAa  M.  E.  FONTANEAU, 

Ancien  officier  de  IMarine. 


On  donne  sur  un  plan  :  i"  une  conique  S,  2"  cinq 
points  Jîxes  rt,  b,  c,  d^  P,  dont  V un  a  est  pris  sur  le  péri- 
mètre de  la  conique.  On  propose  de  mener  par  le  point  P 
une  transversale  qui  coupe  la  conique  en  deux  points 
réels  ou  imaginaires  0,  çi  situas  avec  Ir's  quatre  a,  b.  c,  d 
sur  une  même  conique.  (De  Joinquières.) 

La  solution  de  ce  problème  repose  sur  les  deux  lemmes 
suivants  :  " 

1.  Si,  par  un  point  fixe  P,  on  mène  une  infinité  de 
droites,  elles  déterminent,  par  leurs  intersections  avec 
une  conique,  deux  séries  de  points  qui  sont  en  involution 
sur  la  courbe,  c'est-à-dire  qui  sont  tels,  qu'en  joignant 
chacun  deux  à  un  point  quelconque  de  la  conique  fixe, 
on  a  deux  faisceaux  en  involution  [Mélanges  de  Géomé- 
trie, p.   i5g). 


{')  C  est  par  erreur  que  cette  question  a  ote   iiidiqnee  comme  non  ré- 
solue piigc  227.  {Voir  l.  \X,  p.  'r'i'i.] 


(  :^'>'  ) 

12.  Si,  par  deux  points  du  plan  et  doux  poinls  pris  sur 
iiiH-  coiiicjue,  on  fait  passeï"  une  série  de  courbes  du  second 
ordre,  elles  délermineronl  par  leurs  inlerseclions  avec  la 
conique  fixe  deux  séries  de  points  qui  seront  en  involu- 
lion  sur  celte  courbe. 

De  ces  deux  lemmes  résultent  les  corollaires  sui- 
vants : 

1°  Si,  par  deux  poinls  du  plan  et  deux  points  pris  sur 
une  conique, on  fait  passer  une  série  de  courbes  du  second 
ordre,  leurs  d<!uxièmes  cordes  d'inlersedion  avec  la  co- 
nique fixe  passeront  toutes  par  un  même  point. 

a"  Si,  par  un  point  pris  dans  le  plan  d'une  conique, 
on  fait  passer  une  infinité  de  droites,  puis  si,  par  les  deux 
points  variables  d'intersection  de  chacune  d'elles  avec  la 
courbe  et  trois  points  dont  un  ou  deux  sont  j)ris  sur  la 
conique  fixe,  on  fait  passer  une  série  de  courbes  du  second 
ordre,  ces  coniques  variables  se  couperont  toutes  en  un 
même  point,  qui  sera  sur  la  conique  fixe,  si  un  seul  des 
irois  points  fixes  a  été  pris  sur  celle  courbe.  De  ces  ])io- 
positions  résulte  la  solution  demandée. 

Par  le  point  P  on  mènera  une  corde  à  la  conique  S; 
'par  les  deux  extrémités  de  celle  corde  c-,  J\  le  point  (i  et 
deux  des  trois  poinls  Z»,  c,  d,  on  fera  passer  une  coni(]ue 
[c^  J\  a.  A,  c,  par  exemple);  on  ciiercliera  le  (pialrième 
point  (rinlerseclioTi  iNI  de  cette  courbe  du  second  ordre 
avec  la  conique  S;  par  ce  point  M  et  les  cpiaire  n,  /^,  c,  fl. 
on  fera  passer  une  troisième  conique  Z  dont  li's  in- 
tersections ô,  ro  a\ec  la  courbe  S  seront  les  poinls  de- 
mandés. 

En  effet,  d  apiès  le  corollaire  a,  toutes  les  (oniques 
(f'tjt  o,  hy  c)  passent  par  le  point  M  lorscjue  la  corde  Vef 
varie,  et,  d'après  le  corollaire  i,  toutes  les  cordes  ej  d'in- 
tersection des  coniques  [a\  h^c^  iNI)  avec  la  courbe  S 
passent  par  le  point   P;  doiu"  la  corde  (es)  d  inlerseclion 


(    302     ) 

tie  la  courbe  du  second  ordre  [a.  b,  r,  fl.  M)  avec  la  co- 
nique S  passe  par  ce  point  P. 

On  sait  que  toutes  ces  constructions  peuvent  s'eflcctuer 
avec  la  règle  et  le  compas. 

Comme  on  peut  combiner  les  trois  point?  è,  c,  ri  deux 
à  deux  de  trois  manières  différentes,  il  en  résulte  qu'il  y 
a  en  général  ti^ois  solutions  et  non  pas  deux,  comme  il 
est  dit  par  erreur  dans  Ténoncé  du  problème. 

Ce  mode  de  solution  s'appliqUe  à  tous  les  problèmes 
analogues,  parmi  lesquels  je  citerai  le  suivant  : 

On  donne  une  (îroite  fixe  L  et  liuil  points  a,  è,  c,  d 
et  /■/,  Z/,  c' ^  d'j  déterminer  deux  coniques  i^abcd)  et 
[a' b' c' d' )  qui  aient  la  droite  L  pour  axe  de  sjmptose. 


REMARQIES  AU  SIJET  DE  LA  O^ESTIOX  654  ; 

Par  m.    Eugène  BELTRAMI. 


L'énoncé  de  cette  question  est  le  suivant  : 
Démontrer  que,   si    cp(20))  =^  o  (w) .  coso) ,     on    aura. 


cp    OJ  )  = 


La  solution  indiquée  dans  cet  énoncé  n'est  pas,  à  beau- 
coup près,  la  plus  générale  que  comporte  la  question. 
C'est  ce  qui  ressortira  de  l'analyse  suivante,  dans  laquelle 
)e  supposerai  d'abord,  pour  plus  de  clarté,  que  la  va- 
riable 0)  se  maintienne  toujours  réelle  et  positiAc. 

Si  l'on  multiplie  Téqualion  proposée  par  2  sin  w,  qu'on 
mette  le  résultat  sous  la  forme 

©(26))         ?  (  w  ) 
sin  ?.w        sin  o) 


(  .u,:\  ) 

fl  (|u'on  pose 

sin  t.)         ^    ' 

on  aura  à  résoudre  ri-qualioii  suivante,  plus  simple  qiu' 
la  proposée, 

En  changeant  successivement  dans  celle-ri  w  en  2'>>, 
4o),.,.,  2"'"*'»,  on  obtient 

.  2-^(4  w)  ^  -A  (2w), 
24;(8o>)=:.H4«^ 

2  41  (2"'w)  =  -i  (2"'-'  oj)  , 

et,  en  multipliant  toutes  ces  équations  entre  elles  et  av(^- 
l'équation  (2),  il  vient 

(3)  2"'vK2"'«)=-};eo) 

Ici  ///  est  un  n()ml)ie  entier  et  positif-,  mais  si  l'on  rem- 
place dans  cette  formuler*)  par  2~"c«j,  où  n  est  un  nombi-e 
entier  et  positif  moindre  que  ;//,  on  trouve 

2"  ^  [  0.'"-"  0))  =r  ^^  (  2-"  0))  ; 

d  un  autre  eùté,  en  changeant  dans  la  même  formule  /// 
en    ///  —  //,  il  résulte 

'?."'-'-^  {■?."—"',>)  =  -^  (w)  : 

donc  1  équation   {.])  subsiste  [)Oui'  toute  valeur  entière, 
positive  ou  négative  de  ///. 

D'après  cette  même  é<|uation  (3),  la  valeur  de  la  fonc- 
tion 2"'«j/(2"'oj)  est  toujours  égale,  tant  que  m  est  un  nombre 
«ntier,  à  celle  que  celte  fonction  reçoit  pour  m  =z  o.  Par 
■-uite,   la   valeur  générale  de  celte  fom  tion,  ccst-à-diic 


(  :^<>4  ) 

relie  qui  répond  à  une  valeur  quelconque  rationnelle  ou 
irratiouuèlle  de  ///,  que  je  désignerai  par  p,  doit  se  ré- 
duire àt|/(oi))  pour  toute  valeur  entière  de  [x.  Je  pose 
donc 

2"-ji  (2'''w)  =  i!>  (w]  .ces  iliT.^i  -^  F(tz,  &i)  .sin  /^-TTpt, 

où  h  et  A  sont  deux  nombres  entiers  quelconques,  et  où 
F  (^,  oj)  est  une  fonction  qui  ne  devient  pas  infinie  pour 
des  valeurs  entières  de  jx.  De  cette  équation,  en  faisant 
u)  =1  I.  on  tire 

i" -It'^i''-)  =  -^  (i)  cosï/iTTiJ.  -h  F(p).sin  /.TTiJ., 

où  Ton  a  écrit  F  (p.)  à  la  place  de  F(fJL,  i).  Enfin,  en 
posant 

2''-  =  «, 

d'où 

logw 
log2 

et  écrivant,  d'après  l'équation  (i),  -. — ^  à  la  place  de  t^(i), 


on  a 
où 


pfl)  2//77I0COJ  ^    ,      >        .      /  77  logw 

''w)=r-Xl^cos-- ^  +  F,(w).sin— ^. 

w  sin  I  lo;;  2  loir  2 


F,(a3)  =  -F.   , 

w        \'og2 

La  fonction  Fi(c«))  n'est  point  arbitraire.  En  effet,  si, 
dans  l'équation  précédente,  on  change  o)  eu  2  w,  on  obtient 

afr)  2/<77lor;w  .     /-Trloiiw,  ., 

2  'i     2  W  ;  =  .  ces ; h  2  F,  (2  (,))  .  Sin  — '■ [  —  I  /, 

w  sin  I  log2  log2 

et  par  suite,  d'après  léquation  (2), 

2F,  (2eo)  =  (— l)*.F,(w). 
Si  donc  on  prend  pour  A  un  nombre  pair  2  A,  on   aura, 


(  3o5  ) 
j)Our  ^(w),  la  valeur 

i5      >L   m)  =  -^  .       .  cos — z hF,  (wi.sin — ; s_, 

0)  sin  I  log2  log  ■?. 

ft  pour  F',  ('ij),  l'équation 

(6)  2F,(2o.)  =  F,(w). 

Cette  dernière  équation,   étant  absolument  de  même 
forme  que  l'équation  (2),  donnera,  de  la  même  manière, 

F,(l)  2//'77lo^'w      .     „,      V       .      2X'7rlogw 

F,  (oj)  =  — .—    cos ; ^^ h  F-.(o)).sm ; -—  , 

M  sm  I  "Og  ?•  l'^ij  ^■ 

ri,  pour  la  fonction  Fj  ('^j),  ou  aura  de  nouveau 

Fi  (  w  )  =  — ~  .  cos  — ; h  F  I  &)  ) .  sm  — ; ^—  : 

o>  sm  I  loi;?.  log  2 

et  ainsi  de  suite. 

,      En  substituant  successivement  ces  valeurs  les  unes  dans 
les  autres  et  dans  les  équations  (5)  et  (2),  on  trouvera 


ifin 


.  smw 

10))   = r-  - 

M  sin  I 


X     (p(i)cos      i^J^"-  ■  H-  F,  (i) sin  — -7777^^—  <^os- 


2//7rlogW  „    ,     ,     .        2  //TT  log  61  2A'wlog<U 

2_  +  F,   i)sm  — i ^  cos — j ^ 

log  2  '0{>;'-  '0g2 


,   ,    .     2/-7rlogo)    .    2/'7Tloerw        7.h"i:]oi'i 
F,(i    sin— i ^  sm — j ^cos-  ^ 


)og2  log.  log  2  "J 

Or,  on  voit  assez  clairement  que  1  ensemble  des  termes 
renfermés  dans  les  parenthèses,  à  raison  de  la  valeur  en- 
tièrement arbitraire  qii'oii  peut  attribuer  à  chacune  des 
constantes 

r.t),    F.ii),    F,(i),..., 

/,  A',  /■",..., 

Ann.  de  Maiht'niiii.,  i''  scrie,  t.  Il     , Juillet  i8C3.)  2(j 


{  3o6  ) 
dont  le  nombre  est  indéterminé,  peut  être  censé  repré- 
senter une  fonction  quelconque  des  deux  quantités 

2  77  log  w  2  7T  l02;&) 

Sm ; 5        cos  — , ^=—5 

log  2  log  2 

ou  même  d'une  seule  d'entre  elles,  ce  qui  ne  diminue 
point  la  généralité  de  cette  fonction.  En  désignant  donc 
celle-ci  par 

/'   .     2  7rlogw  a-jrlogw^ 

0    sin 


/    .    2  7rioyw                 2Trioiîw\ 
sin— i^-î      COS-- i —    • 

\  log  2  loiI2      ) 


on  pourra  poser 

sin  0)         /    .       27Tlogw  2  7rlogw\ 

(")  i>(w)=:  ©Sin—, '—  ;       COS-T ^—     • 

^  '  '  ^      ■  w  \  log  2  log  2        .' 

D  après  la  manière  dont  cette  formule  a  été  obtenue, 
w  y  entre  comme  une  quantité  positive:  mais,  si  l'on  se 
reporte  à  l'équation  proposée,  on  voit  facilement  que  la^ 
valeur  de  (p(w)  donnée  ci-dessus  ne  cesse  de  satisfaire  à 
cette  équation  quand  on  donne  à  w  des  valeurs  négatives 
ou  même  imaginaires;  car  les  formules 

sin2u  =  2  sinzf  cos  m,      log;/f  =  log  «  -\-  logf 

continuent  d'avoir  lieu  quand  u  e\.  v  deviennent  imagi- 
naires, ainsi  que  l'a  démontré  Cauchv  [Exercices  d' Ana- 
lyse et  de  Physique  mathématique,  t.  I^  ),  pourvu  que 
l'on  adopte  des  définitions  convenables  pour  ces  fonc- 
tions, quand  la  variable  devient  imaginaire.  On  peut  donc 
regarder  la  formule  (7)  comme  étant  applicable  à  tous  les 
cas. 

Si  l'on  suppose  f{ue  la  fonction© se  réduise  à  une  simple 
constante  arbitraire,  et  si  l'on  remarque  que  cette  con- 
stante représente  alors  la  valeur  que  la  fonction  reçoit 
pour  w  =  o,  on  obtient,  comme  cas  particulier  de  la  for- 


(  3u;  ) 
mule  (^),  la  solution  indiquée  dans  l'énoncé  de  la  ques- 
tion. 

Note.  —  Pounjuoi  les  méiliodcs  employées  (p.  285 
et  286)  n'onl-elles  conduit  qu'à  une  solution  particu- 
lière ?  P. 


LIEl  DES  SOMMETS  DES  CO^ES  Dl  SECOND  DEGHE 

m  PASSENT  l»AK  SIX  POINTS  DONNÉS; 

Par  m.   poudra. 


Cherchons  d'abord  l'équation  de  la  surface  conique 
(|ui  passerait  par  cinq  points  1,  2,  3,  4?  ^  donnés  et 
aurait  pour  sommet  un  point  /. 

Soient  : 

«  =  o  réqnation  du  plan  passant  par  les  trois  points  1,2,^, 
h  =  0  "  »  2,  î,  l, 

c  =0  »  »  1,4»  '> 

(1=:  O  •  "  3,  4.  ^ 

alors  Inéquation 

a  .d  —  \  .  b  .  r  =  i) 

est  celle  du  cône  du  second  degré,  ayant  le  point  /  pour 
sommet,  et  passant  par  les  quatre  arêtes  d'inteiscction 
dont  les  équations  sont  : 

h  =  Cl,  \  f'  ^  o» 

Il  :^.  ol  rt         r/  =:  o 


Celte  équation  du  cône  renferme  une  indéterminée  /  qui 
servira  à  faire  passer  ce  cône  par  le  point  5  donné.  Pour 
rcla,  appelons  a',  h',  r',  ri'  c«' (pic  deviennent   respective- 


(  3o8  ) 
meut  «,  Z>,  c,  r/,  lorsqu'à  la  place  de  a:,  j  ,  2  que  ces  po- 
lynômes renferment,  on  y   met  les   valeurs  des  coordon- 
nées de  ce  cinquième  point.  On  auia  donc 

,      ,       .    ,,     ,  ,,   .  a'  .d' 

a  .d    —  '/. .  b  .  r    =:  o,      d  ou      ).  =  -j-, — :  7 

6  .c 

et,  par  suite, 

(i)  a.d.b'  .c'  —  a'  .d'  .h.c  =  o. 

Telle  est  donc  l'équation  de  la  surface  conique,  ayant  le 
point  l  pour  sommet  et  passant  par  les  cinq  points  don- 
nés I,  2,  3,  4-  5. 

Si  maintenant  ce  cône  doit  passer  par  le  point  6,  il 
faudra  que  les  coordonnées  de  ce  point  6  satisfassent  à 
l'équation  (i).  Soient  a",  b" ^  c",  d"  ce  que  deviennetit 
respectivement  «,  è,  c,  d  lorsqu'à  la  place  de  jr,  j,  z, 
on  substitue  dans  ces  polynômes,  pour  .r,  y^  s,  les  coor- 
données du  point  6-,  alors  on  doit  avoir 

(2)  a"  .d"  .b'  .c'  -  a'  .d'  .b".c"  z=o. 

Dans  cette  équation,  les  coefficients  sont  des  fonctions  des 
coordonnées  des  dillérenls  points  1,2,  3,  4?  5,  6  et  de 
celles  du  sommet  t  que  nous  pouvons  désigner  par  a:', 
y\  z\  et  chacune  entre  au  premier  degré  dans  chaque  fac- 
'leur  a",  d" ,  h',  c',  a',  d' ,  h\  c" . 

Or,  dans  cette  équation  (2),  on  peut  regarder  les 
coordonnées  x',  y\  z'  du  sommet  comme  étant  les  varia- 
bles, et  alors  elle  représentera  le  lieu  des  sommets  des 
cônes  du  second  degré  qui  passent  par  les  six  points 
donnés. 

Celte  équation  sera  évidemment  du  quatrième  degré 
en  x',  y',  z' \  ainsi  le  lieu  des  sommets  des  cônes  Au 
second  degré  qui  passent  par  six  points  quelconques 
donnés  est  une  surface  du  quatrième  degré,  dont  l'équa- 


(  3o9  ) 

lion  est 

a"  .  ci"  .  b' .  c'  —  a'.fi'  .  b"   c  "  =  o. 

Dans  celle  é([uaiion,  il  esl  évidenl  que  a  =^  o  est 
réquation  du  plan  cjui  passe  par  les  trois  points  i,  2,  5; 
h'  =  o  du  plan  2,  3,  5;  c'  =  o  de  i,  4'  '^'^'1  fl'=o  de 
3,  4i  5  5  ei  a":=  o  de  1,  2,  6;  Z>"=:  o  de  2,  3,  6-,  c" ^=  o 
de  1,  4)  65  '<^"  =  o  de  3,  4?  C- 

Donc  celle  sui-face  du  quatrième  degré  passe  par  les 
seize  droites  dont  les  équations  seraient  : 

a"  =  o,  I  a'  =0, 


d'—o,  \d'  =  o, 

a"  —  o  avec  {  , ,,  d"  =  o  avfc     ,  „ 

b  =z  o,  1  &   =  o, 

c"  ■=  o;  c"  =z  o; 

(l    =0,  a    :=.  o, 

_  d'  z=L  o,  I  d'  =  o, 

b'  =  o  avec  {  ,  „  (■'  z=  o  avec  \  ,  „ 

ïb=o,  jb   =0, 

'r"  =  0;  (^"  =  0; 

qui  sont  (|ualre  à  (jualie  d;iii.s  un  même  plan.  Douze  de 
ces  droites  sont  celles  qui  joignent  deux  à  deux  les  six 
points  donnés  et  qui  sont  12,  26,  16,  43,  36,  46,  23,  35, 
23,  i5,45,  i4i  ^ï  ensuite  les  quatre  droites 

\  a"  =  o,  1^  d"  =  o,  I  //  =  o,  \  i"  =  o, 

'  d'  z=  o;  /  a'  =r  o;  (  r"  =  oj  '  r'  nr  o. 

Si,  au  lieu  de  partirdes  points  i ,  2,  3,  4^  nous  eussions 
pris  qualic  autres  des  points  donnes,  nous  aurions  dû 
arriver  à  I  ccpiation  de  la  même  surface;  donc  celle  écjua- 
tion  doit  être  satisfaite  : 

1°  Par  toutes  les  droites  (jui  joigneni  deux  à  deux  les 
six  points  donnés  cl  (|ui  sont  au  nombre  de  i5. 

2"  Par  toutes  les  droites  (jui  résultent  des  inlersections 
de  lous  les  plans  (|ui  passent  par  trois  points  dillércnth.  cl 


(•3.0  ) 
pris  deux  à  deux  5  or  ces  six  points  pris  irois  à  trois  don- 

6-5.4  11/1  •      1     •  •  1  • 

lient -—  =  20,  d  ou  résultent  six  droites  qui  doivent 

2.3  ^ 

faire  partie  de  la  surface. 

Ainsi  le  total  de  ces  droites  qui  sont  sur  cette  surface 
est  de  25.  On  conçoit  très-bien  que  le  lieu  des  sommets 
des  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  six  points  doit 
contenir  toutes  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  ces 
six  points;  car  si,  sur  une  de  ces  droites,  on  prend  un 
point  quelconque  pour  sommet  d'un  cône  du  second  degré 
passant  par  les  cinq  autres  points,  il  passera  bien  par 
les  six. 

Pour  concevoir  comment  les  autres  droites  désignées 
ci-dessus  font  partie  de  la  surface,  il  faut  remarquer  que 
deux  plans  quelconques  peuvent  être  considérés  comme 
formant,  à  eux  deux,  un  cône  du  second  degré,  dont  un 
point  quelconque  de  leur  intersection  commune  est  le 
sommet  :  alors  on  conçoit  comment  les  dix  dernières 
droites  ci-dessus  sont  sur  la  surface. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  conduit 
à  la  solution  de  cette  question  :  Troui'er  les  points 
qui  seraient,  les  sommets  de  trois  cônes  du  second  de- 
gré passant  respectivement  par  trois  groupes  de  six 
points  donnés  dans  l'espace.  Ces  points  seront  les  inter- 
sections de  trois  surfaces  du  quatrième  ordre  :  par  consé- 
quent ils  seront  au  nombre  de  4  •  4  •  4  =  ^4  •  H  donne  aussi 
la  solution  de  ce  problème  :  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  sept  points 
de  l'espace,  et  par  suite  de  ce  problème  ;  Trouver  les  som  • 
mets  de  ces  cônes  qui  passent  par  huit  points  donnés. 

La  méthode  employée  ci-dessus  pour  déterminer  le  lieu 
d'un  point  peut  servir  dans  une  iniinité  de  cas. 


(  •■^"  ) 


CAISTIQIES.  —  CEXTRE  UE  JOXCTIOX; 

Par  m.   a.    CORNU, 

lih'iVL'-Ingcnieur  des  MiiiPs. 


Depuis  ringénieuse  mélliode  de  M.  (^uélelet,  le  pro- 
blème des  caustiques  est  tliéoriquemenl  ramené  à  une 
question  plus  simple,  puisqu'on  obtient  immédiatement 
une  développante  de  la  caustique  :  mais  Ja  difficulté  inbé- 
rente  à  la  construction  par  points  d'une  développée  sub- 
siste toujours.  C'est  la  détermination  dans  le  cas  général 
du  point  de  contact  du  rayon  lumineux  avec  son  enve- 
loppe ou  la  construction  par  points  d'une  caustique  (jui 
va  faire  l'objet  de  cette  Note. 

Beaucoup  de  solutions  ont  été  déjà  données  sur  ce  pro- 
blème. Celle  qui  suit  s'appuie  sur  la  considération  d  un 
point  (centre  de  jonction  )  dont  les  propriétés  n'ont  peul- 
êlie  pas  été  remaiijnécs,  et  qui,  en  tout  cas,  méritent 
quelque  attention. 

La  formule  bien  connue 

I  cos'/         fi  vos' r 

il)  -  (cos<  —  ricofir)  z= — » 

p  a  b 

et  facile  à  démontrer  géométriquement  par  des  construc- 
tions infinitésimales,  permet  de  calculer  la  distance  h 
du  point  de  la  causli(jue  comptée  à  j)artirdu  point  d'in- 
cidence, en  fonction  : 

i"  De  la  dislance  a  tlu  puinl  liimiiieux  au  point  d  inci- 
dence •; 

a"  Du  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  dirimanle; 

;V'  Des  angles  d  incidence  et  de  réfraction  /,  /  ; 

4"  De  l'indice  de  réfraction  //  ^^^  -: —  • 

smr 


(  3i2  ) 

Nous  allons  en  déduiie  le  ihéurème  suivant. 

Considérons  clans  le  plan  d'une  courbe  dirimante  un 
point  lumineux,  un  rayon  gui  en  émane  et  le  rajon  ré- 
fracté correspondant  :  si  le  point  lumineux  se  meut  sur 
le  rayon  incident,  le  point  de  la  caustique  qui  lui  corres- 
pond sur  le  rajon  réfracté  se  déplace  de  telle  sorte  que 
la  droite  qui  les  joint  passe  par  un  point  fixe. 

Ce  point,  que  nous  noairaerons  centre  de  jonction^  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  cour- 
bure au  point  d'incidence  sur  la  droite  qui  joint  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  du  même  point  sur  les 
rayons  incident  et  réfracté. 

Joignons  le  point  lumineux  A  au  point  correspondant 


de  la  caustique  B  :  soient  OA  =  a,  OB  =  b.  Cette  droite, 
rapportée  aux  deux  axes  OA,  OB,  auia  pour  équation 


(^) 


(  :i':i  ) 

don l  les  paramètres -5  y  sont   liés   par    la    l'oimule    (i). 

Comme  ces  paramètres  entrent  linéairement  dans  les  deux 
équations,  la  droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

En  eilet,    éliminons    l'un   des    deux  paramètres,    par 

exemple  y?  entre  les  équations  précédentes;  pour   cela, 

additionnons-les  membre  à  membre  après  avoir  multiplié 
la  première  par  )  et  la  seconde  par  — ncoi'r  :  il  vient 

;►  n.ccos-r        y  cos'/ 

-  (cos/  —  //  cosr) =' //cosV, 

p  an 


Y  I 

—  (ces/  —  n  cos  r)  -{-  n  cos'r  =  ~  (x .  n  cosV  -|-  y  cos'/  ',. 
P  '  " 

équation  satisfaite  indépendamment  de  -  si  1  on  pusc 

-  \  i'OSi  —  ti  cosr;  -f-  //  cos  r  =  o, 
P 

xn  cos-  r-x-  Y  cos'  /  =:  o . 

La  droite  représentée  par  léquation  (2)  passe  donc 
toujours  par  h;  point  d'intersection  des  droites  repré- 
sentées   par  les   deux    dernières   é([uations.    Substituant 

,         sin/  ,     ,  .  . 

a  n  sa  valeur  -. —  et   résolvant    par   rapport  a  x  et   a  7  , 
sin/-  '  ^^  "^ 

nous  obtiendrons   les  coordonnées  de  ce  point  iixe  qu«' 

nous  appellerons  centre  de  jonction 


siiircos-/ 

(3)  .T  =   —  0      ;—-. -, 

^    '  '  sm(<  —  r) 

sin /.cos'/- 

Toute  combinaison  de  ces  deux  valeurs  doniicr.i    wur 
droite  passant  p;ir  le  centic  de  |miclion. 
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1°  Divisons  l'équation  (3)  par  p  cos  i,  l'équation  (4) 
par  p  cos  r,  et  ajoutons  l'équation  (3)   à  l'équation  (4), 
il  vient 


i5] 


y 


û  cos  r        0  CCS i 


p  cos  /•  et  p  cos  /  sont  les  distances  à  l'origine  des  pieds 
des  perpeudiculaires  abaissées  du  centre  de  courbure  sur 
les  axes.  Le  centre  de  jonction  se  trouve  donc  sur  la 
droite  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
du  centre  de  courbure  sur  les  deux  rayons. 

a"  Multiplions  l'équation  (3)  par  sin  /',  l'équation  (4) 
par  sin/,  et  ajoutons  l'équation  (3)  à  l'équation  (4),  il 
vient,  après  simplifications, 


j-  sin  /  -I-  r  sin/- 


') 


équation  vérifiée  par  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure 

ûsinr  6  sin/ 

sin(/  —  r)  sin  (/  —  rj 

De  plus,  la  droite  représentée  par  cette  équation  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  (5),  caries  coetEcients  angulaires 

ces/-  ,  sin  A 

cos/  sin/ 

satisfont  à  la  relation  de  perpendicularité  dans  le  cas  des 
axes  obliques 

I  +  mm' -\-  [m  -\~  m')  cosO  =  o. 

Ici  B=[i  —  r). 

Donc,  pour  construire  le  centre  de  jonction^  on  abais- 
sera du  centre  de  coui'bure  trois  perpendiculaires  : 

1°  Sur  le  rayon  incident; 

2"  Sur  le  rayon  réfVacté  ; 
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3"  Sur  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  deux  per- 
pendiculaires. Le  pied  de  la  troisième  perpendiculaire 
sera  le  centre  de  jonction. 

Dans  le  cas  des  caustiques  par  réflexion,  la  construction 
se  simplifie,  parce  que  /■  =  — /'. 

APPLICATIONS. 

CoASTRrcTiON  oiRECTE.  —  i"  Coiislfuire  par  points  la 
caustique  par  rcj faction  ri' un  cercle. —  Comme  cette 
caustique  est  la  développée  d'un  ovale  de  Descartes,  on 
obtient  ainsi  le  centre  de  courbure  de  cette  ligne,  [f^oir 
Salmon,  Ilighcr  plane  Curvcs)) 

2°  Caustique  frune  droite  par  réfraction. — C'est  une 
conique.  Dans  ce  cas  le  centre  de  jonction  est  à  l'inlini 
comme  le  centre  de  courbure  de  la  droite;  mais  on  re- 
connaît aisément  qu'en  faisant  varier  le  rayon  de  courbure 
d'une  ligne  dirimante  quelconque,  le  centre  de  jonction 
décrit  une  droite  passant  au  point  d'incidence;  on  con- 
struit un  second  point  île  celle  droiu,',  et  c'est  par  une 
parallèle  menée  par  le  point  lumineux  (pi'on  déleiniine 
la  causti(pie. 

3"  Caustique  par  rc flexion  d'un  cercle. —  Développée 
d'un  limaçon  de  Pascal.  Même  conclusion  relativement 
à  la  construction  du  centre  de  couiburc  de  cette  ligne. 

CoKSTRUCTio>  i>VEusE.  —  lùant  connue  la  causliijue, 
déterminer  la  courbure  de  la  ligne  dirimante. 

i"  Déterminer  le  centre  de  couibure  des  coniques  en 
considérant  un  f'over  comme  la  causlicpic  par  réllexion 
de  laulre  foyer. 

?."  iNJènu;  [)roblème  poui'  l'ovale  de  Descai  tes.  Solution 
très-simple. 

Ru  général,  on  construira  donc  les  dévclopjiées  des 
lignes  dont  la   définilion  se  lamènera  à  celle  d  une  dévc- 
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loj)paule  de  caustique  ou  dont  une  caustique  particulière 
sera  connue. 

Pour  compléter  l'étude  du  centie  de  jonction,  nous 
indiquerons  sommairement  quelques  lieux  géométriques 
que  décrit  ce  point  dans  différentes  circonstances. 

Caustiques  planes  :  lieu  des  positions  du  centre  de 
jonction  quand  varie  l'un  des  trois  éléments,  courbure, 
indice,  incidence. 

1°  Quand  la  courbure  varie  au  point  d'incidence, 
nous  avons  dit  que  le  lieu  est  une  droite ^  de  cette  pro- 
priété on  déduit  la  construction  de  la  caustique  quand  le 
rayon  de  courbure  à  l'inciflence  est  infini. 

'jP  Quand  l'indice  varie,  le  lieu  est  évidemment  un 
cercle  ;  car  le  rayon  AO  restant  fixe  et  le  rayon  incident 
tournant  autour  du  point  d'incidence  O,  la  droite  IR  qui 
joint  le  pied  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  de 
courbure  tourne  autour  du  point  fixe  I,  et  le  centre  de 
jonction  J  est  le  sommet  d'un  angle  droit  mobile  dont  les 
côtés  passent  respectivement  par  des  points  fixes  l,  C. 

3°  Quand  lindice  varie,  le  lieu  n'est  plus  aussi  connu; 
c'est  cependant  une  courbe  très-intéressante,  dont  on 
construit  assez  simplement  la  normale  et  même  la  déve- 
loppée. Elle  est  du  sixième  degré*,  mais  son  équation  en 
coordonnées  polaires  s'obtient  sans  difficulté  en  prenant 
pour  axe  polaire  la  normale  au  point  dincidence,  et 
pour  pôle  le  centre  de  courbure 

Sill'^W 

R  =  0  .  «  . • 


n'  -T-  2/2  eus  w  -h  1 


La  courbe  ressemble  à  un  système  de  deux  ellipses  tan- 
gentes à  l'axe  polaire  au  point  origine^  l'aire  d'une  de 

ses  boucles  a  pour  valeur-^  û  I  -  |  •' 

On  peut  étendre  ces  considérations  aux  surfaces  diri- 


(3.;) 
luanles;  mais  il  n'y  a  pas  de  généialisation  immt'diatp, 
parce  qu'mi  est  toujours  ramené  aux  couibes  planes,  le 
rayon  réfracté  étant  dans  le  plan  d'incidence. 

Le  seul  point  à  examiner  est  le  lieu  f[ue  décrit  le 
centre  de  jonction  quand  le  rayon  incident  décrit  un  cône 
de  révolution  autour  de  la  normale.  C'est  une  couibe 
gauche,  intersection  de  deux  cylindres  du  second  degré, 
ayant  des  relations  très-simples  avec  les  plans  principaux 
et  avec  l'indicatrice  au  point  d'incidence. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  indications,  que  le  lecteur 
complétera  facilement  si  ce  genre  de  recherches  lui  pré- 
sente de  rmilité  ou  de  l'intérêt. 


SLR  LES  POLYGONES   SEMI-RÉGULIERS 
INSCRITS  A  L'ELLIPSE; 

Par    IM.    Abel    TRANSON. 


J'appelle  polygone  semi-regulicr  inscrit  à  V ellipse  un 
polygone  tel,  que  les  triangles,  ayant  les  différents  côtés 
pour  leurs  bases  avec  leurs  sommets  au  centre  de  la 
courbe,  sont  équivalents.  Ainsi,  un  tel  polygone  est  tou- 
jours la  projection  d'un  polygone  régulier  circulaire; 
mais,  tandis  que  dans  le  cercle  un  polygone  régulier  est 
complètement  déterminé  de  forme  par  le  nombre  de  ses 
côtés,  il  est  évident  que  la  forme  du  polygone  semi-régu- 
lier elliptique  dépend  à  la  fois  du  nombre  de  ses  côtés  et 
en  même  temps  de  sa  situation  sur  le  plan  de  la  courbe. 
Toutefois  les  polygones  d  un  même  nombre  de  côtés  in- 
scrits dans  une  même  ellipse  jouissent  d  une  propriété 
commune  dont  voici  l'énoncé  : 

'J^HÉORÈME.  Scient  Rj,  Ro,  R^,...,  R„  les  rayons  de 
courbure  de  V ellipse  aux  dijférenls  sommets  ri' un  poly  - 


(  :^^8  ) 

gone  semi-régulier  j  la  moyenne  aritliniétique  des  qiian- 

tités   (Ri)%    (Rj )%...,    (R„)'    est    indépendante  de    la 
situation  particulière  du  polygone. 

Pour  la  démonstration  de  ce  théorème,  il  convient 
d  employer  comme  variable  indépendante  Tangle  qui 
reçoit,  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique  des  pla- 
nètes, le  nom  à' anomalie  excentrique.  Si  on  le  repré- 
sente par  M,  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse  sont 
exprimées  par 

.T  =:z  a  cos  1/ ,       r  =  6  sin  w  ; 
et  par  suite  le  ravon  de  courbure  dont  la  valeur  est 


pa 


(a*  Y^  -h  b^x^Y 


prend  la  forme 

(fl'  sin^  u  -{-  b-  cos'w)' 


R 


ab 


Or,  d'après  la  signification  géométrique  de  l'anomalie 
excentrique,  les  valeurs  de  a  qui  répondent  aux  sommets 
d'un   polygone  semi-régulier  de  n  côtés  croissent  selon 

une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  — '-■  Donc, 

si  u  est  Tanomalie  qui  correspond  à  un  premier  sommet 
et  u-\-x  celle  qui  se  rapporte  à  un  autre  sommet  quel- 

-              ,           ,    2.mTz 
conque,  on  a  pour  x  une  des  ?i  valeurs  de ?  ou  m  est 

un  des  nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  n.  De  plus,  en 
vertu  de  la  formule  précédetite,  on  a 

i 
(ub'R^  ■■'  =  rt'sin-(w  -\-.t)-\-  è' cos=  (« -h  .r), 


(  3..9  ) 
ou  bien 

i 
[ab  Rj.j '=  «H^os'//  +  Z'^sin-  a  4-  («'  —  fp)  (sin-«  —  cos^  u)  ^os^^ 


sin  ?.  «.sin  2.x . 


Pour  calculer  la  somme  des  n  valeurs  du  premier 
membre,  il  faut  connaître  la  somme  des  valeurs  de  cos' J^ 
et  celle  des  valeurs  de  sin' j:.  Or,  comme  on  a 


i 


■j  m  77 , 


c'est-à-dire 


on  a  donc  aussi 


//  .n  —  r 

I  =  c()S".i cos"  "'^jr  sm^  j* 

I  .  2 

/i .n  —  I  . rt  —  7.  n  —  3 

-f — 7 cos"~'  X  sm"~'.r  —  ...  ; 

? .2.3.4 

car  le  second  membre  est  l'expression  connue  de  cosw^î-. 
Si  l'on  y  remplace  sin^a:  par  i  —  cos*  x  et  qu'on  ordonne 
par  rapport  aux  puissances  de  cosj:,  en  ne  retenant  que 
les  deux  premiers  termes,  il  viendra 

?"— '  fos"  X  —  « .  2"""  cos""^  j:  -4- .  .  .  =  f )  ; 
d'après  quoi  il  est  aisé  de  voir  que  2  cos'o:  est  é^al  à  -- 

Quant  à  l,s\nix,  il  est  manifestement  nul.  D'après  celn, 
on  trouvera  aisément 

et  par  suite 
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C'est  précisément  ce  qu'il  fallait  démoulrer;  mais  il  se 
trouve  établi  en  outre  que  la  moyenne  arithmétique  des 

quantités  (R^r)  '  <^^t  indépeiidante  aussi  du  nombre  des 
côtés  du  polygone  semi-régulier. 


DÉMONSTRATION  D'li\  TUÉORÈME  DE  M.  TCHÉBYCHEW; 

Par  m.   s.   REALIS, 

Ingénieur  à  Turin. 


1 .  Le  théorème  de  M.  Tchébychew,  qui  figure  dans  les 
Nouvelles  Annales  parmi  les  propositions  à  démontrer 
[voir  t.  XY,  question  347,  ^^  ^-  ^^  I^  question  356  5  voir 
aussi  le  Bulletin  mathématique  pour  1860,  p.  Sa),  con- 
siste en  ce  que,  dayis  une  équation  algébrique  (à  coeffi- 
cients réels)  de  la  forme 

qui  ne  renfenne  que  des  puissances  impaires  de  Vincon- 
nue  et  le  terme  tout  connu,  il  y  a  toujours  au  moins  une 

racine  réelle  comprise  entre  +9.       t  /  -  et  —  2       l  /  — 

Une  démonstration  de  ce  théorème,  fondée  sur  la  con- 
sidération des  propriétés  d'une  courbe  transcendante,  a 
été  insérée  par  M.  de  Foville  (*)  dans  ce  même  recueil 
(t.  XMI),  mais  elle  ne  tient  pas  directement  aux  théories 
ordinaires  de  l'Algèbre. 

Voici  comment  on  peut  établir  la  vérité  de  cette  propo- 
sition, en  ne  sappnyant  que  sur  les  principes  généraux 
de  l'analvse  des  équations. 

(*)  Aujourd'hui  élève-ingénieur  des  Mines.     P. 


f  3-2  1    ) 
''1.   J  observerai  d'abord  qiu,'  la  démonslraiioii  ne  perd 
pas  de  sa  généralité  en  supposant  dans  Téqualion  donnée 

A  =  2,  car,  en  remplaçant  l'inconnue  x  pai-  x       \/-' 

on  obtient  une  équation  de  même  forme  que  la  proposée 
et  ayant  le  dernier  terme  égal  à  2  5  en  sorte  que  l'énoncé 
ci-dessus  revient  à  dire  que,  dans  Fcqualion 

(i)  .r'"-^'  +  a.T^"-'  +  bx'"'-^  H-  .  .  .  H-  //.r  -(-  2  =z  o , 

il  y  a  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  -f-  2 
et  —  2. 

Cela  posé,  considérons  l'équation  réciproque 

(  Y=:j*"^--+  A/*"  -+-  Bj*"-'-!-..   4-2j'"+'.-h... 
\  -(- Bjr*+ Aj'  + I  =  o, 

ne  contenant  que  des  puissances  paires  de  l'inconnue,  à 
l'exception  du  ternie  du  milieu  2j*"+'.  Nous  pourrons 
toujours,  à  l'aide  d'équations  de  premier  degré,  détermi- 
ner les  coefficients  A,  B,...,  do  cette  équation  de  manière 
que  l'équation  de  degré  in-\-  i  en  x,  que  l'on  obtient  en 

faisant  r  H —  =  .r,   conformément  à  la  méthode  d'abais- 

y 

sèment  des  équations  réciproques,  coïncide  avec  la  pro- 
posée. 

On  voit  dès  à  présent  que  le  théorème  en  question  se 
trouvera  démontré,  si  Ion  prouve  que  l'équation  (2)  ad- 
met toujours  au  moins  un  couple  de  racines  imaginaires 
dont  le  module  soit  égal  à  l'unité,  c  esl-à-dire  quelle  ad- 
met au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré  de  la  forme 
^*  +  .r)' H- I ,  .r  étant  moindre  que  2  (en  valeur  abso- 
lue). 

3.  Prouvons  d'abord  que  l'équation  réciproque  (2) 
admet  des  racines  imaginaires.  11  snllit,  pour  cela,  de  re- 
marquer que,  si  toutes  les  ratines  sont  réelles,   en  «lési- 

Aiin.  de  Malh<'iniil,-i'^  ■ivriv  ,  \.     Il     (  luillet  iSGIi    .  -*  ' 
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gnaut  par  ),,    )2»/sv5  Jsn+i   celles  que  l'on   regarde 
comme  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  conséquemment 


I       I       I 


par  —9   — ?  —■,■"■> leurs  réciproques  respectives,  on 

Jl       J'i       J3  Jtn  +  I 

doit  pouvoir  décomposer  le  premier  membre  \  en  deux 
facteurs  réels  de  degré  2  /î  +  i ,  dont  l'un,  que  nous  indi- 
querons par 

soit  le  produit  des  facteurs  j--  —  }j,  y — Jiy  J — J's  —  •- 
r — J'in+i^  et  l'autre 


I 

1 


Y,  =  y^'  + 


(iln-\ 


soit  le  produit  des  facteurs  y »  y ■?  j 1 

ji  y  2  Xi 

y Or,  comme  dans  le  produit  l'iYj  le  coefficient 

du  terme  du  milieu  7-"+'  est 


et  a  toujouis  une  valeur  numérique  plus  grande  que  2,  il 
est  impossible  que  le  polynôme  Y,  où  le  coefficient  de  )'*"+' 
est  2,  soit  le  produit  des  polynômes  Yi  et  Y2  dont  tous  les 
coefficients  sont  réels. 

Maintenant  il  est  facile  de  voir  que,  dès  que  l'équa- 
tion (2)  ne  saurait  avoir  toutes  ses  racines  réelles,  il  faut 
nécessairement  que,  parmi  ses  racines  imaginaires,  il  y  en 
ait  au  moins  deux  conjuguées  qui  soient  réciproques  l'une 
de  1  autre,  c'est-à-dire  qui  constituent  un  couple  ayant 
l'unité  pour  module. 

Considérons  en  premier  lieu  le  cas  on  toutes  les  racin<'s 


(  3'.;^  ) 

sont  imaginaires.  A  chaque  couple  a  zt  5  ^  —  i.  il  (or- 

respondra  le  couple  réciproque  — ■■,  en  sorte  que 

adrpv  — • 
si  aucun  module  n'est  éi;al  î\  l'unité,  le  nombre  des  ra- 
cines devrait  être  un  multiple  de  4-  Cela  est  impossible, 
le  degré  de  l'équa  lionne  tant  4"  H-  2;  d'où  Ton  conclut 
nécessairement  que,  puisqu'il  n'v  a  pas  de  racines  réelles, 
un  de  ces  couples  sera  tel,  que  l'on  ait 


aq=!3v-i 

Si  l'équation  Y^=:o  admet  des  racines  réelles,  le  nombre 
de  celles-ci  sera  pair,  et  nous  supposerons  d'abord  que  ce 
nombre  est  un  multiple  de  4-  Dans  ce  cas,  le  nombre  des 
racines  imaginaires  ne  sera  pas  un  multiple  de  4?  ^'t  il  y 
aura  nécessairement,  comme  dans  le  cas  de  toutes  les  ra- 
cines imaginaires,  un  couple  de  racines  conjuguées  avant 
j)Our  module  l'unitc".  • 

Si  l'on  supposait  que  le  nombre  des  racines  réelles  put 
èlre  4 '"H-  2,  celui  des  lacines  imaginaires  serait  4  {n  —  /'), 
et  l'on  déviait  pouvoir  déc(jmpf)ser  Y,  comme  ci-dessus, 
en  deux  facteurs  lécls  Y]  ,  Y,  dont  l'un  contiendrait 
2  (/;  —  /■)  racines  im;>ginaires  conjuguées  et  ar-f-i  ra- 
cines réelles,  et  l'autre  contiendrait  les  racines  récîpro- 
(|ues  correspondantes.  Mais  on  a  vu  que  cette  décomposi- 
tion est  im[)ossible,  à  cause  du  coellicient  du  terme  >*"+' 
«jui  résulterait  toujours  plus  grand  numériquement  ffiu* 
le  coellicienl  -j  qui  y  correspond  dans  le  polynôme  ^  . 

Il  est  dituc  prouvé  ([ue,  dans  tous  les  cas,  rétjualion 
iéci[)ro(|U(,'  Y=o  adnu'ltra  au  moins  un  couple  de  racines 
imaginaires  conjuguées  ayant  le  niodule  égal  à  l'unilé; 
d'f)ù  il  suit  cjtie  1  éfjuatiiui  (1),  dont   chaf[ue  racine  x  est 


lie  à  la  S0111UIP    )   H de  deux  )a<  incs  récipriMpirs,  ad- 


(  ■■^^4  ) 

int^tlia  au  moins  une  racine  léclle  donl  la  valeur  numé- 
rique sera  moindre  que  2.  C'est  le  théorème  qu'il  s  agis- 
sait de  démontrer. 

I.   Soit 

y  =  cos  'V  -\-  \  —  I  sin  <p 

la  racine  imaginaire  de  réqnation  Y  =  o  dont  le  module 
est  égal  à  I  :  on  aura 


I 

= 

2  COS©, 

1 

= 

?  COS  3<p, 

1 

__ 

3t  COS  (  2  //  H-  I 

\    V 

t                 T^ 

)t- 

Substituant  ces  expressions  dans  l'équation  divisée  par 
)  -"+',  on  trouvera,  après  avoir  divisé  par  3, 

I  COS  2  //  -1- 1  )  !p  -f-  A  COS  (2  «  —  r  )  ©  H-  D  cos  (2  «  —  3)  y  H- . . . 
I  +  G  COS©  -1-1  =  0. 

On  voit  par  là  (jue  le  théorème  de  M.  Tchébychew  peut 
être  énoncé  sous  cette  forme  remarquable,  savoir  :  que 
toute  équation  de  lafomie  (3),  oii  il  n  entre  que  des  mul- 
tiples impairs  de  l'angle  (p  ef  oii  les  coefficients  A,  B,.., 
G  sont  des  quantités  réelles  quelconques,  peut  être  satis- 
faite par  une  valeur  réelle  de  ip,  prise  dans  l'étendue  de 
la  demi-circonférence . 

O.  De  ce  que  toute  équation  réciproque  de  degré  ^n  -+-'2, 
dans  laquelle  (le  coefficient  du  premier  terme  étant  l'unité) 
la  valeur  absolue  du  coefficient  du  terme  du  milieu  est  2 
ou  moindre  que  2,  admet  au  moins  un  couple  de  racines 
im.aginaires  conjuguées  ayant  Tunité  pour  module,  il  s'en- 
siiit  que  l'équation  du  degré  2 // -h  1 ,  à  lacjuelîe  on  par- 


(  :'>'-*5  ) 

vient  par  la  mélliode  orditiairc  d'abaisscinenl,  aura  au 
moins  une  rac-ine  réelle  dont  la  valeur  sera  coiiiprisc  eiilrc 
H- 2  et  — 2.  En  partant  de  ce  principe,  on  peut  établir 
d'autres  lliéorèmes  analogues  à  celui  que  nous  venons  de 
démontrer,  ayant  pour  but  de  fixer  des  limites  entre  les- 
quelles une  ou  plusieurs  racines  d'une  équation  donnée 
soient  toujours  compiises.  On  voit  tout  de  suite,  pai 
exemple,  que  Péqualion 

dont  px^  est  le  seul  terme  de  degré  pair,  admet  toujours 
une  racine  comprise  entre  -4-2  et  —  2,  si  le  coefficient  p  et 
le  terme  connu  k  sont  tels,  que  la  (juaniité  A  -f-  2/;  soii 
comprise  entre  les  limites  +  2  et  — 2,  ou  soit  égale  à 
l'une  de  ces  limites.  Mais  je  n'insisterai  pas  à  présent  sur 
c<*s  considérations,  qui,  combinées  avec  d'aulrcs  prin- 
cipes connus,  peuvent  conduire  à  des  résultats  assez  re- 
marquables et  amener  des  secours  nouveaux  à  la  ])rati(pie 
de  la  séparation  des  racines. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LV  QIESTIO^  623  (lîOBILMFH: 

Par  m.   richard, 

Élève  du  lycée  de  Douai  (^clnsse  de  M.  Paitiviii). 


Une  firoite  AR  glisse  sur  fleitx  autres  Y)  et  D,  non 
situées  dans  un  nidnie  plan,  de  telle  sorte  que  lu  partie 
interceptée  entre  elles  soit  constaninient  vue  sous  un 
angle  droit  d\in  certain  point  O  de  l'espace j  cette 
droite  engendre  une  surface  gauche  du  second  ordre. 

Si  l'on  transforme  la  (piestion  par  la  méthode  des  pci- 
laiies  réciproques,  en  prcn;iMt  pour  suif.ice  direclii»»-  unr 
splicic  avnnt  son  cenlif  an  |Miitil  lise  (V  ;iu\  <ltMi\  droiics 


(  ^2t^  ) 

D  et  Di  correspondent  deux  autres  droites  fixes.  Aux  deux 
points  A  et  B  correspondent  deux  plans  qui  passent  par 
les  droites  transformées,  puisque  les  poinls  A  et  B  sont 
sur  ces  droites;  l'intersection  de  ces  deux  plans  corres- 
ponde la  droite  AB.  Comme  la  surface  directrice  est  une 
sphère,  ces  deux  plans  sont  rectangulaires,  puisqu'ils 
sont  respectivement  perpendiculaires  sur  OA  et  sur  OB. 
Or,  on  sait  que  le  lieu  de  leur  intersection  est  un  liyperbo- 
loïde  [voir  Briot,  Géom.  anal.,  p.  aaô)  \  donc  le  lieu 
de  la  droite  AB  est  une  surface  réglée  du  second  ordre. 

c.    Q.    F.    D. 


S0LIIT10\  DE  LA  QUESTION  o21 

(voir  t.  XIX,  p.  9S); 

Par  m.   Abraham  SCHNÉE, 

Élève  du  lycée  Charlemagne. 


Soit  décrite  une  ellipse  ayant  poitiaxes  une  normale 
el  la  tangente  adjacente  quelconque  d'une  ellipse 
donnée  et  touchant  le  grand  axe  de  l  ellipse  au  centre  ^ 
et  de  même  soit  décrite  une  seconde  ellipse  touchant  le 
petit  axe  au  centre  ;  les  lieue  des  foyers  de  ces  ellipses 
sont  deux  cercles  concentriques  à  r ellipse  donnée  et 
ayant  pour  rayons  la  demi  somme  el  la  demi-différence 
des  axes. 

Soit 

(i)  a""  y""  +  b'x'  =  <ûb'' 

l'ellipse  donnée. 

Soit 

(.r  —  a)'  -h  (  7  —  p  )»  =  '■  inj  -f-  ri.r  -i-  p  ^ 

léqualion  de  Icllipsc  mobile,  a  et  jS  étant  les  coordonnées 


(  ;v.7  ) 

du  loyer.    Uu   a  d'abord,  pour  oxj)iinj(M-    que  la   tourbe 
passe  par  rorigine, 

(2)  a'4-«i'=:y/^ 

Pour  qu'en  outre  Taxe  des  x  soil  langeiil  à  la  courbe 
en  ce  point,  il  faut  que  le  coefficient  de  x  soit  nul,  ce  qui 
donne 

(  3  )  v.  ->r  np  =z  0 . 

Les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe,  en  ayant 
égard  à  l'équation  (3),  sont 

P  -h  /7//J  p  -1-  ,„p 

X  =  mn  — ■ —  ,       r  =    I  —  /'  *  — —  : 

I  —  m' —  n'        '  '   \  —  nO  —  n'    , 

et  comme  il  faut  que  ce  point  soit  sur  rdlipse  donnée, 

nous  aurons 

,  [\  —  ///■  —  rr  ■ 

A  )  {1^    I  —  /i^y  +  I)''  nr n^  =  n-  [>■ 


(p-h//;/.)' 


Je  forme  maintenant  Téqualion  qui,  dans  une  tonique, 
donne  les  coefficients  angulaiies  des  diamètres  conjugués 
rectangulaires 

nin  a-  —    m'  —  //     u.  —  /////  r=  o. 

Pour  exprimer  que  la  courbe  mobile  a  pour  axes  la 
tangente  et  la  normale  adjacente  de  l'ellipse  proposée,  il 
suflit  (le  remplacer  f;.  par  le  coellicient  angulaire  de  la 
tangente  au  point  considéré,  et  nous  aurons  enfin 

(5)      <■/' 1  I  — «')'  —  a^b-[rir  —  //')    l  —  //•    —  h*  111^  n^  =:  a. 

Entre  les  équations  (2),  (!i),  (4)  cl  (5).  éliminons  ///, 

n  et  /7,  nous  aurons  l'écpialion  du  lieu. 

De  reijiintioM  (9).  )<'  li'»' 

y. 
n  s=i , 

/' 


(  3^8  ) 
et  je  remplace  dans  l'équation  (5).  On  a  comme  solution 

étrangère 

n-p"  +  ù'  X-  =  G, 

et,  après  1  avoir  supprimée, 


(b)  "''=«^i,'-„.. 

Substituons  ces  valeurs  de  n  et  de  m^  dans  l'équa- 
tion (4)>  ^1  vient  après  réductions 

Éliminons  m  entre  les  équations  (6)  et  (7),  et  p  au 
moyen  de  la  relation  (2),  nous  aurons  définitivement 
l'équation 

qui  se  dédouble  en 

j  a'H-  ^'=(rt  +  b/, 

résultat  conforme  à  lénoncé. 

Si  nous  remarquons  qu'il  n'a  été  fait  aucune  hypothèse 
sur  les  grandeurs  respectives  de  a  et  de  b,  nous  conclu- 
rons immédiatement  de  la  symétrie  des  formules  (8) 
qu'on  obtient  les  mêmes  lieux^  que  ce  soit  le  petit  ou  le 
grand  axe  qui  coïncide  avec  l'axe  des  x.  Si  l'on  vient  alors 

à  faire  tourner  l'une  des  figures  d'un  angle  égal  a-i  de 

façon  que  les  deux  ellipses  se  recouvrent,  les  cercles  obte- 
nus se  superposeront  pendant  toute  la  rotation,  et  le  théo- 
rème sera  démontré  dans  les  deux  cas. 

Note.  —  La  même  question  a  été  traitée  par  M.  JN .  B., 
de  Gand. 


{ ;^29  ) 


COIÎRESPOXBWCK. 


1.  M.Ange  LeTaunéac  lail  remaïquerquela  niéiliodc 
employée  par  M.  Taillier,  pour  trouver  la  dé\eloppée  di- 
l'ellipse  (p.  143),  s'applique  avec  la  même  facililé  à  la 
recherche  de  V enveloppe  d'une  droite  inscrite  à  un  ani^lc 
droite  à  la  détermination  de  V enveloppe  des  ellipses  dé' 
crites  par  les  points  de  cette  même  droite^  etc.  Dans  le 
cas  de  Tellipse,  on  écrit  ordinairement  ainsi  l'équa- 
tion (i)  (p.  143), 

by  ax 

sin  çi        coS(> 

on  obtient  alors,  en  prenant  la  dérivée, 

ou  plutôt 

by  ax 


sia'ç)  cos'y 

d'où  l'on  conclut,  par  les  propriétés  des  proportions, 

{byY  _  {n.ry  _  {a.T\''  ^(byy 
s\n'x        cos-'p  I 

etc. 

2.  A  propos  du  même  article,  M.  H.  Delorme  lait  ob- 
server qu'une  méthode  tout  à  fait  semblable  peut  être 
employée  pour  trouver  la  développée  de  Ihypeibole.  Fin 

etîi't.  un  point  de  cette  «'uirbc  est  défini  j)ar  les  équalion-- 


>        y  ^z  />  tanc 


(   Ho    ) 
L'équalioli  d'une  noi*maIe  est  alors 

br  ,  tanga» 

COS  'J  cos  f 

d'où 

hj  -+-  ax  sin  ^  =  c'  tang  (f. 

On  a,  en  prenant  la  dérivée, 


ax  cos  o  = 


f  -                      i  j  ax 

— ^      ou      =     -Y 

COSl}»  COS'^  \  c' 


En  divisant  par  tango  l'équation  de  la  normale  et  pre- 
nant de  nouveau  la  dérivée,  on  aura  facilement 


Or, 


tang<p  =  -(^-^) 


I 

tang'cp  =  1, 


cos'^o 


sera  l'équation  de  la  développée  de  Thypeibole. 

3.  M.  Caspari,  ingénieur-hydrographe,  ancien  élève 
de  l'École  Polytechnique,  nous  communique  deux  for- 
mules sur  les  layons  de  courbure.  Si  on  appelle  p  le  rayon 
de  courbure  d'une  courbe  de  l'espace-,  p'  le  rayon  de  coui- 
bure  de  sa  projection  orthogonale;  o)  l'angle  du  plan 
osculateur  delapremièie  courbe  et  du  plan  de  projection -, 
n  l'angle  de  la  tangente  avec  sa  projection  5  1^  l'angle  de 
cette  tangente  avec  1  intersectioti  des  plans,  on  a 

i  — sin-w  sin'<'\  ' 


{  :^'3i  ) 

COS''  u 

2  9  =? 

COS  w 

L'une  de  ces  formules  se  déduit  de  l'auUe  au  moyeu  de  la 
relation  qui  existe  entre  u  et  t'. 

La  formule  (2)  se  déduit  dune  formule  plus  générale 
donnée  par  AL  Peaucellier  (t.  XX,  p,  4^2),  et  cjui  ex- 
prime une  relation  entre  les  rayons  de  courbure  d'une 
courbe  quelconque,  et  celui  de  sa  perspective,  en  deux 
points  correspondants.  C'est  ainsi  que  M.  Caspari  établit 
sa  formule,  dont  il  donne  d'ailleurs  une  démonstration 
directe. 

Une  ellipse  étant  considérée  comme  la  projection  d'un 
cercle,  si  ia  et  2/*  sont  les  axes,  on  aura 

CdS&J  =:  —  »        p  :^  —  COS'  // . 
a  h 

On  sait  d'un  aulre  cùlé  qu'en  désignant  par  /  rnnglc  de  la 
normale  avec  le  rayon  vecteur,  on  a 

/y' 
p  COS-*  /  =r  —  1 
a 

donc 

a  COS  /  ces  II  =z  h, 

I dation  entre  u  et  /  ([ui  conduit  à  la  propriété  sui\anle. 
Sur  le  giand  axe  d'une  ellipse  pris  pour  diamètre  dé- 
crivons un  cercle  :  soient  iNI  un  point  du  cercle  et  M'  le 
point  correspondant  de  1  ellipse.  Du  point  T,  où  les 
tangentes  au  cerc  le  et  à  l'ellipse  menées  respectivement 
par  les  points  AI  et  .M'  rencontrent  le  grand  axe,  décrivons 

un  cercle,  avec  le  rayon  -  .Ml'  :  les  deux  ravons  vcclfurs 

du  point  AL  seront  langenls  à  ce  cercle. 

■i.  Lue  personne  tjui  ne  signe  que  de  ses  initiales  s'est 
proposée  de  démon  lier  (]u  ////  tnunglr  riout  deux  tusscc- 
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trices  sont  égales  est  isocèle,  question  déjà  traitée  dans  le 
Journal.  Le  tour  de  démonstration  employé  est  fort  ingé- 
nieux, maison  y  suppose  que  trois  droites  sont  parallèles 
quand  elles  divisent  deux  autres  droites  en  parties  pro- 
portionnelles, ce  qui  n'est  pas. 

Si  les  personnes  qui  nous  adressent  des  communica- 
tions non  signées  nous  donnaient  leur  nom  et  leur 
adresse,  en  exprimant  le  désir  que  leur  nom  ne  parût  pas 
dans  le  Journal,  nous  nous  conformerions  religieusement 
à  leur  intention;  mais  nous  pourrions  leur  faire  part 
de  notre  sentiment  sur  quelques-unes  de  leurs  commu- 
nications, qui  nous  paraissent  susceptibles  de  corrections 
ou  de  modifications. 

5.  Nous  avons  reçu  de  plusieurs  élèves  des  réponses  à 
des  questions  posées  par  le  Journal.  Nous  les  remercions 
de  leur  précieuse  collaboration  et  nous  prendrons  à  l'ave- 
nir des  mesures  pour  que  l'insertion  de  leurs  travaux  ne 
souffre  pas  de  retard.  Nous  les  prions  seulement  de  vou- 
loir bien  se  conformer  aux  recommandations  suivantes; 

1°  Ecrire  toujours  en  tèle  le  numéro  et  l'énoncé  com- 
plet de  la  question  qu'ils  résolvent. 

2"  Mettre  sur  des  feuilles  séparées  la  solution  de  chaque 
question,  afin  que  nous  puissions  réunir  celles  qui  por- 
tent le  même  numéro. 

3°  Ecrire  lisiblement,  correctement,  et  avec  la  plus 
grande  clarté.  Quelques  communications  ont  dû  être 
laissées  de  côté  parce  que,  pour  être  présentées  à  nos  lec- 
teurs, elles  auraient  exigé  une  nouvelle  rédaction.  Nous 
voulons  bien  corriger  par-ci  par-là  quelques  négligences 
de  style,  mais  nous  ne  pouvons  pas  refondre  les  articles 
qui  nous  sont  envoyés.  Le  temps  dont  nous  disposons  ne 
suffirait  pas  à  un  pareil  travail.  P. 
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KiBiJOGRAPIIIE. 


KssAi  SUR  LE  Calcul  des  Quaternions  de  M.  W,  Na- 
MiLTO.N  ;  par  M.  Allcgret,  docteur  es  sciences  de  la 
Faculté  de  Paris.  In- 4  de  viii-j2  pages.  Paris,  Leiber, 
1862. 

M.  W.  Hamilton  nomme  qualernions  des  expressions 
de  la  foiinc 

a  ■+-  hi  -f-  (j  -f-  (If- , 

f>ù  rt,   />,  c,  r/  sont  des  quanti  lés  quelconques  et  /,  y,  /> 
des  symboles  définis  ))ar  les  égalités  suivantes  : 

r  =f=i^=z-i,     jk  --=  -  AJ  =  ,, 
Ai  =  —  lA  —  j,      ij  —  —ji  —  /. 

Si  Ton  opère  sur  ces  quantités  comme  sur  des  quantités 
réelles,  en  ayant  égard  aux  conventions  précédentes,  on 
arrive,  en  comparant  les  résultats  aux  opéiations  indi- 
quées, à  des  identités  qui  constituent  autant  de  théorèmes. 
Ces  théorèmes  seraient  demeurés  stériles,  si  Pauteur  n'a- 
vait donné  aux  symboles  crées  par  lui  une  représentation 
géométrique,  comme  Mourey  l'avait  déjà  fait  pour  les 
symboles  dits  imaginaires.  On  [k-uI  regarder  (t-tte  ma- 
nière de  procéder  comme  assez  peu  logique,  ainsi  que 
l'a  remarqué  M.  HellaNitis;  car  inventei-  des  expressions 
(pii  par  elles-mêmes  n'offrent  aucun  sens  à  lespiit.  et 
chercher  ensuite  à  leur  eji  donnei-  un  par  ce  (jue  1  on 
appelle  une  interpiclatioii  gcomcirique,  n'est-ce  pas 
comme  si,  après  avoir  construit  une  belle  phrase,  on 
cherchait  quelle  pensée  on  pouriait  bien  y  mettre?  {)iun 
qu'il    en   soit.   M.    Allegret   a    voulu,   dans    ce   qu'il    in- 
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titule  modeslemenl  un  essai,  faire  connailre  une  mé- 
thode que  recommande  le  grand  nom  de  M.  Harailton. 
Sa  thèse  se  divise  en  trois  pariies.  La  première  contient 
l'exposition  des  règles  du  calcul  des  quaternions.  La  se- 
conde, dans  laquelle  se  trouve  I  interprétation  géométrique 
des  symboles  employés,  est  terminée  par  l'examen  d'un 
grand  nombre  d'identités  utiles  à  connaître  à  cause  de 
leur  emploi  fréquent  daus  toute  l'analyse.  Enfin  la  troi- 
sième section  est  consacrée  aux  applications  du  nouveau 
calcul  à  quelques  points  de  la  théorie  générale  des  lignes 
et  des  surfaces  courbes. 

Le  calcul  de  AL  Hamilton  est  exposé  par  M.  Allcgrei 
avec  autant  de  clarté  que  le  sujet  le  comporte.  L'auteur, 
familiarisé  par  un  long  usage  avec  les  procédés  de  ce  cal- 
cul, s'en  exagère  peut-être  la  facilité.  «  Nous  retrouvons 
ainsi,  dit-il  à  la  page  45,  comme  on  voit,  presque  immé- 
diat en  leiit,  les  principales  formules  de  la  Trigonométrie 
sphérique.  »  Ce  presque  iiumédiatenient  \'\ent  adirés  qua- 
rante-quatre pages  d'explications  préliminaires.  Nous  ne 
savons  pas  ce  que  Taveiiir  réserve  à  l'analyse  quater- 
nionne,  mais  nous  croyons  que  les  deux  Trigonométries 
n'ont  rien  à  gagner  à  son  emploi.  S'il  peut  y  avoir  de 
l'avantage  à  traiter  un  sujet  connu  par  une  nouvelle 
méthode,  c'est  lorsque  cette  méthode  est  de  nature  à  jeter 
du  jour  sur  la  question.  Or.  la  Trigonométrie  servirait 
plutôt  à  éclairer  les  quaternions,  que  les  quaternions  ne 
serviraient  à  éclairer  la  Trigonométrie.  P. 


(  :5  ;',,-.  ) 
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657.    Théorème.  —  Si  l'équation 

Ax'"-f-  B.i'"-'  -h.  .  . 
-h  n.i/'  H-  V.xP-'  -f-  F-rA--'  -I-  Gx/--'  -1-  .  .  .  +  u  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles,  les  coeflicienis  D,  E,  F,  G  rie 
quatre  ternies  ronséciilifs  vérifient  l'inégalité 

f      (i)  (I)G—  KF)^  — 4,E'  — DFWF'— F,G)<o. 

Corollaire  J.  — Quand  la  relation  (i)  n'est  pas  véri- 
fiée, l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

Corollaire  11.  —  Si,  entre  les  coefllcients  E,  F,  G  qui 
suivent  iramédialenient  un  coeilicient  nul,  on  a  la  rela- 
tion 

4  Efr  —  3  F^  =  o, 

l'équation  a  des  racines  irtiaginaires. 

Corollaire  111.  —  11  en  est  de  même  si  l'on  a 
ÎDF— 3F/^o, 

D,  E,  F  étant  trois  coedicienls  qui  pic'-cèJeiil  iniiiiédiale- 
ment  un  coeflicicnt  nul. 

Corollaire  If.  —  Si  E  =  o  et  ffue  D,  F,  (V  satisfassent 
n  la  condition 

D  ;i)G'H-  4  F  )5o, 

I  équation  a  des  racines  imaginaires. 
Corollaire  f  .  —  Il  en  est  de  même  si 

F=ro,     G(l)'G-f-4F.';?o. 

y"  (('.\TAI.A>    ) 
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638.  La  développauUî  d'un  cercle  est  la  route  (jue  suit  le 
pôle  d'une  spirale  logarithmique   roulant  sur  un  autre 
cercle. 

659.  La  caustique  par  réflexion  de  la  développante  d'un 
cercle  pour  des  rayons  émanés  du  centre  est  une  déve- 
loppée de  la  spirale  d'Archimède. 

660.  La  courbe  réciproque  de  la  développante  d'un 
cercle  pour  des  rayons  émanés  du  centre  est  une  spirale 
tractrice.  (On  appelle  ainsi  la  courbe  qui,  en  coordon- 
nées polaires,  a  une  tangente  constante.) 

661.  La  spirale  tractrice  est  la  trajectoire  que  suit  le 
pôle  d'une  spirale  hyperbolique  roulant  sur  elle-même, 
en  partant  de  la  coïncidence  des  deux  pôles. 

Note.  —  Ces  quatre  dernières  questions  sont  propo- 
sées par  M.  Haton  de  la  Goupillière. 

662.  2 S  étant  l'aire  d'un  quadrilatère  sphérique  in- 
scrit: «,  Z»,  c,  ci  les  côtés;  ip  le  périmètre  :  on  a 


p — a    .    p  —  h    .    p -^  c   .     p — d 
sm sjn sm sm 


a         b         c         d 
ces  —  cos  -  cos  -  ces  - 

2  2  3 


(Grukert.) 

663.  Les  points  milieux  des  vingt-huit  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  centres  des  huit  sphères  in- 
scrites dans  un  tétraèdre  quelconque,  sont  sur  une  même 
surface  du  troisième  ordre  qui  contient  toutes  les  arêtes 
du  tétraèdre.  (E.  Beltrami.) 


(  ^-7  ) 


SOLITIOX  M   LA  QIESTION  642  (CATALA!^); 

Pau    mm.    C.    GEOFFROY    et    L.    L'HUILIER, 
Elèves  du  lycée  de  Nancy. 


Discuter  la  fonction 

f  I  -h  J:  H-  j:'  -I-  .  .  .  -<r  X")* 

I  -4-  .r'  4-  .7-'  4-  .     .  -j-  x"' 

En  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  y,  on  trouve  Véquatioii 

I  -+-  x'^  -\-  x^  -h  .  .  . -\-  .?•■"  —  (  «  +  I  )a.-"  =:  o; 

trouver  les  racines  réelles  de  cette  équation. 

X  étant  supposé  compris  entre  -\-  i  et  —  i ,  développer 
y  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x. 

r.a  foiiclion  y  .se  met  sous  la  forme 

X  -h  I    x"-^' I 


et  sa  dérivée 

('-+--^)    [i-i-.r=+ .r«-4-.  •  .-h-r-^"  —  f"-M>"J 
■^   —^    i-.r  (x"-^'-t-i)' 

Je  discuterai  d'abord  la  dérivée  en  supposant  successive- 
ment n  pair  et  n  impair. 
Soit 

N  =  I  -h  .r^  +  X*  -h  .  .  .  -f-  .r^"  —  (  /i  -h  I  )  x\ 

i"  Dans  le  cas  de  n  i)air,  l'équation  N  =  o  admet  les 
racines  -h  i  et  —  i  :  elle  les  admet  chacune  deux  fois; 
car  -+- 1  et  — i  rendent  nulle  la  dérivée  de  IS  ;  mais  clic 
ne  les  admet  pas  plus  de  deux  fois,  car  récjuaiion  IS  :=  <• 
n'a  que  deux  variations. 

Afin,  de  Mathrnuit. ,   ^^  sorit^  l.  Il    (  Am'il  ibtVt.)  22 


(  :m  ) 

N 
cp(x)  désieiiaiil  le  quolicnt  r— -^  on  donne 

^  ^      '  °  ^  (I  — x)-  (l  +  Xj' 

à  la  dérivée  la  forme 

,_        i  -t-  .r  (i  —  xY   (i  +.r)=<p(j:) (i— j)  (i+x)3(^(j7)_ 

(n  +  i)  est  impair,  donc  (a;"+'4-i)^  est  divisible  par 
(x  -+-  i)",  ety'  est  nul  pour  a:  =  i  et  a:  =  —  i. 

2°  Quand  n  est  impair,  l'équation  N  =  o  n'admet  plus 
la  racine  —  i  ^  mais  comme  (a:"+^  +  i)  nest  plus  divisible 
par  (jc-l-i),  on  est  encore  conduit  à  ce  résultat,  que 
}  '  est  nul  pour  x  =  ±i. 

Cela  posé,  on  voit  que,  pour  x  =  o,  )  est  égal  à  i ,  et  >  ' 
est  positif  et  égal  à  2.  j  va  donc  en  croissant  jusqu'à 
son  maximum  {n-{-  i)  qui  correspond  à  la  racine  x=i 
de  la  dérivée j''.  La  dérivée  devient  alors  négative,  et  ) 
diminue  en  tendant  vers  l'unité.  Du  côté  des  x  négatifs, 
j'"  diminue  d'abord,  passe  par  un  minimum  correspondant 
à  X  =:  —  I  et  augmente  ensuite  en  tendant  vers  l'unité. 

On  peut  remarquer  que  les  valeurs  dey  correspondant 
à  deux  valeurs  de  x  égales  et  de  signes  contraires  sont 
inverses  Tune  de  l'autre  quand  n  est  impair. 

Dé^'eloppcment  de  y  en  série,  y  se  développe  en 
série  par  suite  des  transformations  suivantes  : 

y  == =  I  H- 


(^— l)(^"+'-f 

') 

ixi  \  -\-  X  -i-  .   . 

.  +  ."-'] 

,r"+'  -t- 

I 

.  —  1 ,  on  a 

Quand  x  est  compris  entre  i  et 

\ =  I  —  .r"+'-f- jrn''+'^  _  .r^("+')  -h.  .  .  , 

donc 


(  ^''•h  ) 

Note.  —  La  intime  qucslion  a  été  résolue  par  M.  Pel- 
leiereau,  élèvo  du  lycée  de  Poitiers,  et  par  M.  de  Virieii. 


SIR  LE  CERCLE  RES  NEIF  lUIlXTS-, 

Par   m.   John  GRIFFITHS, 

Jésus  collège,  Oxfurd. 


Si  nous  considérons  les  trois  cercles  suivants  :  i°  le 
cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  ABC,  2"  le  cercle 
circonscrit  au  même  triangle,  et  3"  le  corcle  par  rapport 
auquel  chaque  sommet  A,  B,  C  est  le  pôle  du  côté  opposé, 
nous  trouverons  que  leurs  circonférences  se  coupent  toutes 
les  trois  aux  deux  mêmes  points,  réels  ou  imaginaires. 

En  ellet,  soient  a  =  o,  o  --=  o,  y  =  o  les  équations 
des  côtés  CB,  AC,  BA,  on  sait  que  les  équations  des 
trois  cercles  seront  respectivement 


M) 


I  i:  =  a'  sin  2  A  -f-  ^'  sin  9.  B  -f-  7^  sin  ?.  C 

(  — 2  (ji'/sin  A-f-7xsinB-|-x^sinC)=  o, 

(2)  S  =  p7  sin  A  H-  yx  sin  B  +  ap  sin  C  =  o , 

(3)  S'=r.  y.-  sinzA-h  p's\niB-i-  7'sin?.  C  =  o. 

Il  en  résulte  que 

z  =  vS'  —  îS; 

il'où  Ton  voit  (|ue  les  circonférences  2,  S'  et  S  se  coupent 
aux  deux  mêmes  points. 

Pour  obtenir  1  éc[uation  de  la  ligne  passant  p.ir  ces  deux 
points,  nous  avons 

S'  +  o  S  =  y.'  sin  2  A  -r  p'  sin  2  B  -f-  7'  sin  2  C 

-+-  2(p7  sin  A  -f-  7a  sinB  -H  a^sinC) 
=^  2(^sin  A-f-psinB  +  7sinCi  (x  rosA-t-^'  osB-f-7»os(;  , 


(  34o  ) 

parce  que 

A  +  B  4-  C  =  7T. 

Donc 

(4)  y.  cosA -I- pcosB -I- 7  cosC  =  o 

est  l'équatiou  cherchée. 

Remarques. 

1°  Le  pôle  de  l'axe  radical  (4)  par  rapport  au  cercle  S' 
est  donné  par  les  équations 

a  sin  A  =  ^  sin  B  =  7  sin  C , 

cVst-à-dire  que  le  pôle  se  confond  avec  le  centre  de  gra- 
vité de  l'aire  ABC. 

2°   L'équation    2  =  o    peut   prendre   les   formes  sui- 
vantes : 

y.['jL  sinAcosA  —  (^  sinC  -+-7  sinBiJ 

+  (p  sinB  —  7  sinC)(^  cosB  —  7  cosC)  =  o, 

[i[jî  sinB  cosB  —  (7  sin  A  +  a  sinC)] 

-h  (7  sinC  —  a  sin  A)  (7  cosC  —  a  ces  A)  =  o, 

7  [7  sin  Ccos  C  —  (asinB-f-  p  sin  A)] 

-f-  (a  sin  A  —  p  sin  B)  (a  cos  A  —  ^  cosB)  =:  o. 

Note  du  Rédacteur.  —  Quand  les  trois  angles  A,  B,  C  sont 
aigus,  le  rayon  de  la  circonférence  S',  conjuguée  au  triangle  ABC, 
est  imaginaire,  et  il  en  est  de  même  des  deux  points  communs 
aux  circonférences  2;,  S,  S'.  —  Si  l'un  des  angles  A,  B,  C,  par 
exemple  A,  est  obtus,  le  cercle  S'  est  réel;  il  a  pour  centre  le 
point  de  rencontre  H  des  trois  hauteurs  AD,  BE,  CF  du 
triangle  ABC,  et  pour  rayon  une  moyenne  géométrique  entre 
HA  et  HD.  Dans  ce  cas,  il  est  évident  que  les  circonférences  S, 
S'  se  coupent  en  deux  points  réels.  —  Lorsque  le  triangle  ABC 
est  rectangle,  le  rayon  de  S'  est  nul;  les  deux  points  communs 
coïncident  en  un  seul  qui  est  le  sommet  de  l'angle  droit.        G. 
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SUR  LÉQ14TI0N  Dl  QlATRIËMt  \)m\ï, 

Par   m.   E.   CATALAN. 


Dans  l'un  des  derniers  numéros  du  Journal  de  Ma- 
thématiques, M.  Schlômilch  ramène  la  résolution  de  l'é- 
quation 

.r*  -j-  ax'  -t-  bx^  -i-cx  -\-  H  =.  o, 

à  la  résolution  d'une  équation  réciproque.  La  méthode 
m  suivante,  qui  ne  diffère  pas  de  celle  de  Descartes  (*),  me 
parait  préférable,  sous  le  rapport  de  la  simplicité,  non- 
seulement  à  celle  de  M.  Schlumilch,  mais  encore  à  tous 
les  procédés  connus. 

I.   Pour  résoudre  l'équation 

(  I  )  X*  -f-  A  t'  H-  B  .r  -h  C  =  i) , 

mt      à  coefGcienls  réels,  posons 

.r'  +  Ax^  -I-  B  X  -h  C  =  (.'--  +  px  -+-  (j  )  (r-  —  p.r  -I-  q'  )  ; 

nous  devrons  trouver,  pour  les  inconnues  p,  g,  q' .  au 
moins  un  sjsième  de  valeurs  réelles. 

En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  .r, 
dans  les  deux  membres,  nous  obtenons 

q'^rq  =  ^^P\       q'  —  ,j  =  -.       r/q'  =  C;  '^ 

puis,  en  éliminant  q  et  q' , 

[1)  (A-h/.'!'-^[=4C. 


(")  Serret,  Cours  d'Alfièbic  mpèi iciiie,  2'  i-ilitioii,  p.   3\: 


(  M^  ) 

Soit 

(3)  A  +  z^'^v'  +  V  =~; 
l'équation  (2)  devient 

(4)  3^  — A::^  — 4Cc  -(B'  — 4AC)=o. 

Telle  est  la  réduite  de  l'équation  (i). 

II.   D'après  la  relation  (3),  réquation  (4)  a  au  moins 
une  racine  plus  grande  que  A  [*).  Si  l'on  désigne  par  y 


cette  r< 

ICI  ne,  on 

trouve 

1  y^  =  v'v-A, 

\n'--(i^     ^    A 

(5) 

'  '  A'   sj,-^) 

I  /                B       \ 

'        A'        V7-AJ 

etc. 

III. 

L'équation 

.r*  -1-  .r^  H-  8.r  —  1 5  =  0 

a  pour 

réduite 

z'  —  z^  -t-  60  z  —  !  24  =  0 

Celle-ci  donne  y  =  2.  Donc 

/>  =  ',     7' =  5,     7  =—3; 
et  enfin 

.r'  -+-a;'-f-  8j: — i5  =  (a-^-h  jt—  3)(x2  —  .rH- 5). 

IV.  Remarque.  —  Lorsque  la  réduite  (4)  a  ses  trois 
racines  réelles  et  plus  grandes  que  A,  la  proposée  (i)  a 
toutes    ses   racines   réelles.   Mais   alors  les   formules  de 

(*)  On  reconnaît  aisément  qu'elle  en  a  un  nombre  impair. 
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Cardai)  (*)  deviennent  illusoires,  el  les  valeurs  de  ft,  <y, 
q'  ne  peuvent  être  exprimées  sous  ("orme  réelle  en  fonc- 
tion des  coefOcients  A,  B,  C.  11  en  est  de  même  si  la  ré- 
duite a  ses  racines  réelles,  mais  non  supérieures,  touti-s 
trois,  à  A.  C'est  donc  seulement  quand  l'équation  (4)  a 
une  seule  racine  réelle  que  les  formules  de  Cardan  peu- 
vent être  appliquées  ulilcment  à  la  résfiliilîon  de  l'équa- 
tion (i)  (**)•  Ce  cas  est  celui  où  les  coeflicienls  A,  B,  C 
satisfont  à  la  condition 

—  ir)(A'  — 4c:i'C  +  4ab'(a=—  36c  i-f  ?.7B'>o. 
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I10\T  l    Mil.  |i    *9I  j; 

Par  u\  abonné. 


Lorsque  f)lasieurs  surface:  du  second  ordre.  2  sont 
circonscrites  à  une  surface  du  viênie  ordre  S,  tout  plan 
cyclique  de  S  coupe  les  surfaces  S  suivant  des  coniques 
dont  les  focales  passent  toutes  par  deux  mêmes  points^ 
qui  sont  réels  ou  imaginaires  suivant  que  le  cercle  d\'n- 
terscciion  de  S  et  du  plan  considère  est  imaginaire  ou 
réel.  (Gros.) 

En  prenant  pour  origine  le  centre  d'un  cercle  tracé  sur 
la  surface  S,  pour  plan  des  xy  le  plan  de  ce  cercle,  et 
pour  plan  des  xz  le  plan  principal   perpendiculaire  aux 


(*)  Ou  plutôt  de  Tartaplia.  Voye  la  sayanle  Notice  insérée,  par  lo  rc- 
f;reltal)lc  M.  Terquoin,  au  lomo  \\  d<*s  ?iouvrllri  Annules. 

(**;  Je  mois  de  rOtc,  bien   ontundii,  le  cas   «ù   r«-(|iin(ii<ii    i    aurait  dfn 
rariiics  égales. 


(  Hi  ) 

plans  cycliques,  l'équation  de  cette  surface  S  est 

•^'H-j'-f-Ac'-|-2Bj::H-2C3-|-D  =  o. 

Par  suite,  la  surface  2  est  représentée  par  l'équation 

■^'+J^4-Ac-+2Bx3-l-2Cz-|-D-|->  (ax-f-  pr-h-7Z  +  o)'=o; 

la  section  g,  de  cette  surface  par  le  plan  des  xy^  a  pour 
équation 

■r'  -{-  J^-\-  D  -i-  l[a.X  -\-  Pf  -h  Sy  =  O. 

Si  Ton  prend  sur  Taxe  Oz  deux  points  F  et  F',  dont 
les  z  soient  ±  v  D?  ia  distance  de  l'un  de  ces  points  à  un 
point  quelconque  de  la  courbe  a  est  une  fonction  ration- 
nelle de  .r  et  de  y.  donc  la  focale  de  cette  courbe  passe 
par  les  points  F  et  F'. 

Le  cône  circonscrit  à  S  ayant  son  sommet  en  F  est  de 
révolution,  puisque  son  sommet  est  situé  sur  la  focale  de 
sa  base.  On  voit  par  là  que  si  le  cercle  se  déplace  parallèle- 
ment à  lui-même,  les  points  F  et  F'  décrivent  le  lieu  des 
sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits  à  la  sur- 
face S.  On  sait  que  ce  lieu  est  une  conique  houiofocale  à 
la  section  C  de  la  surface  S  par  le  plan  principal  perpen- 
diculaire aux  plans  cycliques. 

La  courbe  C  rencontre  l'axe  des  x  en  deux  points  E 
et  E'  dont  lésa:  sont±  V —  D,  parconséquenl  les  poiutsF 
et  F'  sont  réels  quand  les  points  E  et  E'  sont  imaginaires, 
et  inversement. 

Si  l'on  prend  sur  l'axe  Ox  deux  points  e,  e'  dont  les  x 
soient  dz  y  D?  ces  points  appartiennent  à  la  courbe  supplé- 
mentaire (*)  de  C  relativement  à  la  direction  Ox.  On 

{")  M.  Poncelet  a  appelé  coniques  supplémentaires,  rclalivenienl  à  la  di- 
rection O^,  les  coniques  représentées  par  les  équations 

*   /-l î  *    n ^ 

.K^— ya— :i      et    r  =  -  y-*^       "' j 
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voit  par  là  que  la  courbe  des  points  F  et  F'  s'obtient  en 
faisant  tourner  la  corde  ee'.  de  90  degrés,  d'où  Ton  conclut 
qu'étant  données  deux  coniques  supplémentaires  lelalive- 
menl  à  une  direction  quelconque,  si  l'on  fait  tourncrd'un 
angle  droit  les  ordonnées  de  l'une  on  obtient  une  courbe 
bomofocale  à  l'autre. 

Note  du  Rédacteur.  — MM.  Creniona  et  Combescure 
nous  ont  envoyé  des  démonstrations  du  même  théorème, 
très-ingénieuses,  mais  un  peu  détournées  :  nous  avons 
préféré  la  précédente,  qui  est  plus  directe.  En  1860, 
M.  Chasles,  dans  ses  Leçons  sur  les  courbes  honiojbcaies, 
a  démontré  le  théorème  suivant  :  Tous  les  cônes  de  ré- 
volution de  même  somrneL  ont  pour  bases,  sur  un  plan 
{Quelconque,  des  coniques  qui  ont  toutes  un  double  con- 
tact avec  un  même  cercle  imaginaire. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  proposition  qui  fait  le  sujet 
de  cet  article  n'est  que  la  réciproque  de  ce  théorème;  en 
effet,  les  surfaces  2  étant  circonscrites  à  la  surface  S,  les 
sections  des  surfaces  2  par  un  plan  quelconque  ont  un 
double  contact  avec  la  section  de  la  surface  S  par  le  même 
plan. 


telles,  que  le  rapport  des  ordonnées  correspondant  à  une  mémo  abscisse 
est  y/—  I. 
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THËOREMË 

Démontré  par  M.   Emile  DUPUY, 
Elève  de  M.  V.  H.,  à  la  pension  de  LafiloTie. 


Etant  donné  un  cercle  dont  le  centre  est  O  et  le. 
rayon  R,  on  prend  sur  un  diamètre  COD  la  distance  OQ 
égale  au  côté  du  carré  inscrit^  et,  par  le  point  Q,  on 
conduit  une  sécante  quelconque  QAB,  rencontrant  la 
circonférence  aux  points  A,  B.  Puis,  aux  points  A,  B,  on 
élèi^e  à  la  sécante  des  perpendiculaires ,  et  on  projette  le 
centre  O  sur  ces  perpendiculaires,  en  M  et  N  :  le  lieu 
géométrique  de  ces  projections  est  une  ligne  telle,  que  le 
produit  des  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux 
points  Jîxes  est  constant. 

Soit 

OQ'  =  OQ  =  R  \  2 , 

et  soient  F  et  F' les  milieux  de  OQ  ei  de  OQ'5  je  dis  tjue 
les  points  fixes  F,  F'  sont  tels,  que  le  produit  MF  X  MF' 
est  constant. 

En  effet,  les  triangles  QOM,  Q'OM  donnent,  d'après 
un  théorème  connu, 


0M=  +  MQ=  =  2  MF'  -+-  20F% 

OM^  4-  MQ'2  =  2  MF'^  4-  2  0F'=. 

D'où 

• 

(') 

2MF2  =  OyV  -+■  MQ^  —  2  0F% 

(2) 

2MF'=r=i  OM-  +  MQ'=—  20F'= 

Mais 

20F'=  '?.OV"  =  R' 


(  :^/c  ) 

D'ailleurs, 

MQ-  =  AM'  H-  AQ-  =  R'  —  O.M'  -f-  AQ-  ; 

substituant  dans  l'égalité  (i),  il  vient 

2MF'=  AQ'. 
On  a  de  même 

2MF'=  =  BQ^ 
Par  suite 

2MF  X  MF'  —  QA  X  QB  =  R', 
d'où 

R- 

MF  X  MF'  =  —  >  fiuantité  conslantc. 


NOTE  SIR  l\E  PUOFRIETE  DES  COIRBES  PLAIDES. 

irAPUÉs  }\.  miMEiniAivs: 


Par  un   ABONNE. 


M.  Tiuimernoans  a  donné  dans  les  Mémoires  de  lu 
Société  des  sciences  de  Lille  (182^-1828)  une  propriété 
curieuse  des  courbes  planes.  Comme  ce  recueil  n'a 
qu'une  publicité  restreinte,  il  est  probable  que  peu  de 
personnes  connaissent  le  théorème  de  iM.  Timmermans, 
el  il  sera  sans  doute  agréable  aux  lecteurs  des  J\ouiv/les 
Annales  de  le  trouver  ici . 

Théorème.  —  En  un  point,  (/{lelconque  M  d  une  couibe 
plane  soient  construits  le  rayon  de  courbure  R,  de  cette 
courbe  et  les  rayons  de  courbure  Rj,  R3,.  .  . .  des  déve- 
loppées successives  à  l' infini.  Il  existe  sur  le  plan  de  lu 
courbe  un  point  unique  O  tel  que,  si  de  ce  point  on 
abaisse:    i"  une  perpendiculaire  (VF  sur  la  tani^cnti  . 
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2"  une  perpendiculaire  ON  sur  la  normale,  on  aura 

OT  =  R,  — R^-^Rs—  .  .  ., 
ON  =  R,  —  R,  4-  R,  —  .  .  . , 

c  est-à-dire  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  la 
tangente  en  un  point  quelconque  est  égale  à  la  somme 
des  rayons  de  courbure  successifs  d'ordre  impair  relatifs 
à  ce  point,  ces  rayons  pris  a^^ec  des  signes  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  ;  et  la  perpendiculaire  abaissée 
sur  la  normale  est  égale  à  la  somme  des  rayons  de  cour- 
bure d'ordre  pair,  pris  aussi  avec  des  signes  alternatifs. 

Démonstration .  —  Supposons  la  courbe  rapportée  à  sa 
normale  et  à  sa  langenle  en  un  premier  point  fixe  A;  et 


soit  M  un  point  variable  dont  les  coordonnées  sont  JC  ely. 
En  appelant  'ù  l'angle  que  la  tangente  en  M  fait  avec  l'axe 
des  X,  et  s  l'arc  de  courbe,  on  a 

dx  =  ces  &j .  ds,      dy  =  sin  w .  ds. 

D'ailleurs,  à  tout  élément  de  courbe  on  peut  substituer 
l'élément   du   cercle  de   courbure;   ainsi,  en  appelant  £ 

l  angle  de  la  normale  avec  le  même  axe  I  de  sorte  que 

w  -h  £  =  -  ),  on  a  ds  =  T{idî.,  et  les  relations  ci-dessus 
deviennent 

(fx  =  —  R,  coswr/w,      dy=  — R|Sinw(fw. 


(  M9  ) 

De  plus,  la  lluloiiii  des  développées  donnani  (iiir  l'ac- 
eroissement  difïérentiel  du  rayon  de  courbure  est  ('-i^al  à 
l'are  élémeulaire  de  la  développée,  si  on  représente  par  ,v, 
l'aie  de  la  première  développée,  on  a 

r/R.,  =  dSi , 
el  comme  rls^z^z  R^de  ou   = — R,r/w.  on  a  linalemenl 

et  de  même 

r/R^  -=  —  Rj^/w, 


H  Cela  posé,  calculons  la  valeur  de  x  en  intégrant  par 
parties  celle  de  dx-^  il  vient  d'abord  pour  l'intégrale  indé- 
finie 

.r  ^  const  —  R,sin&) —  |  Risinw^/w 

H-RjCOSwH-  1   R3Cosw<'/w 

-hRjsiuw-h  I  Rjsinwt/ûJ 


formule  qu'il  faut  lire  en  remplaçant  successivement 
l'intégrale  de  chaque  ligne  par  les  deux  termes  placés 
au-dessous  d'elle  dans  la  ligne  suivante.  Supposons  l'in- 
tégration par  parties  prolongée  indéfiniment  et  prenons 

à  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  oj  =  ^>  ce  qui  répond 


•2 


au  point  A  de  la  figure.  Si  nous  représentons  par  r,,  r, . 
/'a, .  .  . ,  les  rayons  successifs  relatifs  à  ce  point,  il  viendra 

jr  =  (R.^_Rj4-  R,  _  .    .)cosw  — (R,  —  R,  H-  R^ —  .  .  .)i>inr.> 
-\-{n  —  r..  —  r.—  .  .  .), 
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ou  bien,  en  représentant  par  SR^  la  summe  des  rayons 
d'ordre  pair  pris  alternativement  avec  les  signes  -h  et  —  i, 
et  par  SR,  la  somme  des  rayons  impairs  pris  aussi  alter- 
nativement avec  les  signes  -+-  et  — , 

j:  =  (2;R/,)cosw—  (sR,)sinw4-  (2:r,). 

On  trouvera  de  la  même  manière 

Y  =  (2:R/,)sinw-t-  (SR,)  cosco  —  Ir^. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  sommes  relatives 
au  point  A  aient  des  valeurs  finies^  transportons  l'origine 
au  point  dont  les  coordonnées  sont 

x,  =  iln),     j,  =  —  [lr,,); 

puis,  par  cette  nouvelle  origine,  menons  deux  nouveaux 
axes  rectangulaires  OX'  et  Ol  '  respectivement  parallèles 
à  la  normale  et  à  la  tangente  en  M,  c'est-à-dire  dont  la 
situation  soit  représentée  par  une  rotation  des   anciens 

axes  égale  à ro,  effectuée  dans  le  sens  de  -+■  x  a  — y 

(pour  que  le  nouvel  axe  des  x  soit  la  normale  en  M)  ;  les 
formules  connues  donneront  les  relations  suivantes  : 

.X  =  Y  ces  oj  -f-  X  shi  w  H-  I  r, , 
j>'  =  Y  sin  w  —  X  cos &>  —  Irp. 

Or,  si  on  applique  ces  formules  aux  coordonnées  du 
point  M  trouvées  ci-dessus  par  l'intégration,  on  trouvera 
pour  ce  point 

X=-(SR,),     Y={zRp), 

ce  qui  constitue  précisément  le  résultat  énoncé  au 
théorème. 

Nota. — Il  arrivera  dans  certaines  courbes  que  ce  point 
dont  nous  venons  d'établir  l'existence,  et  que  M.  Tim- 
raermans  appelle  pôle  de  la  couibe^  sera  situé  à  l'infini. 
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Analyse  d'un  Mémoire  de  M.  Sella,  présenté  à  rAcadémie  des  Sciences 
de  Turin,  le  7  avril  1862-, 

Par  m.   DEWULF, 

Capitaine  du  génie,  à  Bougie. 


Ce  Mémoire  a  pour  objet  une  nouvelle  étude  du  frot- 
tement. M.  Quintino  Sella  commence  par  passer  en  revue 
les  diverses  études  et  expériences  faites  jusqu'à  ce  jour 
sur  le  frottement. 

Les  expériences  faites  au  xvii'^  siècle  par  Amontons  ôni 
conduit  à  la  loi  do  l'inch-pendance  du  frottement  de  Té- 
tendue  des  suifaces  de  contact. 

En  1781,  Coulomb  a  fait  des  expériences  très-connues 
d'où  il  a  conclu  que  le  frottement  est:  i^  proportionnel 
à  la  pression;  2"  indépendant  de  l'étendue  de  contact; 
'.\'^  presque  toujour-s  indépendant  de  la  vitesse  du  mouve- 
ment. 

De  i83i  à  i834)  le  général  Morin  a  fait  une  longue 
série  d'expériences  suivant  une  méthode  analogue  à  celle 
de  Coulomb.  Ces  expériences  ont  confirmé  les  deux  pre- 
mières lois  de  Coulond)  et  établi  l'indépendance  du  frot- 
tement de  la  vitesse  du  mouvement. 

Les  lois  de  Coulomb  ont  depuis  été  admises  sans  con- 
testation dans  tous  les  Traités  deM<''caniquc;  ceiiendanl  les 
praticiens  n'ont  pas  confiance  dans  la  rigueur  de  ces  prin- 
cipes. Ainsi  les  ingénieurs  savent  «pie  les  freins  qui  suf- 
(isent  pour  régulariser  le  mouvement  d  un  convoi  mar- 
fhani  avec  la  vitesse  ordinaire,  ne  yjeuvenl  arrêter  laccé- 
lération  quand  la  vitesse  acquise  a  dépassé  certaines 
limites. 
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Poirée  et  Bochet  ont  fait  une  série  d'expériences  sur  les 
chemins  de  fer  au  moyen  d'un  dynamomètre.  Ils  atta- 
chaient à  une  locomotive  un  wagon  dont  les  roues  avaient 
été  fixées  de  manière  à  glisser  sur  les  rails  sans  tourner, 
ou  dont  les  roues  avaient  été  munies  de  patins.  De  ces 
expériences  Bochet  conclut  que:  i"  le  frottement  est  pro- 
portionnel à  la  pression;  2°  sensiblement  indépendant  de 
l'étendue  de  la  surface  de  contact  ;  3°  dépendant  de  la  vi- 
tesse. 

Enfin  Hirn  a  fait  des  expériences  pour  déterminer 
l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  Il  distingue  deux 
espèces  de  frottement,  le  frottement  immédiat  et  le  frot- 
tement médiat.  L'un  se  développe  quand  les  surfaces  des 
deux  corps  se  touchent  directement,  et  l'autre  quand  un 
corps  solide,  liquide  ou  gazeux,  est  interposé  entre  les 
deux  surfaces.  D'après  Hirn  le  frottement  immédiat  obéit 
aux  lois  de  Coulomb  5  mais  le  frottement  médiat  est  une 
fonction  compliquée  de  la  pression,  de  l'étendue  des  sur- 
faces de  contact  et  de  la  vitesse.  Il  ajoute  une  remarque 
très-importante,  c'est  qu'à  une  certaine  vitesse  l'air  vient 
s'interposer  entre  les  corps  frottants  et  diminuer  notable- 
ment le  frottement. 

Après  ces  considéralioiis  historiques,  M.  Quintino 
Sella  expose  ses  propres  recherches. 

Quand  deux  corps  frottent  l'un  sur  l'autre,  les  aspé- 
rités de  leurs  surfaces  font  que  des  parcelles  de  matière 
sont  arrachées  à  l'un  et  à  l'autre  corps,  et  l'attraction  des 
molécules  de  l'un  des  corps  sur  celles  de  l'autre,  dans  le 
voisinage  des  surfaces  de  contact,  donne  naissance  à  des 
mouvements  vibratoires.  En  d'autres  termes,  le  frotte- 
ment est  dû  à  une  destruction  réciproque  des  corps,  et  à 
des  vibrations  qui  naissent  dans  le  voisinage  des  surfaces 
de  contact.  L'état  des  surfaces  de  contact  doit  influer  sur- 
tout sur  la  destruction  réciproque  des  corps,  et  la  nature 
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intime  des  C()i[)s  inilue  surloul  sui- les  \ibralioiis.  Kn  sorte 
((ue  si  Ton  parvenait  à  éliminer  ou  à  réduire  infiniment 
Ja  destruction  mutuelle  des  corps,  le  frottement  serait  une 
fonction  de  l'élasticité  des  corps  entre  les(|mls  il  s'exerce. 

En  entendant  le  frottement  de  cette  manière,  on  ne 
voit  pas  comment  il  peut  êtie  indépendant  de  l'étendue 
des  surfaces  de  contact  et  de  la  vitesse,  et  simplement  pro- 
portionnel à  la  pression,  11  est  donc  très-important  d'étu- 
dier le  frottement  entre  des  limites  très-étendues  de  pres- 
sion, de  vitesse,  d'étendue  des  surfaces  de  contact  et  de 
durée  de  frottement,  de  fiire  varier  la  direction  du  frot- 
tement par  rapport  aux  corps  frottants  quand  l'élasticité 
de  ces  corps  n'est  pas  la  même  dans  lous  les  sens,  comme 
dans  les  cristaux. 

Les  méthodes  de  Coulomb,  Morin,  Poirée  et  Moclict  ne 
peuvent  être  employées-,  elles  peuvent  satisfaire  aux  be- 
soins de  la  m'écani([ue  appli(juée,  mais  non  aux  exigences 
de  la  pbysi(pie  moléculaire.  La  balance  de  Hirn  répon- 
drait en  partie  an  but,  mais  elle  n'est  pas  applicable  aux 
cristaux  et  elle  laisse  trop  d'iticerliludc  sur  la  distril)ution 
de  la  pression  entre  les  deux  corps  fi-ottanls. 

M.  Quintino  Sella  propose  deux  instruments  (ju  il 
nomme  ttypsomèlres  et  qui  sont  ftnidés  sur  les  principes 
suivants  : 

Si  Ton  place  un  corps  plan  sur  un  cylindre  louinanl,  le 
frottement  tendra  à  déplacer  le  cor[)S.  Si  ce  corps  est 
maiiilenu  par  un  ressort,  la  tension  de  «  iltii-ci  donnera 
la  mesure  du  frollement. 

Si  l'on  place  un  corps  SU!'  un  dis(jiu'  tournant  autour 
d'un  axe  vertical,  la  tension  du  ressort  (jui  empêche  le 
corps  frottant  de  suivre  le  mouvement  ilu  discjue  donne 
aussi  la  mesure  du  Irolteincnl. 

Avec  ces  liypsomètrcs  on  peut  étudier  le  frotu-menl 
entre  des  limites   irès-étendues  de   vitesse;  la  durée  i\ii 

Aiin.  df  Malhi'niiit.,  u'   sciii- ,  t     II.  (  Aoùl  iSdl    .  '3 
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froUement  peut  être  assez  grande  pour  que  les  surfaces  en 
contact  ne  conservent  plus  d'aspérités,  et,  au  moyen 
d'une  machine  pneumatique,  on  peut  faire  disparaître 
l'influence  de  l'air;  on  peut,  en  outre,  expérimenter  sur 
des  corps  de  petite  dimension,  comme  les  cristaux. 

Le  trypsomètre  à  cylindre  peut  servir  à  l'étude  des 
variations  du  frottement  dans  les  cristaux  quand  les  di- 
rections du  frottement  varient. 

Le  trypsomètre  à  disque  peut  servir  à  l'étude  des  va- 
riations du  frottement  avec  l'étendue  des  sui'faces  de 
contact. 

Le  trypsomètre  à  cylindre,  construit  par  Froment,  se 
compose  d'un  mouvement  d'horlogerie  qui  met  en  mou- 
vement deux  cvlindres,  dont  un  compteur  donne  la  vi- 
tesse. Sur  Tun  des  cylindres  ou  sur  les  deux  à  la  fois,  on 
place  des  corps  fixés  à  une  verge  dont  les  extrémités  sont 
attachées  à  l'une  des  extrémités  d'un  ressort, 'que  l'on  tend 
plus  ou  moins  au  moyen  d'une  vis  placée  à  son  autre 
extrémité.  Les  deux  cylindres  touiuent  en  sens  contraire. 
Quand  on  a  placé  un  corps  sur  chaque  cylindre,  la  ten- 
sion du  ressort  donne  la  différence  entre  les  deux  frotte- 
ments; ou  a  le  frottement  absolu  quand  un  seul  cylindre 
est  chargé. 

M.  Sella  et  M.  Tingénieur  Montefiore  ont  fait  quelques 
expériences  avec  ce  trypsomètre  et  ont  obtenu  les  résultats 
suivants  : 

1°  Pour  les  mêmes  corps,  le  frottement  varie  considé- 
rablement avec  l'état  des  surfaces  de  contact; 

2°  Ejitre  les  limites  de  vitesse  o™,oo  et  o'",5o  par 
seconde,  le  frottement  croît  avec  la  vitesse. 

Ce  résultat  est  en  contradiction  directe  avec  ceux  que 
l'on  a  obtenus  sur  les  chemins  de  fer.  Il  en  résulte  que 
pour  les  grandes  vitesses  des  chemins  de  fer  l'air  s'inter- 
pose entre  les  roues  et  les  freins,  ou  bien  (jue  le  frotte- 
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menl  est  une  fonction  de  la  vitesse  telle,  (jn  il  croit  avec 
la  vitesse  jusqu'à  un  certain  maximum  à  partir  duquel 
il  décroit  quand  la  vitesse  continue  à  croitie. 

3°  Le  frottement  varie  dans  les  cristaux  suivant  la  di- 
rection dans  laquelle  il  s'exerce. 

Pour  le  quartz,  par  exemple,  dans  les  limites  de  vitesse 
indiquées  ci-dessus,  le  frottement  parallèlement  à  l'axe 
cristallographique  de  symétrie  est  notamment  supérieur 
au  frottement  dirigé  ])erpendiculairenicnt  à  cet  axe. 

MM.  Sella  et  Monteûore  doivent  continuer  leurs  expé- 
riences. 


SOLITION  DE  LA  QIESTION  640; 

I>AR  M.   E.  BELÏRAMI. 


Soient  donnés  une  surface  du  second  degré ,  hi  sphère 
exceptée^  et  un  point  fixe^  lieu  d'un  spectateur ^  sous 
quel  angle  verra-t-il  la  surface? 

\  .  Soit 

(l)  cp(x,    J,  3)  ^  G 

l'équation  de  la  surface  du  second  degré  rapportée  à  trois 

axes  rectangulaires,  (jToi  ,?  o,    -o)   le  point   fixe,  lieu  du 

spectateur. 

Un   rayon    visuel   quelconque   est   représenté  par   les 

équations 

X  —  X,,         y  —Jo         -  —  -u 
{  9.  )  =  ■ =  =  F  ; 

X,  p,  V  déterminent  sa  direction,  p  la  position  d'un  <juel- 
conque  de  ses  points.  Substituant  dans  l'éfpiation  (i)  les 
valeurs  de  x,  y,  z  données  par  les  équations  (  2),  et  écri- 
vant (j5o   pour  'i«(.ro.  _}o,    ?o).  on    nbiirnl   l'équation  sui- 

23. 
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vante  : 


dZi,  dxo  dxa  dfo 


,    <•/©„    d-  (ù^  ,  ,      .  1        1  » 

OU  -—•,  -T-V'  •  •  •  '  représentent  ce  que  deviennent  les  de- 
rfjTo    d.vi  ^ 

.     ,       dif    d'^  (j,  j  , 

rivées  -y-i  -rr-'*  •    '  quand  on  y  remplace  x,  y,   z  par 

0*0,  }  05  ^0-  Cette  équation  donne  les  valeurs  de  p  répon- 
dant aux  deux  intersections  du  rayon  avec  la  surface; 
donc,  si  le  rayon  touche  la  surface,  ces  deux  valeurs  doi- 
vent être  égales,  c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir 

dr^  dyç,  dz^  J 


^■^0  djl  dz]  djodz, 

2vA  — '- h  ^Aa  ' 


dzodj^  '    dx^dfi, 

En  éliminant  de  cette  équation  ?.,  ^,  v  au  moyen  des 
équations  (2),  ou  aura  évidemment  l'équation  du  cône 
visuel.  Ainsi,  en  rapportant  ce  cône  à  trois  nouveaux 
axes  parallèles  aux  premiers  et  avec  l'origine  à  son  som- 
met, l'équalion  du  cône  visuel  sera  la  suivante 

(  3)     kx-  -\-  Bj^  +  Cz-  -f-  2Djz-h  2  Ezx  -^  iV  xzz=.  o. 
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dfa  dz^ 

dy,  dz,                    dz,   dx,           ^''  dz,  d.r. 

_  d^  d,f,        ^         d'  ^„ 

j)  __  "iT»  ;2I: 


r/.r^  dj„         "^    dx^dy^ 

Dans  l'équation  (3),  x,  j,  z  indiquent  des  coordon- 
nées relatives  aux  nouveaux  axes,  mais  j^oijo,  z^  sont 
toujours  les  coordonnées  du  point  fixe  par  rappoit  aux 
axes  primitifs. 

2.  Cherchons  maintenant  à  faire  disparaître  de  l'é- 
quation du  cône  les  termes  contenant  les  produits  des 
variables. 

Pour  cela  nous  rapporterons  le  cône  à  un  nouveau 
système  d'axes  rectan^ndaires  des  x\  y\  z'  ayant  même 
origine  que  le  système  précédent. 

L'équation  du  cône  se  trouvera  ramenée  à  la  forme 

(4)  «x"+67"H- f="=o. 

On  sait  que  «,  h^  c  sont  les  trois  racines  de  1  éipiaiion 
du  troisième  degré  en  X 

A  —  A         F  E 

F         h  —  l        D 
E  1)        <-  — >    , 

(jue  nous  désignerons,  pour  abréger,  par  û  =:  o  (*). 

3.  On  sait  également  que  l'équation  A  =  o  a  toujours 
ses  trois  racines  réelles.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  il  ini- 
portede  remarquer  (juc  ces  racines  ne  sauraient  être  toutes 
trois  de  même  signe,  sans  (jue  le  cône  visuel  cessât 
d'èire  réel.  Voulant  donc  laisser  de  côté  celte  hypothèse, 
nous  admettrons  que  l'une  de  ces  racines,  par  exemple  a, 


(")  Nous  sniiprimoiis  la  (IcMuiiistralioii  <|ii<.'  .M.  Itt-UiMiiii  (Ikiiiio  Je  ccUl- 
(iropriotc  bien  cuiiiiuc  ilo  roi(ualiiiii  A  —  o,  i|iii  ii'c^l  anlrv  ipic  rciiiialion 
"'Il  .«  lie  nos  Traités  fli'mcntairos.  I* 


(5) 
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soit  de  signe  contraire  aux  deux  autres.  On  peut  même 
supposer  que  a  soit  une  quantité  positive  5  car  si  elle  ne 
l'était  pas,  il  suffirait  de  changer  le  signe  de  chacune  des 
quantités  A,  B,  etc.,  ainsi  qu'il  est  évidemment  permis 
de  le  faire.  Nous  admettrons  donc  que  a  est  une  quan- 
tité positive,  i  et  c  deux  quantités  négatives.  D'après  ces 
hypothèses,  il  est  clair  que,  des  trois  axes  du  cône  vi- 
suel, celui  des  x'  lui  est  intérieur,  tandis  que  ceux  desj  ' 
et  des  z'  lui  sont  extérieurs.  Nous  ne  considérerons  de 
ce  cône  que  la  nappe  qui  s'étend  du  côté  des  x'  posi- 
tives. 

4.  Cela  posé,  concevons  la  surface  sphérique  dont  le 
centre  est  au  sommet  du  cône  et  dont  le  rayon  =  i.  Le 
cône  visuel  coupe  cette  surface  suivant  une  ellipse  sphé- 
rique dont  le  centre  intérieur  est  le  point  où  la  surface 
sphérique  est  percée  par  l'axe  positif  des  x' .  Nous  mesu- 
rerons l'angle  solide  du  cône  visuel  par  le  rapport  de  l'aire 
de  cette  ellipse  sphérique  à  l'aire  de  la  surface  totale  de 
la  sphère.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à  trouver  l'aire 
de  l'ellipse  sphérique. 

Eu  rapportant  les  points  de  la  surface  sphérique  à  un 
système  de  coordonnées  polaires,  par  les  formules  con- 
nues 

.r' =  cosa  cosG,     j' :=  sinx  cos6,     z' ^  sin§, 

l'équation  en  a,   c  de  l'ellipse  sphérique  est  la  suivante 
a  cos-a  cos-6  -f-  b  sin'a  cos^o  -+-  c  sin-6  =  o. 

La  quantité  —  c  tang^  o  étant  positive  par  hypothèse,  il 
en  est  de  même  de  acos^a  +  è  sin^a,  et  à  plus  forte  rai- 
son  de  a  cos^a  H-  h  sin^a  —  c;  on  peut  donc  mettre  l'é- 
quation précédente  sous  la  forme 

\a  cos^a  -h  b  sin'a 
(6)  sino=:--:  =, 

\jn  cos-a  H-  b  siu-'a  —  c 


(  S.'-.y  ) 
où  les  radicaux  sont  pris  positivement,  parce  qu'on  n'a 
besoin  de  considérer  que  le  quait  d'ellipse  si  lue  dans  la 
région  des  x' ^  y',  z    positives. 

Or,   la  formule  générale  pour  la  quadrature  indélinie 

des  aires  spliériques  est  I  sinêr/a-,  si  donc  on  remarque 

que  noire  figure  sphérique  est  symétrique  par  rapport 
aux  arcs  de  grands  cercles  a  =  o,  0  =  0,  on  auia,  en 
nommant  XI  la  valeur  de  Tangle  solide  en  question. 


(7)  "=-    /         d^ 

^  Jn  \  a  cos'  a  -f-  w  sin^  X  —  c 

«0  étant  la  valeur  de  a.  qui  répond  à  o  =  o,  c'esl-à-diie 
la  valeur  réelle  et  positive  donnée  par  récjuation 


h  \A\v<.-y.^  -\-  a  z=  0      ou      sin-z,,  = 


a  -  b 
Posons 

(8)  <7  cos^a -+-  6  sin'a  =:  À, 

où  X  est  une  nouvelle  variable.  En  écrivant  cette  relation 

sous  la  forme 

a  —  [a  —  b)  sin-a  =  >., 

on  voit  facilement  «juc  depuis  a  =:o  jusqu'à  a  =^  a,,,  À 
est  toujours  positive  et  décroissante  depuis  la  valeur 
y,  =  a  jusqu'à  la  valeur  X  =  o,  de  sorte  que  les  quan- 
tités a  —  X,  X  —  b,  /  —  c  ne  deviennent  jamais  négatives 
dans  les  limites  de  rinlégration.  Ou  peut  donc*  tirer  de 
l'équation  (8) 

V^A  —  b  \la  —  X 

cosx  =  >      smx  =  ■> 

\/a  —  b  \'a  —  b 

et  par  suite 

fi  'X  =rr  —  ;^ — 7^^;^:^  y 
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formules  dans  lesquelles  les  radicaux  sont  pris  positive- 
ment par  la  même  raison  que  ci -dessus. 

Moyennant  cette  transformation,  la  formule   [y)  de- 
vient 

Or  a,  /?,  c  étant  les  trois  racines  de  l'équation  A  =  o,  le 
polynôme  A  ne  peut  différer  que  par  un  facteur  numé- 
rique de  l'expression  [a  —  ^)  (^  —  ^)  (^  —  '^) '■>  iii^is  le 
terme  eu  1^  a  évidemment  même  coefficient  dans  les 
deux  expressions,  donc  celles-ci  sont  absolument  iden- 
tiques, et  conséquemment  on  peut  poser 


27^  Jo  v/Â 


Telle  est  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  l'angle  eu 
question. 

5.  On  peut  vérifier  cette  formule  en  faisant  des  hypo- 
thèses spéciales  : 

1°  Supposons  en  premier  lieu  que  la  surface  donnée 
soit  une  sphère,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

et  que  le  point  Cxe  soit  pris  sur  l'axe  des  x  à  une  dis- 
lance/i  de  l'origine  [h'^r).  On  aura  dans  ce  cas 

oCo=:/i,    j-„=3o  =  o,     2^0  =  /'-  — '•% 

et  par  suite 

A  =  r-,      B  =—  {/i'  —  r'),      C=  —  {/i'  —  r'), 

D  =  E  =  F  =  o, 

A  =  (/-^  —  ).  )  (  /r  ~r^-  X)S      a  =  r^; 


(  >'''«'  ) 

d'où  on  tin 
En  posant 


-H  t-' 


OÙ  f  est  une  nouvelle  variable,  celle  formule  se  irans- 
forme  en  la  suivante 


d'où  l'on  lire,  en  intégranl, 

On  reconnaît  immédiatement  l'exactitude  de  ce  lésul- 
tat,  si  l'on  se  rappelle  la  formule  connue  pour  la  mesure 
de  la  zone  spliérique. 

u°  Supposons  maintenant  que  la  surface  soit  quelcon- 
([ue,  mais  que  le  point  [x^^  y^,  r^)  soit  pris  sur  elle.  Il 
est  évident  eu  ce  cas  que,  d'après  les  conventions  adop- 
tées, on  doit  trouver  un  angle  visuel  représenté  par  -• 

Or  Ço  élant  =:  o  par  hypolhèse,  on  a  ici 


-(è)' 


t/.r.  dy. 
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d'où  l'on  lire,  après  des  réduetions  faciles, 

^=^'(«-).  "=(â:)"-(ë)-(â 

La  formule  générale  donne  donc  dans  le  cas  actuel 


I      C         d 


Posons 

\  =z  n  sin^  9,      a  —  \  =  a  cos^  9, 
d'où 

dl  =  2a  sinô  cosOr/0. 

En  introduisant  ces  valeurs,  la  formule  ci-dessus  devient 
simplement 


a  =  -   I 

^  Jo 

ce  qui  donne  le  résultat  prévu. 


dd  =  -, 
1 


NOTE 

Sdi'  une  propriélé  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre 
à  centre; 

Par  m.    DURRANDE, 

Professeur  au  Ivcée  de  Moulins. 


Théorème.  —  Les  plans  tangents  à  une  surface  du  se- 
cond ordre  à  centre,  parallèles  aux  plans  des  sections 
diamétrales  dont  un  des  axes  est  constant,  touchent  la 
surface  suù'ant  une  de  ses  lignes  de  courbure. 

(Je  démonlrc  ce  théotènic  pour    rcllipsoide,  mais  on 
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appliquera,  sans  difficulté,  la  démoiislration  aux  autres 
surfaces  à  centre.) 

J'établis  d'abord  les  trois  lemmes  suivants  : 

Lemme  I.  —  Uinlerseclion  (fun  e///psoïde  représente 
par  rêqiialion 

jr}  r'  s- 

l  '  ;  —  H-  7^  -i-  -  =  ' 

(f         y'         c- 

et  dune  sphère. 

x'  -f-  y-  H-  -J  —  R' 

est  une  conique  sphérique  située  sur  le  cône 
a'  —  R'  h'  —  R'  c'  — R' 

(2)  ; X-  -\ — y  -\ :; z^  =  o. 

cr  0-  c- 

Lf.mme  II.  —  Si^  par  un  diamètre  OA  d'un  ellipsoïde 
et  par  une  tangente  à  la  surface  perpendiculaire  à  OA, 
on  fait  passer  un  plan  dianu-lral ^  ta  droite  OA  est  un 
are  de  la  section  faite  par  ce  plan  dans  r('llif>s<>ïde. 

Lemme  III. — Le  cône  représenté  par  l'équation  (2) 
est  V enveloppe  des  sections  diamétrales  de  l'ellipsoïde 
dont  l'un  des  axes  est  constant  et  égal  à  2R. 

Ce  lemme  est  une  conséquence  bien  simple  du  précé- 
dent; en  effet,  tout  plan  tangent  au  cône  (2)  contient  un 
diamètre  OA,  génératrice  du  cône,  et  la  tangente  à  la 
conique  sphérique  (i),  (2)  5  or,  cette  tangente  est  perpen- 
diculaire à  OA,  rayon  de  la  sphère,  donc  OA  est  un  axe  de 
la  section  cîlipti(ju<-  faite  par  le  plan  langent  au  cône  (2) 
dans  la  surface  (i). 

Ces  lemmes  établis,  proposons-nous  de  ciitn  lici-  If 
lieu  des  points  de  contact  des  plans  tatigcnts  à  l'ellip- 
soïde  (1),  parallèles  aux  plans  tangents  du  cône  (2). 

Soient  .r',  ) '.  *'  h's   ruoidonnées  du  point  d«'  mniait 


(  364  ) 
de  1  un  deuxj  elles  doivent  satisfaire  à  1  équation 

/o\  ^ -^      y' y      3'z 

3)  -—  +  ^  -f-  _  =  I 

n-  b-  c^ 

du  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  (i). 

D'autre  pari,  l'équation  d'un  plan  tangent  au  cône  (2) 
est 

(4)        :. •^•2- H T >     >'  H ^ z"z  =  o, 

a-  a-  c- 

x",  j'\  z"  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  l'arête  de  contact. 

Exprimons  que  1rs  plans  (3)   et   (4)   sont  parallèles, 
nous  aurons  les  relations 


n- 

—  R= 

a' 

b' 

—  R= 

b' 

c- 

—  R- 

d'où  l'on  peut  tirer  les  valeurs  de  x"  ^    /",  z"  que  Ion 
transportera  dans  léquation 

,^,         a2_R.  i'— R^     „         c^  —  R^    „ 

«2  è'  c- 

obtenue  en  exprimant  que  les  coordonnées  a:",  j'',  z'' 
satisfont  à  l'équation  du  cône  (2). 

L'élimination  de  x" .  y" ,  z"  entre  les  quatre  équations 
précédentes  fournit  léquation  suivante  : 

^  ^/M/z=— R\!  "*"  6'(6-  — R-)  ~^  c'(c^  — R=)  ~  °' 

laquelle  contient  le  lieu   c[uc  nous   rlicrchons.    L'éijua- 
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lion  (6)  est  celle  d'un  cône,  lieu  des  positions  des  diamètres 
conjugués  des  sections  diamétrales  dont  l'un  des  axes  est 
égal  à  2R. 

Pour  mettre  en  évidence  la  nature  du  lieu  géométrique 
que  je  cherche,  je  remarque  que  dans  le  système  des  équa- 
tions 

(7:    '  "'     ''     " 
+      ' 


I  — 


R2)        Ij'l^fj'—R')         c'(f=  — R' 


qui  le  définissent,  on  peut  icinplaccr  Tune  des  équations 
par  une  autre  obtenue  en  retranchant  la  seconde  de  la 
première,  ce  qui  donne 

(B)  — ^~H- 


„'  _  R-  (,'  _  Rî  (2  _  R2 

Cette  équation  (8),  avec  la  première  du  groupe  (7),  donne 
le  lieu  cherché. 

Or,  il  est  facile  de  voir,  en  supprimant  les  accents  de- 
venus inutiles,  que  la  première  équation  du  groupe  (7) 
est  celle  de  rellipsoïde  proposé;  Téquaiion  (8)  est  celle 
d'un  hyperboloïde  homofocal  coupant,  par  suite,  ortho- 
gonalement  rellipsoïde  proposé.  Donc  fintcrscclioîi  de 
ces  deux  surjaccs  est  une  ligne  de  courbure  sur  chacune 
d^ elles,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Remarque. — Soient  K,  R' les  deux  demi-axes  d'une 
section  faite  dans  un  ellipsoïde  pai'  un  plan  diamétral; 
«,  ^,  c  les  trois  demi-axes  principaux-,  si  n  est  le  plus 
grand,  c  le  plus  petit,  si  en  outre  R  est  plus  grand  que 
R',  on  aura  les  inégalités 

^/  >  Il  >  />  >  R'  >  c. 
Il  résulte  du  lliéorème  prc-cédcnl  (pu-  les  (li'ii\   lif:iic><  (!<• 
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courbure  qui  passent  au  point  de  contact  du  plan  langent 
parallèle  au  plan  diamétral  (R,  R')  seront  données  par 
les  équations 


x' 
a- 

+ 

y. 
1? 

-f- 

.r^ 

1 

y' 

a' 

x- 

R' 

h' 

y' 

R= 

-+--,  =  !, 


C' 


+ 


\   (û  —  R'=         h'  —  R'-'         r'  —  R'=  ' 

qui  représentent  trois  surfaces  homofocales  et  faisant 
partie  d'un  système  triple  de  surfaces  orthogonales.  Il  est 
aisé  de  reconnaître  que  la  première  étant  un  ellipsoïde, 
la  seconde  est  un  hvperboloïde  à  deux  nappes,  et  la  troi- 
sième un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Corollaire.  —  Si  on  prend  les  pôles  des  plans  tangents 
à  un  ellipsoïde,  par  rapport  à  un  autre  ellipsoïde  dont 
les  axes  soient  les  inverses  des  moyennes  proportion- 
nelles des  axes  du  premier  pris  deux  à  deux,  on  a  lu  con- 
séquence suivante  : 

Le  lieu  des  pôles  des  plans  qui  touchent  V ellipsoïde 
aux  dii^ers  points  d'une  ligne  de  courbure  est  uneconique 
sphcrique  située  sur  le  cône  asymptote  de  l'hyperbo- 
loïde  honiofocal  qui  détermine  la  ligne  de  courbure. 

Le  plan  tangent  à  1  ellipsoïde  représenté  par  la  pre- 
mière des  équations  (9)  a  pour  équation 

x'  X        y'  y       ~'  z 

(-)  ^-^-Â^+-  =  '' 

a:',  r',  z'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

Désignons  par  ?,  r,.  ^  les  coordoîinées  du  pôle  de  ce 
plan  par  rapport  à  l'ellipsoïde 

(11)  bcx'^  -\-  ocy''  -h  nhz-  =  i  , 


(  ^6;  ) 
dont  les  axes  sont  les  inverses  des  moyennes  géotuélriques 
des  axes  du  premier  pris  deux  à  deux. 

On  sait  que  les  coordonnées  du  pôle  d'un  plan  par  rap- 
port à  une  surface  du  second  ordre  (ii)  permetlent  d'é- 
crire l'équation  de  ce  plan  sous  la  forme 

(12)  hci.T  -+-  (iCf,y  -+-  ah'C,z  ==  i , 

Si  les  équations  (10)  et  (12)  représentent  le  même  plan, 
on  doit  avoir  les  relations 

•^'      •  .-      y'  2'        , 

Si  l'on  tire  de  ces  relations  les  valeurs  de  .r',  )  ',  2',  et 
qu'on  les  porte  dans  les  deux  premières  équations  du 
groupe  (9)  par  exemple,  ce  qui  expiime  qne  le  point 
[x',  y\  z')  décrit  une  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde, 
on  en  déduit 

(i3)  çs  +  .,^^_r  ' 


a'b^c'^ 


ce  qui  montre  que  le  pôle  [i,  /;,   ^)  se  déplace  sur  une 
sphère;  on  a  de  plus  par  la  seconde  équation 


// 


«=  — R^         /;^  — R-        f''  — R'         n^b-i 
d'où,  en  retranchant  de  la  précédente, 

('4)  -, ÏT.  + 


rt2_R2      '       i'_R'  ,'   —   R' 


équation  du  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde  représenté 
par  la  seconde  équation  du  groupe  (9). 

Donc  le  lieu  des  pôles  (ç,  r,,  ^)  est  représenté  par  Icn- 
semhle  des  équations  (i3)  et  (i4)«  <  •   <.'•   >•  n. 
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SOLITION  DE  LA  QIJESTIOX  652 

(voir  page  t90) ; 

Par  m.  LEMASNE, 

Élève  du  lycée  de  Vendôme  (classe  de  M.  Jaufroid). 


Soient  P  et  P'  deux  poljèdres  convexes  semblables 
et  seinblablement  placés,  le  premier  intérieur  au  second. 
Prenons  sur  chaque  Jace  de  P'  un  point  et  joignons-le 
aux  sommets  de  la  Jace  homologue  du  polyèdre  P.  Nous 
formerons  ainsi  un  polyèdre  Q,  à  faces  triangulaires, 
inscrit  dans  le  polyèdre  P'  et  circonscrit  au  polyèdre  P. 
Soit  Q'  un  quatrième  polyèdre  formé  en  joignant  un 
point  pris  sur  chaque  face  de  P  aux  sommets  de  la 
face  homologue  de  P'.  En  désignant  par  P,  P',  Q,  Q', 
les  volumes  des  quatre  polyèdres^  on  aura 

Q^vP^»     Q'  =  vPP^, 
do  il  Von  déduira 


QQ'=PP'      e.      §  =  y/^, 


Les  polyèdres  P' el  P  étant  semblables  et  semblable- 
ment  placés,  et  le  polyèdre  P  étant  intérieur  au  po- 
lyèdre P',  les  droites  qui  joignent  les  sommets  homolo- 
gues concourent  au  centre  de  similitude,  qui  est  intérieur 
aux  deux  polyèdres. 

Soient  H  et  //  les  distances  du  centre  de  similitude  à 
deux  faces  homologues,  on  a 


H  7P' 


(  ;^<iy  ) 

Ce  rapport  est  constant,  ainsi  (|ue  les  suivants: 
H  —  A        H  —  // 

~H~'     —IT' 

Cela  posé,  le  volume  Q  est  égal  au  volume  P,  plus  la 
somme  des  pyramides  ayant  respectivement  pour  bases 
les  faces  de  P  et  leurs  sommets  sur  les  faces  de  P,  somme 
que  je  représente  par  S. 

Soit  A  l'une  de  ces  pyramides,  et  A'  la  pyramide  ayant 
pour  sommet  le  centre  de  similitude  et  même  base  que  la 
pyramide  A.  On  aura 

A  _E  —  h 

Le  second  membre  étant  constant,  si  on  représente  par 
B  et  B',  (]  et  C'j .  .  .,  les  autres  pyramides  analogues,  on 
aura 

A_B^C_        _H  —  /i_S 
A '  ~"  F  "~  C'  ~li       ~  p' 


P  =r  A'  H-  B'  +  C  -h 

_    M  —  h 


puisque  l'on  a 
d'où 

et  par  suite 

Al  h         ^ 

Le  volume  Q'  est  égal  au  volume  P',  moins  la  somme 
des  pyramides  ayant  respeelivemeni  pour  bases  les  faces 
de  P',  et  leurs  sommets  sur  les  faces  de  P;  je  représente 
cette  somme  par  S'. 

Soit  M  une  de  ces  pyramides,  et  INl'  la  pyramide  ayant 
pour  sommet  le  centre  de  similitude  et  même  base  que  INL 
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On  aura 

M  _  H  —  /i 
M'  ~      hF  * 

Le  second  membre  étant  constant,  si  on  représente  par  JN 
et  N',  R  et  R', .  .  . ,  les  autres  pyramides  analogues,  on 
aura 

M '  ~  N'  ~  R^  H~  ~"  P' ' 

puisque  l'on  a 

P'  =  M'  -f  N'  H-  R'  -+•... , 

d'où 

,    H  —  // 
S'=.v.-,-, 

et  par  suite 

H  —  /i  ,    h         3 

On  déduit  immédiatement  des  valeurs  de  Q  et  de  Q' 

Q  V^ 


QQ'=PP'     et     ^,^\/^r 


Note.  —  La  même  question  a  été  résolue,  à  peu  près 
de  la  même  manière,  par  MM.  Bardelli,de  Milan;  Mogni, 
de  Tortone;  Demmler,  du  lycée  de  Rouen  (classe  de 
M.  Vincent). 

M.  Laval,  élève  du  lycée  de  Lyon,  commence  par  dé- 
montrer les  deux  dernières  égalités  en  faisant  voir  d'abord 
qu'on  a,  A  désignant  le  rapport  de  similitude  des  deux 
polyèdres  P  et  P, 

Q=zp      Q'=P'/i; 
il  en  déduit  ensuite  les  deux  premières  égalités. 


(  •>;'  ) 


OIESTIOXS. 

664.  Dans  tout  triangle  inscrit  dans  une  conique,  et 
dont  deux  des  côtés  sont  tangents  à  une  seconde  conique, 
le  troisième  côté  enveloppe  une  conique  passant  par  les 
points  d'intersection  des  deux  premières. 

(Ch.  Delevaque  ) 

665.  Sur  des  limaçons  de  Pascal.  —  Etant  donnée 
une  série  de  limaçons  de  Pascal,  décrits  avec  la  même  cir- 
conférence et  ayant  même  point  double,  par  ce  point  ou 
Irace  une  transversale  et  on  fait  passer  une  circonférence 
par  le  point  double  et  par  cliaque  point  d'intersection, 
tangente  à  la  courbe  en  ce  point  :  toutes  ces  circonfé- 
rences ont  même  axe  radical.^  et  lorsque  lu  transversale 
tourne  autour  du  point  double,  cet  axe  radical  tourne 
autour  de  ce  point ,  et  le  second  point  commun  ii  toutes 
ces  circonférences  décrit  un  cercle. 

(Ch.   Dei.evaqlf..) 

666.  Je  transcris  l'équation  de  la  courbe  parallèle  à 
l'ellipse,  trouvée  par  M.  Catalan  [Noui^elles  uénnales, 
t.  III,  p.  553)  : 

-|-4a'A2X'(x'+  )  '  —  <r-~  b'  —  /■■)'  —  -y-^ab'f,' 
-+-  ifin^bH'{x'-^  y'  —  n-—  Z;^  —  /' 

X  (^/'.>  ■-+-  b-.i:'  —  aH-  —  b'P  —  a'b^] 
-\-^(n\Y*-h  b^t-"  —  tiH-  —  b""  A'' —  fi^ b^  f  —  o. 

Il  faut  déniontrri'  que 

i"  Si  l'on  remplace  dans  (clto  équation  r.  )  .  k  r<'>jHH- 


:^7^  ) 


I      I      I 


livemenl  par  -  .r,  -j,  -y/x'^-)-j-%  on    aura   i'équalion 

de  la  courbe  de  Talbot,  que  M.  Tortolini  a  obtenue  le  pre- 
miei-. 

2"  Si  l'on  remplace  dans  la  même  équation  x,  j',  h  res- 
pectivement  par   -X,    -  ),    ÂH \/x^+j-%   on    aura 

Téquation  de  la  courbe,  enveloppe  des  droites  menées  pai- 
les  points  de  la  courbe  parallèle  à  l'ellipse, \-  '-r-  =1, 

perpendiculairement  aux  rayons  vecteurs  issus  du  centre. 
[Généralisai ion  de  la  courbe  de  Talbot.)       (Strebor.) 

667.  Théorème  à  démontrer.  —  L'enveloppe  des  cir- 
conférences avant  leurs  centres  sur  une  circonférence  C, 
et  tangentes  à  un  diamètre  AB  de  C,  est  l'épicycloïde 
engendrée  par  un  point  d'une  circonférence  moitié  moin- 
dre que  C,  roulant  sur  C. 

Question.  —  Si  l'on  remplace  le  diamètre  AB  par  une 
droite  quelconque,  lenveioppc  est-elle  encore  une  épicy- 
cloïde.^  (E.   Catalan.) 


DES  SYSTÈMES  UE  DEIX  ÉQIATIOXS  A  DELX  INCO^XtES; 

Par   m.   Jos.   SIVERING, 
Ingénieur. 


I.  La  résolution  des  systèmes  de  deux  équations  algé- 
briques à  pareil  nombre  d'inconnues  présente,  comme  on 
sait,  deux  sortes  de  difficultés.  Dans  le  cours  des  calculs, 
tantôt  des  solutions  se  perdent,  tantôt  il  s'introduit  des 
solutions  étrangères  à  la  question.  Parnai  les  nombreuses 
recherches  auxquelles  cette  matière  a  donné  lieu,  les  plus 
complètes  sont  celles  publiées  par  M.  Bret  dans  le  XY^  Ca- 


(  ^7^^  ) 
\\\cv  du  Jonrnnl  <le  V École  Polyleclmi(jue,  sous  le  lilic 
(Je  Mémoire  sur  la  AIcthodc.  du  plus  grcuid  commun  divi- 
l'iseur  appliquée  à  VcliniiiKiliun.  iNI.  Brci,  en  appliquant 
sa  inétliode  à  deux  équations  g<''nérales,  runo  du  sixième, 
l'autre  du  cincjuiènie  degi'é,  donne  le  nioven  de  Ibrniei 
une  première  éfjuation  à  une  inconnue  du  cent  vingt- 
deuxième  degré,  qui  contient  les  valeurs  réelles  et  étran- 
gères réunies,  puis  une  autre  étjuatiou  du  (juatre-vingi- 
douzième  degré,  contenant  les  valeurs  étrangères  seules. 
Ces  équations  formées,  il  reste  à  diviser  la  première  par 
la  seconde,  et  le  quotient  du  trentième  degré,  égalé  à 
zéro,  ne  donnera  plus  que  les  valeurs  réelles.  On  conçoit 
combien  la  formation  d'équations  de  degrés  aussi  élovés 
est  peu  praticable.  Aussi  le  système  de  M.  Hrct,  ([uoique 
plus  complet  que  d'autres,  dégénère-t-il  bien  \itecn  une 
méthode  de  pure  spéculation. 

On  a  eu  le  tort,  dans  les  investigations  sur  la  matière, 
de  laisser  les  facteurs  étrangers  s'accumuler,  pour  les 
écarter  seulement  lorsque  l'équation  linale  est  formée. 
On  n'avait  pas  tiré  parti  de  te  que  les  valeurs  éliangères 
s'introduisent  dans  les  polynômes  avant  la  formation  de 
l'équation  ûnale,  ciiconstance  (jui  permet  de  classer  ces 
valeurs  une  à  une,  au  furet  à  mesure  (ju'elles  se  pio- 
duisent,  sans  en  atlecter  les  calculs  extérieurs. 

Nous  établirons  cette  proposition,  qui  est  de  nature  à 
simplifier  la  question  des  valeurs  étrangères;  et  nous 
prendrons  occasion  d'exposer,  en  la  complétant,  l.i 
théorie  des  valeurs  dites  perdues.  Nous  le  ferons  en  sui- 
\ant  la  méthode  consistant  dans  rélimination  successive 
des  premiers  et  deiiiiers  termes,  préparés  par  multi[)Ii- 
cation,  au  lieu  d'employer  le  procédé  des  divisions  sut  - 
cessives,  toujours  plus  compliqué  et  pourtant  générale- 
ment suivi.  Si  ce  derniei'  procédi'  obtient  si  souvent  la 
préférence^  c'est  sans  doute  rju  on  lui    .itlribuc   la  l.i<  nllc 
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de  se  prêter  mieux  aux  démonstrations.  Comme,  cepen- 
dant, la  méthode  que  nous  allons  suivre  est  incontestable- 
meut  plus  expéditive  dans  les  applications,  il  n'est  pas  sans 
utilité  de  la  raisonner  et  de  montrer  qu'elle  permet  de 
vaincre  les  difficultés  de  calcul  par  des  moyens  tout  aussi 
bien  fondés  en  théorie  et  plus  efficaces  dans  la  pratique. 

II.  Etant  données  deux  équations  à  deux  inconnues  x 
et  y  du  m"""""  degré, 

I    X"'  +  [ay  +  h  )  .r"'-'  _|- .  .  .  _|-  ( cy"'-'  -h  .  .  .  +  ^ )  x 

\        -^  t-y--^.  ..  +/■=  o  , 

i   jf"  -T-    n'y  -+-  h'   .r"'-'  -{-...  -4-  't-'j'"-'  -+-     .  .-\-d')x 

le  moyen  qui  se  présente  naturellement  pour  trouver 
tous  les  couples  de  valeurs  de  x  ei  dey  capables  d'y  sa- 
tisfaire, c'est  d'éliminer  une  inconnue  de  manière  à  ob- 
tenir une  équation  finale  ne  contenant  plus  que  l'autre 
inconnue  et  des  nombres  donnés.  Pour  établir  des  for- 
mules d'élimination,  nous  supposerons  les  deux  équations 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de 
l'une  des  inconnues  jr,  et  la  seconde  inconnue  y  envelop- 
pée dans  les  coefficients  de  jc,  comme  le  présentent  déjà 
les  expressions  (i)  et  (2). 

Les  équations,  ainsi  préparées,  prendront  la  forme 
suivante,  où  les  coefficients  g.  h,  Â",  /.  etc.,  renfermeront 
j',  mais  pas  x. 

i    ^x'"  A-  /i.c'"-'  -h  kx"'-''  4-  Ix'"-^  -i- .  .  . 

(3) 

(  -H  /^j;  '  -H  qx-  H-  r.r  -\-  s  =  o, 

l  g'x'"  -+-  h'x'"-'  -+-  k'jf"-''  -h  /'x'"-'  +  .  .  .  , 
(  +/^'j;'4- r/'x^-H  /-'x  4- .v'  =  o. 

Entre  ces  deux  équations  nous  éliminerons  le  premier 
terme,  en  retranchant  la  seconde  équation  multipliée  par 


(5) 
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g^  de  la  première  multipliée  par  g'.  îNous  éliminerons  le 
dernier  terme  en  retranchant  la  seconde  multipliée  par  s 
de  la  première  multipliée  par  s'  et  en  divisant  le  reste 
par  X.  De  la  sorte,  les  équations  proposées  seront  rem- 
placées par  les  suivantes  : 

l  i^gs'  —  g' s)  X"-'  +  (  lis' —  lis)  x-"-'  H-  .  ks'—  k's)  af'^... 
(  6  '    \ 

I  +  [ps'  —  }ys).T^  -\-{qs'—  q's).r-  -H  (rs'  —  r's)  =  o. 

Au  moyen  de  cette  opération,  les  équations  proposées 
(3)  et  (4)  seront  remplacées  par  deux  autres  (5)  et  (6), 
dans  lesquelles  l'inconnue  x  est  abaissée  duo  degré.  Le 
même  procédé  appliqué  aux  équations  (5)  et  (6),  puis 
successivement  aux  couples  d'équations  qui  en  résultent, 
les  abaissera  chaque  fois  d'un  degté.  C'est  ainsi  qu'en  re- 
présentant, pour  abréger,  les  équations  (5)  et  (6)  du 
degré  m  —  i  en  x  par 

(7)  Aj:"-'-1-Bx'»-^-HCx"-'H-...+  D.«' -+- Ex  —  F  =  o, 

(8)  F^'"-'-+-G.r"-'-hHx"-M-...4-  Kx'H-  Lx  -+-M  =  <>. 

on   trouvera    pour   les  transformées  suivantes  du  degré 
in  —  2  en  x  : 

(  (BF-AGj.^^'-'  +  lCF—AHix— '-!-..  . 
^  i  H-(RF  -  AL).r— (F^H- AM)  =  o, 

j  (F' -H  AM  )  .r"-' -+- (  BM -f- FG  x— '  4- .  ■  . 
^"^  \         -f-(DM-+-FK).r-f- (EM-f-FL)  =  o, 

puis,  pour  les  transformées  du  degré  m  —  3  en  j", 

|[(CF- AH){F'-f-AM)— (BM-hFG),BF-AG)]x-  ^-h... 
^"^1  —  [(F'+AM)'4-(BF  — AG)(EM-hFL)]  =  o, 

I       [(F'-l- AM  '+  iBF  —  AG)  (  EM  -4- FL)].r-"-' -1- .  . 
"'M  -4-[(KF— AL  (K\l4-FL)-f-;DM  +  FK     F'-f^  \M)]=o. 
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Ces  opérations,  en  abaissant  chaque  fois  x  d'un  degré, 
conduiront  à  un  couple  d'équations  du  premier  degré  en 
X  de  la  forme 

(l3)  ■^=/(j)      et      x=^{j). 

III.  Les  formules  ci-dessus  sont  formées  dans  Thypo- 
thèse  que  les  multiplicateurs,  tels  que  g  et  g',  s  et  s',  soient 
deux  à  deux  premiers  entre  eux.  Nous  maintiendrons 
cette  liypollièse  plus  bas,  dans  l'intérêt  de  la  clarté  des 
démonstrations.  Les  conséquences  seraient  les  mêmes, 
s'il  y  avait  des  diviseurs  communs,  seulement  elles  porte- 
raient sur  les  multiplicateurs  simplifiés.  Si,  par  exemple, 
nous  avions  g  =  yl  et  g'=y'l,  les  multiplicateurs  ne 
seraient  plus  g  et  g\  mais  bieu  y  et  y',  et  c'est  à  ces  der- 
nières expressions  que  s'appliqueraient  les  propositions  à 
établir. 

IV.  Reprenons  les  équations  (i3).  On  en  déduit  im- 
médiatementy  (  )  )  =  ç(j  ),  qui  ne  renferme  plus  x,  et  cjui 
dès  lors  est  l'équation  finale.  Comme  les  égalités  n'ont 
pas  été  détruites  par  les  diverses  transformations  opérées, 
il  semble  que  tous  les  couples  de  valeurs  de  x  et  dej'^  qui 
satisfont  aux  équations  proposées  satisferont  aussi  aux 
équations  x=f{j)  et/'(  7)  =  o(j^)_,  et  réciproquement,  de 
sorte  qu'il  ne  resterait  qu'à  résoudre  ces  deux  dernières 
équations.  Cela  serait  exact  s'il  n'était  pas  survenu  de  per- 
turbation dans  le  cours  du  calcul.  Mais  les  facteurs  enj, 
qui  ont  servi  de  multiplicateurs  pour  l'élimination,  peu- 
vent introduire  dans  les  résultats  des  solutions  étrangères 
à  la  question.  Il  peut  aussi  se  perdre  des  valeurs  apparte- 
nant à  la  question,  par  suite  de  la  suppression,  dans  le 
cours  du  calcul,  de  quelque  facteur  commun  en  j-.  Ces 
circonstances  rendent  l'équation  finale  incertaine.  Nous 
allons  nous   occuper  successivement  des  valeurs  élran- 
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gères  et  des  valeurs  perdues,  et  donnei  des  niONciis  faciles 
de  lever  tous  les  doutes. 

\ .  Des  valeurs  r  Iran  gères.  —  L'inspection  des  icsni- 
tats  trouvés  plus  haut  montre  que,  passé  les  é(juations 
initiales,  la  première  écjuation  de  chaque  couple  a  pour 
dernier  terme  le  coefficient,  ])ris  en  signe  contraire,  du 
premier  terme  de  la  seconde  équation.  C'est  ainsi  que  le 
dernier  terme  de  l'équation  (5)  csi  g' s  — ^5',  et  que  le 
premier  terme  de  l'équation  (6)  a  pour  coefficient  ^'5' — g' s. 
De  même  l'équalion  (9)  se  termine  par  le  terme 

—  (F'  +  AM) 

et  l'équalion  (10)  commence  par  F^  -h  A.M. 

Ce  sont  précisément  ces  fonctions  qtn,  deux  Juis 
facteurs  dans  V élimination,  introduisent  des  solutions 
étrangères  dans  les  résultats.  Ils  se  reproduisent  comme 
facteurs  communs  ii  tous  les  coefficients  du  couple  de 
transformées  de  deux  degrés  inférieur  en  x. 

Pour  le  faire  voir,  il  suffira  de  démoiilrei'  (jue  l'expres- 
sion F,  qui  occupe  ladite  position  dans  les  équations  du 
(m  —  ij'^""-  degré  (7)  et  (8),  apparaît  comme  facteur 
commun  dans  les  équations  du  (m  —  3j"""-  tlegré  (11)  et 
(12).  Mettons  dans  ces  deux  dernières  F  en  évidence,  et 
elles  deviendront 


'4 


(.5) 


[  F(CF'—  AFH  —  B' iM  -  BFG  -H  AG'  -+-  ACM  ) 

H-  AM(BG  — AH)]x"-'-|- 
[F(AGL— BEM— BFL-F^— ?.AMF) 

—  AM(AM  — EG)]  =  •), 
[—  F(AGr>  —  BEiM  —  BFL  -  F^—  Ji AMF) 

H-  AM(AM—  EG)]^-^-+-. 
[F(E'W  -  EFL  -  AI/  +  F'K  4-  ARM   f-  DFM 
+  AMf  DM  —  EL)|=:o 
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La  lonctioa  F  se  trouve  être  explicitement  facteur  coin- 
inuii  à   uue  partie  des  coefficients.  Il  reste  à  faire  voir 
qu'elle  Test  aussi  dans  Tautre,  savoir,  dans 

BG  — AH,     AM  — EG,...,      DM  —  EL. 

A  cet  eôet,  remarquons  que  les  coefficients  des  équa- 
tions (7)  et  (8)  ne  sont  que  des  abréviations  de  ceux  des 
équations  (5)  et  (6),  que  nous  avons 

et  ainsi  de  suite.  Il  viendra  donc 

BG  — AH  =  (^'/-  —  gk'){hs'  —  h's)  —  {g  h—gh')  [ks'  —  k'.s) 
=  {§■'<'— s'-':   {II'/'-  —  hk')  =  F  {h'k  -  hk'), 

AM  —  EG  =  {g'l>—gli')  (/•/  —  r's)  —  (g'r  —  gr')  -^hs'  —  h' x) 
=  {gs'  —  g's)[hr'-h'r)  =  Y{hr'-h'r), 

DM  -  ^L={g'q  -  gq')  [rs'  -  r's)  -  [g'r—gr')  [qs' -  <j' s) 
=  [g"'  —  S'^)  il'-'  —  '?''•)  =  ï"  {'/'-'  —  ^'r)- 

On  trouve  donc  F  comme  facteur  commun  à  tous  les 
termes  des  coefficients  des  équations  (11)  et  (12). 

VI.  Cette  propriété  importante  donne  le  moyen  de 
débarrasser  les  équations  des  facteurs  étrangers  à  mesure 
qu'ils  se  produisent.  A  cet  eflet,  il  faut  diviser  chaque 
couple  de  transformées  par  le  coefficient  qui  termine  la 
première  et  commence  la  seconde  des  deux  équations 
formant  le  couple  de  deux  degrés  plus  élevé  en  x. 

Cette  opération  n'aura  pas  seulement  l'avantage  d'écar- 
ter les  valeurs  étrangères,  mais  elle  simplifiera  encore 
singulièrement  les  calculs  ultérieurs. 

F  n'est  pas  le  seul  multiplicateur  qui  serve  à  passer 
des  transformées  du  degré  m  —  i  aux  transformées  sui- 
vanles^ily  a  encore  A  et  M.  Mais   ces  expressions  ne 


(  ;i79  ) 

peuvent  devenir  facteurs  communs  au  ïiiême  litre  que  F; 
c'est  ce  qu'il  est  aisé  de  reconnaître  à  l'inspection  des  ré- 
sultats trouvés  (i4)  et  (i5).  Seulement  A  et  M  contri- 
buent à  former  dans  le  degré  m  —  a  le  facteur  généra- 
teur de  solutions  étrangères,  facteur  qui  sera  F*  +  AM. 

VII.  Quand  l'une  des  équations  (i3),  par  exemple 
x=f[  )  ),  présente  la  valeur  dessous  une  forme;  suffisam- 
ment simple,  on  peut  s'assuier  de  l'exacliiude  des  résul- 
tats de  la  manière  suivante.  On  remplacera  x  par  sa  va- 
\(i\\rf[j)  dans  les  équations  proposées  (3)  et  (4).  On  aura 
alors  deux  équations  en  y  seule,  qui  devront  existci"  si- 
multanément, et  dont,  par  conséquent,  le  plus  grand 
commun  diviseur  formera  la  véritable  équation  finale. 

VIII.  Des  valeurs  perdues.  —  Des  solutions  inhérentes 
à  la  question  se  perdent  lorsque  daus  l'une  des  transfor- 
mées on  trouve  un  facteur  commun  à  tous  les  coefficienis 
des  termes  en  x,  et  qu'on  supprime  ce  facteur  comme 
inutile.  Supposons  que  Y  soit  un  pareil  facteur,  trouvé 
pour  la  première  fois  dans  l'équation  (9)  et  autre,  bien 
entendu,  que  les  facteurs  générateurs  de  valeurs  étran- 
gères. 

Ce  facteur  Y  sera  un  puljnônie  premier  ax'ec  les  coef- 
Jicienls  A  e/  F  des  Iransforinées  précédentes. 

Pour  le  faire  voir,  on  peut,  en  vertu  de  lliypollièse, 
poser  des  identités  de  la  foime 

(   liF  —  AG  =  PY,     Cl-'  —  AH  =  q\,..  ., 
^'  i    RF  —  AL  -^  RY,      F-    t-  AM  --  SY, 

Si  Y  avait  un  laeteur  eoinniun  [j.  avec  A,  par  cxiinple, 
les  termes  AG  et  PY  de  la  première  des  identités  (16) 
seraient  adectés  de  ce  factcnn  fx,  donc  Taulrc;  terme  HF  le 
serait  aussi.  Or,  F  étant  premier  avec  A  (ÏII)  ne  pour- 
lail  |)a.s  rèlre,  ce.ser.iil  (jonc  iMpil  .nirail  u.  pour  diviseur. 
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Les  identités  suivantes  montrent  que  C,.  .  .,  E  seraient 
dans  le  même  cas.  Par  conséquent  Téquatiou  [y)  admet- 
trait un  facteur  commun  u.  contrairement  à  l'hypothèse 
qui  veut  que  ce  facteur  apparaisse  pour  la  première  fois 
dans  l'équation  (9). 

IX.  Le  facteur  Y ^  commun  à  V équation  {(f)^  le  sera 
aussi  à  r équation  (10). 

Le  premier  coefficient  de  l'équation  (10)  vaut  — SY 
et  admet  Y  comme  facteur.  De  plus,  les  identités 
BF  — AG  =  PY  et  F*  4- AM  =  SY  étant  multipliées 
respectivement  par  M  et  G,  puis  ajoutées,  donneront 
F(BM  +  FG)  =  (MP+GS)Y,  identité  dans  laquelle 
F'  est  premier  avec  Y,  et  qui  partant  ne  peut  exister 
qu'autant  que  BM-f-FG  soit  atï'eclé  du  facteur  Y.  Donc 
le  coefficient  du  terme  en  a'"~*  de  léquation  (10)  est  di- 
visible par  Y.  Au  moyen  des  autres  identités  (16),  on 
peut  démontrer  de  même  que  les  coefficients  ultérieurs 
de  l'équation  (10)  sont  divisibles  par  Y. 

X.  En  posant  Y  =  o,  les  équations  (7)  et  (8)  se  ré- 
duisent à  une  seule  et  même  équation. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  les  identités  (16) 
donnent 


^        PY  +  AG 
B=          F         ' 

,.       QY  +  AH 

^-          F 

,,        RY  -4-  AL 

SY-AM 

^'-          F         ' 

^  -         F 

Ces  expressions  de  B,  C,  E,  F,,  étant  remplacées  dans 
l'équation  (7),  la  transforment  en 

PY  -i-  AG  RY  -t-  AL  SY  —  AM 


F 
En  faisant  maintenant  Y  =  0  et  multipliant  par   -■ 

on  obtient  l'équation  (8). 
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XI.  U équation  \  ■=■0  cl  V une  ou  l'autre  des  transfor- 
mées (7)  et  (8)  forment  un  système  de  solutions  du 
problème,  et  sont  le  seul  système  auquel  donne  lieu  le 
polynôme  Y  annule. 

D'abord  nous  pouvons  admellre  (jut;  les  équaiions  (7) 
et  (8)  ne  renferment  pas  de  valeurs  étrangères,  puisque 
nous  avons  appris  à  les  écarler  dès  leur  formation. 
D'ailleurs,  ces  transformées  dérivent  des  équations  ini- 
tiales, et  sont  satisfaites  l'une  et  l'autre  par  Y  =  o.  Enfin 
le  facteur  commun,  n'étant  apparu  que  dans  les  transfor- 
mées {9)  et  (10),  ne  peut  avoir  fait  évanouir  des  solu- 
tions dans  les  transformations  piécédentes.  de  sorte  qu'jV 
serait  superflu  de  remonter  aux  équations  initiales  pour 
les  combiner  avec  le  facteur  égalé  à  zéro,  dans  l'espoir 
d'obletiir  un  plus  grand  nombre  de  solutions. 

XII.  Ainsi,  pour  retrouver  les  valeurs  dites  perdues, 
il  faut  procéder  comnu;  suit  :  Dès  que,  dans  l'une  des 
transformées,  il  se  présente  un  facteur  commun  en  y , 
autre  que  celui  générateur  des  solutions  étrangères,  il 
faut  égaler  ce  facteur  à  zéro,  remplacer  les  valeurs  dej 
(jue  cette  équation  donnera  dans  l'une  ou  r autre  des 
transformées  de  l'ordre  précédent,  laquelle  donnera  à 
son  tour  les  valeurs  correspondantes  de  x.  On  continuera 
ensuite  l'élimination  sur  les  transformées  débarrassées  du 
facteur  commun,  jusqu'à  ce  (ju'on  obtienne  les  éfjuations 
finales 

.r=/{y),      .r  =  f{j)      et    fir]  =  ^(jr), 

qui  donneront  les  autres  systèmes  de  \alcurs  des  incon- 
nues. 

Nous  avons  démontré  que  le  facteur  Y,  commun  à 
l'une  des  transformées,  l'est  également  à  lautre  transfor- 
mée du  même  couple.  Si  donc  on  négligeait  de  le  suppri- 
mer,  il   se  reproduirait  dans  les  transformées  suivantes. 


(  >^«'^  ) 

En  1  égalant  alors  à  zéro,  et  en  remonlant  d'un  degré,  on 

trouverait  évidemment  pour  x  des  valeurs  de  la  forme  -• 

o 

11  est  donc  essentiel  de  supprimer  les  facteurs  communs 
des  coefficients,  dès  quils  se  présentent,  non-seulement 
pour  simplifier  les  calculs,  et  pour  obtenir  toutes  les  so- 
lutions du  problème,  mais  encore  pour  ne  pas  être  con- 
duit à  des  résultats  propres  à  induire  en  erreur. 

XIII.  Quoique  les  valeurs  perdues  ne  fassent  pas 
partie  de  celles  que  donne  Téquaiion  finale,  leur  existence 
n'est  pourtant  pas  un  incident,  mais  un  phénomène  tout  à 
fait  normal.  L'équation  de  la  forme  x  =f[y').  que  donne 
l'élimination,  n'attribue  à  x  qu'une  valeur  pour  chaque 
valeur  de  j.  Or,  il  est  de  l'essence  des  systèmes  de  deux 
équations  à  pareil  nombre  d'inconnues  d  un  degré  supé- 
rieur au  premier,  et  il  doit  arriver,  généralement  parlant, 
que  plusieurs  valeurs  de  x  correspondent  à  une  même 
valeur  de  j.  Quand  cette  circonstance  se  présente,  l'ana- 
lyse doit  lindiquer  par  un  indice  quelconque,  et  c'est 
précisément  alors  qu'apparaissent  les  facteurs  communs. 
Les  solutions  données  par  ces  derniers  sont  donc  pour  le 
moins  aussi  conformes  à  l'esprit  du  calcul  algébrique  que 
celles  données  par  l'équation  finale. 

La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  sur  les  équations  à 
deux  inconnues  en  réduit  la  résolution  à  celle  d'équa- 
tions à  une  inconnue,  que  nous  sommes  parvenu  à  pré- 
parer de  manière  à  ne  renfermer  ni  plus  ni  moins  que  les 
solutions  cherchées,  et  qui,  dès  lors,  peuvent  être  traitées 
par  les  procédés  en  usage  pour  les  problèmes  à  une  in- 
connue. Cette  théorie  permet  en  outre  de  réduire  à  leur 
forme  la  plus  simple  les  polynômes  sur  lesquels  on  a  be- 
soin d'opérer. 

11  nous  reste  à  l'appuyer  de  quelques  applications. 
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AppUcalions,  —  Soient  à  résoudre  les  deux  é({ua lions 
du  quatrième  degré 

x'  -f-  x'  -)-  ).7  '  —  1 1  >  '  —  Sj'  —  6 >  —  6  —  o, 
a:''  -H  .r'  -|-  xy  —    c)  )  '  —  2  j'  —  5  v  —  G  —  o. 

Les  transformées  du  troisième  degré  seront 

•  j:'-f-  ,  j  —  i)  x'  -h  (•^.^••4-  ;ij'-+-  j>  )  =  o, 
(2  r-'4-  3j'  -+- j)  or^  4-  (—  97*  —  2  >  '  —  5)  —  Çi).T^ 

-»-  ( —  C)}'  -f-  9  )  '  4-  6    J-  -4-   I  Ij'  -f-  5_>'  +  6  »-'-4-{)j=r  o. 

Les  transformées  suivantes  du  deuxième  degré  devioi!- 
dront,  toutes  multiplications  faites, 

(  2,r*  +  I  oj  ^  H-  4  J''  -H  6)  j:-'  +  ( 7  V '  —  I  :>..>■'  —  y-  —  (•  )  ./- 

—  ^v"  +  isj'  +  24.)*  -f-  '  I  .>■'  -+-77'-+-  Cj)  =  o, 

(4 j*  +  I2J*  -I-  24.>''  -+-  '  '  j' -*-  '])'''•+- ^y)^- 

—  (18/"  +  20  r°  -f-  3i  r'  -4-  28/'-+-  23jr'  H-  i2j)  X 

-1-  f —  i8.r'  —  97*  -f-  -^y^  4-  4.^'  +  6_^)'  4-  12  r'  4-  6  v)  =  o. 

Nous   aurons  ensuite  pour  transformées   du    pieniier 

degré 

(64  r'"  -)-  256j'  4-  282.>»  4-  2i5^>  '  4-  383.r« 
4-373^)^4-  1957 '4-  1887^4-  i447»4-367).r 
—   167'=  4-  607"  -t-  1387'"  4-  5887' 
4-  902 j>-"  4-  652  j  '4-6597"  4-  632  j* 
+  2897'  4-  1687^4-  i327=  +  367J  =  o, 


et 


(  ,6j^-'2  _l_  607  "  +  1387'"  -+  5887"  -f-  902  )  ' 
-h  652  )  '  -I-  6597*'  -h  6327"  -H  •->89  )  '  H-  1687^ 
4-  i32r^  4  367)  .r  —  (72  v"  4-  42  >7'  4  643_)" 
4-987^''-<-  i565)"-i-  1490.)  '  H-  1279)-' 4-  1073»' 
4-  5(u)  )  '  4-  2(54, )'  4-  1  î4.>    "+■  ^^'.'  )  =  "• 
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Ainsi  que  nous  l'avons  démontré  (\),  ces  deux  équa- 
tions doivent  avoir  pour  facteur  commun  l'expression 
27'  -I-  ij^  -^y-)  ^ui  est  l'un  des  coefficients  des  transfor- 
mées du  troisième  degré.  En  effet,  en  divisant  les  deux 
équations  du  premier  degré  par  2j^^  +  3j^  +  j^,  nous 
trouvons  les  quotients  exacts 

(32J' +  8oj«4- 5j^+ 6oj<  +  99j5+8j'H- 36^4-36)  j: 
—  (8j«H-  i8j«-f-  38 j'  -f-  228 j«  4-907'+  77 j< 
-h  lôgj'H-  24/^+  24  j  4-  36):=  0 

et 

(8j'  +  i8j«  +  38j'  -+-  228/'=  -h  90  j*  H-  77  j' 

-4-  169J'  -f-  24j'-f-  247  -»-  36)  j: —  (367' -h  167  j* 
4-68j' 4- 3i3j''-i- 2797' H-  1707*  4- 245 J^ 
+  84r'4-  36j-4-36)  =  o. 

Ces  deux  transformées  du  premier  degré  en  x  donnent 
pour  équation  en  y  seule 

647 '8  -H  2287"  —  22oj>  '«  —  28887''—  38247'" 
4-  33997"  4-  17008}"  4-  ^\i^y^^  4-  64057'" 
4-  i583i7''  —  71097' —  79047'  —  20347^ —  104927' 
—  7104^}  '  —  23767'  —  23o47^  —  8647  =  o. 

Conformément  à   la  règle  établie  (V),  cette  équation 
doit  encore  être  divisée  par 

4.)  "  4-  127'  4-  247'  +  1 1.>'  4-  7J  ■'  4-  67, 

coefficient  qui  termine  l'une  et  commence  l'autre  des 
transformées  du  second  degré.  La  division,  étant  opérée, 
donnera  pour  véritable  équation  finale 

167 "4- 247" —  2237'° —  241  j'+'O'  ^  J* —  '90J'  —  2277* 
4-  8287'  —  4067*  —  3527=  4-  1207^  —  2167 —  i44  =  o, 
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dans  laquelle  les  valeurs  réelles  de  ^'  sont  —  (>.-3v>,  -+-  i . 
-h  2  et  -h  2,^32. 

Toute  autre  méthode  que  celle  employée  aurait  con- 
duit à  des  polynômes  d'une  puissance  bien   plus  élevée. 

Soit  proposé  pour  second  exemple  : 

x^  -+-  (  3^r  —  1 1  ^^  —  (  _)■'  -»-  2  j  -4-  8)  X  —  1 2  j'  =  o, 
jr'  -h  ( 9.  y  -h   I  )  ^^  —  (2  »■=  -»-  J.y  +  9)  J  —  1  5^)-^  =  o. 

L'élimination  des  premiers,  puis  des  derniers  termes 
donne  les  deux  transformées  suivantes  : 

(X  —  ■2)x^  -h  f.v--f-  i)x  -h  3.r  ■  =  o, 
•^'  +  (  7 J  —  9)  -^  -t-  3 j'  —  2j  —  4  =  G. 

L'élimination  suivante  donnera 

f—  6}'  -h  7.3  Y  —  1 7  )  .r  +  8  >  -—8  =  0, 
( —  87'  +  8)  .r  —  i8.>  '  +  25.)^  — j'  —  2  >■  —4  =  0. 

Ces  deux  équations  ont  na  facteur  commun  j  —  i. 
Avant  de  le  supprimer,  combinons-le  avec  l'une  ou 
l'autre  des  transformées  du  second  degré  en  jr,  et  n(»us 
aurons 

x'  —  2..r  —  3  ;=  O. 

Il  y  a  donc  un  premier  système  de  valeurs,  représenté  pai- 
r  —  I  ;=  o     <'t     X-  —  "jx  —  3  =  0. 

Nous  aurions  obtenu  les  mêmes  valeurs,  mais  nous 
n'en  aurions  pas  eu  d'autres,  en  remplaçant  j'  par  1  dans 
les  équations  initiales.  Celles-ci  seraient  devenues 

.>•'  -H   2.r'  —    I  I   r  —    lî,  =  (jT  -4-  4  )  (•'■'  —  2J 3  ^  =:  o 

et 

x'  -+-  3.»-'  —  1 3.C  —  i5  =  (f  -+-  5  1  [x'  —  2x  —  3 j  =  «>. 

Dans  ces  équations  les  facteurs  x  -h  4  et  jt  -h  5  ne  peu- 

Atm.  de  Mutlu-mal. ,  2"  série,  I.  II.  ( Seplombre  ii}63.)  '•'-' 
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veut  s'anéanlir  ensemble,  et  c'est  le  plus  grand  commun 
diviseur  x^ —  2X — 3  qui,  égalé  à  zéro,  donne  les  valeurs 
de  X  correspondantes  à  j  —  1  =  0,  comme  nous  l'avions 
déjà  trouvé. 

Les  transformées  du  premier  degré  en  x  étant  mainte- 
nant débarrassées  du  facteur  commun  y  —  1  deviendront 

[Gf  —  17^^  —  8  j  —  8  =  0 
et 

(8/  +  8)  X  +  iSr  -  7/^  — 6j  -4  =  0. 

On  en  déduit 

64  (j  4-  i)^+(6/—  i7)(i8j=— 7j'  — 6j-4)==o, 
ou  bien 

-h  108  y'—   348.)^  -+-  147.'  "  +■  206  r  +  i32  =  o. 

Telle  est  la  véritable  équation  finale,  attendu  que,  dans 
les  transformées  antérieures  de  deux  degrés  ou  plus,  il  ne 
s'est  pas  trouvé  de  fonction  en  y  formant  le  dernier  coef- 
ficient de  l'une  et  le  premier  de  l'autre.  La  fonction  de 
l'espèce  8 j" -j- 8  ne  remonte  que  d'un  degré  et  n'intro- 
duit pas  de  valeurs  étrangères  dans  l'équation  finale. 

Comme  l'une  des  équations  en  x,  savoir 

(6j  —  i7).r  —  8j  —  8  =  o, 

est  assez  simple,  on  peut,  comme  il  a  été  dit  (MI)}  s'as- 
surer de  l'absence  des  valeurs  étrangères  dans  l'équation 
finale,  en  substituant  dans  les  proposées  à  x  sa   valeur 

8  r  -h  8     j       ,  .  '      j     •      j  1 

p Les  équations  proposées  deviendront  alors 

—  648^-  "  -+-  5436  r  *  —  1 5 1 0.6  j  ' 
H-  i4457:^'  -H  890J'  —  ?5oo  r  —  4224  =  o, 
—  3240 j"  -+-  269647^  —  75i5oj  ' 
H-  72687  j'  +  3744.)' —  181767  —  21 384  =  o. 


(  38-  ) 
La   icchcrrlie  du  plus   i,'ran(l  commun  diviseur  cutic 
CCS  deux  polynouit's  moiiUera  (ju'ils  valent 

loHj'  —  348 j>^  -f-  147 J'  -+-  2ofi  j  -+-  \3î 

muliipllé  respectivement  par  — 6y^-\-iiy  —  32  et  par 
—  3o)'*-f-  loSj" —  162,  c'est-à-diie  ijuils  ont  [)Our  [>lu5 
grand  commun  diviseur  l'expression  que  nous  a\ons  iiou- 
vée  pour  équation  finale,  ainsi  que  cela  doit  être. 


QIEST/OX  6n 
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Solution   dk   M.   L.   AUTOS,   d'Athènes. 


ï. 

I/équaliou  de  1  ellipse  rapportée  à  ses  axes  est 

<'^'Y'  -+-  ù'X-  =  a-b'. 

Si  I  on  appelle  ■  l'angle  de  la  tangente  ave<:  l'axe  des  .r, 
on  a 

tant;  -.  =r —  ; 

•^  nY 

le  valeurs  de  X  et   de    ^  ,  liiées  de   ces  deux  étpialions, 
sont  : 

rt^sin  s  —  II'  fos  ê 

'1         Y  z=z 


V  o-  sin's  -H  b"^  cos-e  \  «' î»in'«  -1-  b  cos's 

Soient  /une  longueur  portée  sur  la  tangente  à  partir  du 
point  de  contact,  et  x,  y  les  coordonnées  de  l'extrémité 
d(î  /;  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(^)  D' =  ^/=sin=£  4-  /'' cos'i, 


(  :^88  ) 

le  principe  des  projections  donne 

a- = /ross  H- — ■  sin  s,      j'=/sinî cose. 

L'élimination  de  £  entre  ces  deux  équations  donnera  une 
relation  entre  x  et  j^,  qui  sera  l'équation  du  lieu.  Cette 
élimination  exige  quelques  précautions. 

Divisons  la  première  des  équations  précédentes  par  n 
et  la  seconde  par  b,  élevons  au  carré  et  ajoutons;  nous 
aurons 

Cette  équation  donne  l'auxiliaire  D  en  fonction  de  x.}  : 
si  à  Téquation  [o)  on  joint  la  relation 

sin^  î  -|-  ros'î  =  i , 

la  résolution  de  ces  deux  équations,  par  rapport  à  coss, 
sins,  donnera  les  égalités 

n'^  —  W  W  —  b'- 


dans  lesquelles,  pour  abréger^  l'on  a  posé  a^  —  Z»^  =  c". 
Si,  maintenant,  on  multiplie  la  valeur  de  x  par  sine,  la 
valeur  de  7  par  cosî,  et  qu'on  les  retranche  l'une  de 
l'autre,  il  viendra 

r  sin  c  —  )  cos  î  =  D; 

en  remplaçant,  dans  cette  équation,  sine,  coss  et  D  par 
leurs  valeurs  trouvées  ci-dessus,  on  obtient  finalement 


^'>^h  ^      ■ -, 7 —^rr 

'  =  rt  <;•  y  n  -j-  -{-  I)  x'  —  a-  b^, 

t[ui  est  1  c(jnaiion  du  lieu.    Si  1  on  chasse  les  radicaux,  on 


(  ;i8y  ) 
aura  réqualioii 

[{x'  4-j--f-  r^_  /^)  {ti\y'-+-  i-.r'  —  n'l)-')  —  a'b'l^\' 
=z  4c-j:2(rt-'j'  -+-  b-x'  —  a-  b^]  [{a^j---\-  b'.c' —  b- '^n^ -^  /')J, 

qui  est  du  huiliènie  dr-gié. 

IL 

Conservons  la  forme  radicale  [y)  de  l'équation  du  licni, 
parce  qu'elle  se  prêle  mieux  à  une  discussion  facile. 

Si  l'on  égale  à  zéro  chacune  des  expressions  placées  sous 
les  premiers  radicaux,  on  a 

(i-j''-\-  b-.r'  —  h''  a^  -j~  l'    z^^  o, 
n-y  -\-  b'x'  —  a-  {b'  -+-  l')  =  o. 

Ce  sont  les  équations  de  deux  ellipses  concentri(jucs  à 
l'ellipse  proposée,  semblables  et  semblablcment  placées, 
la  première  étant  intérieure  à  la  seconde. 

La  simple  inspection  de  l'équation  radicale  (y)  de  la 
courbe  montre  que  cette  courbe  est  toute  comprise  entre 
les  deux  ellipses  auxiliaires  dent  nous  venons  de  parler, 
car  pour  tout  point  situé  intérieurement  à  la  première  le 
premier  radical  est  imaginaire,  et  pour  tout  point  exté- 
rieur à  la  seconde  le  second  radical  devient  imaginaire. 
On  voit  aussi  que  la  courbe  est  tangente  à  la  prcmi«'re 
ellipse  en  quatre  points  symétriques  deux  à  deux,  par  rap- 
port aux  axes,  les  équations  de  ces  quatre  points  étant 

.),  =±/^     j-,  =  ±:/; 

et  (ju'elle  est  aussi  tangente  à  la  seconde  ellipse  en  quatre 
points  symétriques  deux  à  deux  })ar  rapport  aux  axes,  les 
é({uaiions  de  ces  points  étant 

La   roiirhc   est   luiinc»     df   dciix    aiiiicaiix   distiin  l-  ■    I< 


(  3.90  ) 
premier  anneau  est  le  lieu  des  extrémités  de  /  comptée 
d'un  côté  de  la  tangente  à  partir  du  point  de  contact,  et  le 
second  anneau,  le  lieu  des  extrémités  de  /  comptée  de 
l'autre  côté  de  la  tangente  à  partir  du  point  de  contact. 
Ces  deux  anneaux  s'entre-croîsent  en  quatre  points  si- 
tués sur  les  axes,  et  symétriques  deux  à  deux  par  rapport 
au  centre. 

Si  l'on  suppose  que  la  tangente  à  l'ellipse  donnée  glisse 
sur  cette  courbe  de  gauche  à  droite  à  partir  de  l'extrémité 
positive  du. petit  axe,  et  qu'elle  porte  la  longueur  /  comp- 
tée de  gauche  à  droite  à  partir  du  point  de  contact,  l'ex- 
trémité de  /  dans  sa  position  initiale  marquera  le  point 
où  la  courbe  touche  l'ellipse  auxiliaire  intérieure.  Dans  le 
mouvement  de  la  tangente,  l'extrémité  de  /  s'éloigne  de 
plus  en  plus  de  la  circonférence  de  l'ellipse  intérieure, 
rencontre  l'axe  des  x  en  un  point  situé  entre  les  deux 
ellipses  auxiliaires,  et  ensuite  rencontre  l'ellipse  exté- 
rieure au  point  de  contact  de  la  courbe  avec  cette  ellipse. 
A  partir  de  cet  instant,  elle  s'éloigne  de  lellipse  exté- 
rieure, rencontre  Taxe  desj  en  un  point' situé  entre  les 
deux  ellipses  auxiliaires,  et  se  rapprochant  de  plus  en  plus 
de  l'ellipse  intérieure  la  rencontre  au  point  de  contact  de 
cette  ellipse  avec  la  courbe.  Ce  point  de  c  ontact  est  le  sy- 
métrique du  point  initial  par  rapport  au  centre,  et  à  par- 
tir de  ce  point  les  mêmes  accidents  se  reproduisent,  et 
dans  le  même  ordre  que  dans  la  première  moitié  de 
l'anneau. 

Si,  dans  le  mouvement  de  la  tangente,  on  avait  porté 
la  longueur /sur  cette  tangente  à  partir  du  point  de  con- 
tact, mais  du  côté  opposé,  l'extrémité  de  /aurait  engendré 
l'autre  anneau.  11  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  anneaux 
sont  égaux,  et  qu'on  les  amènerait  à  coïncidence  en 
faisant  tourner  le  premier  autour  du  centre  de  lellipse, 
do  façon  que  lun  des  rayons  de  1  anneau  prît  une  position 


(  ;^y  ) 

symétrique  par  iaj)poil  à   l'ave  des  j-,   ou   [»ar  lapjtoi  l  A 
l'axe  des  y. 

JII. 

Si  Ton  suppose  /  égale  à  /,éro,  1  équaliun  du   lieu  de- 
vient : 


Le  premier  l'acteur  est  imaginaire  ;  le  second,  égalé  ;i 
zéro,  donne  l'équalion  de  TeUipse  proposée,  comme  cela 
se  voit  à  priori. 

Si,  dans  l'équation  (y),  on  suppose  h  =  a,  d'où  c  =  o, 
cette  équation  devient 


\J —  i)  v'-r'H-/'  — rt-  —  P  =  (). 


On  voit  donc  que,  lorstpie  l'ellipse  .proposée  dégénère 
en  cercle,  le  lieu  (y)  se  réduit  à  un  cercle  concentrique 
dont  le  rayon  cst\a^H-/*,  ainsi  qu'on  peut  le  recon- 
naître directement. 

Terminons  par  l'énoncé  des  deux  théorèmes  suivants, 
qui  se  démontrent  sans  difficulté. 

1**  Lorsque  la  tangente  à  l'ellipse  proposée  a  [lareouiu 
toute  la  circonférence  de  cette  ellipse,  la  longueur  /  a  ba- 
layé une  aire  égale  à  l'aire  du  cercle  de  ravon  /. 

2°  La  normale  à  la  courbe  en  un  point  s'obtienl  en 
construisant  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle  dont  les 
deux  côtés  soni  :  le  prenùei",  la  longueur  /  eornplc'e  sur  la 
tangente  à  l'ellipse  donnée  au  point  correspondant,  a 
partir  du  point  de  contact  ;  et  le  second,  le  rayon  de  <  our- 
hure  en  ce  point  do  la  même  ellipse  (*). 

I,*)  M.  Aiilos  est  |>iio  lie  (K-inuiilriT  i  (>>  iloiiv  |ii  i>|n>kiii.ins      (». 
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NOTE  SIR  LA  TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES; 

Par  m.   V.-A.    LE  lîESGUE, 

Correspondant  de  l'Institut. 


I. 

La  transformation  des  coordonnées  rectilignes,  soit 
dans  un  plan,  soit  dans  l'espace,  devrait  se  faire  par  des 
formules  semblables. 

Si  une  droite  OM,  rapportée  à  trois  plans  coordon- 
nés O.xy,  Oxz,  Oj^z,  faisant  un  angle  trièdre  de  som- 
met O,  et  ayant  pour  arêtes  Ox,  Oy,  Oz  sur  lesquelles 
se  comptent  les  coordonnées  positives,  a  pour  équations 

i)  -  =  —=-, 

abc 

a,  è,  c  étant  les  coordonnées  d'un  point  M  pris  à  une 
distance  OM  =  i  de  l'origine,  on  aura  l'équation  de 
condition 


,      ,       \  OM    :=    1    =r/--hZ>^+  c' 

f   -\-  0.  ftccos(  >',  c  )  +  2r(7Cos  (z,  .ry  +  2  «^cos  [^x,  y). 

Il  faut  remarquer  que  a  étant,  sur  l'axe  des  x,  la  lon- 
gueur de  la  projection  de  la  droite  OM  =  i,  obtenue  en 
menant  par  le  point  M  un  plan  parallèle  au  planj^Oz,  la 
projection  d'une  longueur  /',  prise  sur  cette  droite  à  partir 
du  point  O  et  dans  le  sens  de  OM,  sera  égale  à  av. 

D'api'ès  cela,  si  l'on  prend  trois  nouveaux  axes  de  coor- 
données, passant  par  la  même  origine  O,  et  ayant  pour 
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équations 

-    :=—=!-■,       axe  des  j', 
l  rt  b         c 

(3)  '  —  —  —  =z  —1     axe  des  y', 

f    '         J  -  j        / 

-77  ==  77/  =  -7/  '       3"*^    des    3  , 
\  a  h  c 

les  nouvelles  coordonnées  étant  x',  )  ',  z' .  on  aura 

!^-  =  aa:'  -f-  fl' j'  -|-  a"  z  , 
y=bx'^b'y'-{-b"z', 
,    c  =  ex'  -\-  c' y'  -f-  c"  z' , 

et  les  trois  relations 

1  =:  fi-  -\-  b'  -k-  c- 
l  -(-  ibc  cos  (j,  z)  +  2rrtCOS(z,  x)  +  2  ('/Z;cos(.r,  >-), 

I  =  (,'■  -\-  b''  H-  c'-' 
-I-  .i/''c'cos   /,  z)  -+-  i?.c'a'cos(z,  x)  +  ■?.n'  b' cos{.r,  y  j, 

+-  2 />'"c"cos(_>",  z)  -f-  ar'V/'ros  (z,  x)  ■+-  -i  a" b'\o%[x,  y). 


(5) 


Si  ion  pose 
(6)      A  =  r/(/0'c" — c'b")  ->r  b   c'a"  —  ti'c")  -\r  c  {a' b"  —  h' a"), 
les  é(jualions  (4)  donneront 

,  \x'  =  [b'c"  —  (:'b")x+  [c'a"  -  a'c")y  ->r  {ab"—b'a")z 
l  =  <7|X -f- r/'|_^ -f-/?"  z, 

I  Ar'=  (i"t'  — r"Z»).r -I-  [c" a  —  a" c  y  -\-  (a"  b  —  b" a)z 
^''      j  =b,x-^b\y^y\z, 

\  Az'  =  (/»c'  —  fi'j.r  -h  [en  —  ar'  y  -t-  [nb'  —  ba')z 

\  ^CiX  -{-  c\  y  -f-  r"  :. 

J-e  plan  qui  passe  par  les  dioiles  ()> ',  O-'élanl  repic- 
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seule  par 

Lj"  -f-  M/-I-NZ  =  o, 
on  aura 

La'-i~Mb'-h  xN c'  =  o,      ha"  -h  M b" -h  Ne"  =  o, 

d'où  l'on  tire 

L  M  N 


b'c"  —  c'b"        c'a"  —  n'c'  ~  a' b"  —  b' a" 
OU 

L  _  M  _  N 

a  I         a\  a\ 

On  aura  donc  les  équations  suivantes  : 

i'  <7|.r-f-  rt',  y  -I-  «"  ?  =  o,      pour  le  plan    >'0z', 

(8)         '    b^x -\-  h  ^  y  -\- b\z^=^o,      pour  le  plan  z'0.r', 

Ci  j:  +  c',  y  -f-  c'i  z  =  G,     pour  le  plan  x'0>''. 

Si  l'on  admettait  que  les  trois  droites  Ojr',  Oy\  Oz' 
fussent  daus  un  même  plan,  on  aurait  de  plus 

Lr?  H-  ]M(5'  -hNc  =  o, 
et  par  suite 

f,[b'c"  —  c'b")-\-  b  [c'a"  —  n'c")  -f-  c[n'b"  —  b'ti")  =  A  =  o. 

Cette  équation  ne  peut  avoir  lieu  quand  les  trois 
droites  Ox',  Oj',  O  z'  ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 
comme  il  arrive  dans  la  transformation  des  coordonne  es. 

II. 

Pour  l'application  suivante,  il  faut  trouver  1  équation 
d'un  plan  tangent  à  la  surface  à  centre 

(/-/)  7.x- -t-  a'  )  '  -h  yJ'  z^  =  I 

et  parallèle  au  plan 

[b]  a,x-\-(i'  y  4-  r/".  c  =  o. 
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Il  faut  donc,  en  représentant  par  x',  j ',  z'  les  coordon- 
nées du  point  de  contact,  identifier  les  é({uations 

a jT.r'  -+-  «'>')'  4-  a"cz'  =  i ,       n,.r  -\-  a\  y  4-  u'\  z  =:  o, 
en  supposant 

On  a  donc 


'X  y    —  —^       a.    z 

0 


ou  encore 


n. 


.r  V  a  =:  --= ,      jr'  V  x'  =   -^  ,      s'  v''^."  — 


3  \  y.  0  y/a'  -î  ^  a" 

et  comme  l'on  a 

on  en  déduira 

a  "'        «',  ■        a"  - 

0  •■  =  —  -J ^4 ■ 

y.  y.'  y. 

Le  [)]an  langent  est  donc 

/   \  /  ti  / "\       "\  '       "">  ' 

(f)  r/,.r  4-^',  r -f-^'i^^  V/—  H ^H T" 

V      7.  a  a 

Comme  le  radical  peut  prendre  le  signe  -f-  ou  le  signe  —  1 , 
il  V  a  deux  jdans  tangents  parallèles  au  plan  (A). 
En  élevant  au  cane,  on  a  léqualiou 

,   /■/ j'.r-' 4- <?', ';^-l-(7" ':^-|-2<'/',  "',.>:  4-  2«,  ii  ^zj  ^~>.n^ti\  .1  > 

I  '/ )    ',  ti  ^         11',  '        d"  ' 

=  —  +  -'r  -h  -,r 
\  y.  u  y. 

poui'  le  système  de  ces  deux  plans. 

in. 

Soii   une  snrl.uf  du    second  d<i;ié,  .i\anl  son  kuIm-  ;i 
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l'origine  et  représentée  par  Téquation 

[e]     A.r'-hA'f'-h  A"z'-{-  2Br;  +  sB'cjr  +  2B"j"j  =  D. 

Si  1  on  fait  disparaître  les  rectangles  en  transformant  les 
coordonnées  par  les  formules  (4)  et  que  l'on  trouve  ainsi 

(/)  A,.r'^4-A',/^H-A",2'-'  =  D, 

on  repassera  à  l'équation  (e)  au  moyen  des  formules  {y). 
et  comme  on  obtient  ainsi  l'équation 

on  trouvera,  en  identifiant  celte  équation  et  l'équation  (e), 


A  =-(A,«;  4-A>;+AV^), 
A'=  jjA,r7V  +  A>V+A>',^j, 


A"=-(A,«V-f-A>",^  +  A",<=), 


B  =  -  (  A,«',  a'\  -+-  A',  b\  b'\  -h  A"  c\  c\  ) , 
B'  =  ^  (  A,  «>/,  4-  A',  b'\  /;,  +  A",  c\ .-,  ^ , 


B' 


—  (A,(7,c/,  +A',  i,(!'',    H-A"cif",). 


Si  l'on  prend  une  seconde  surface  à  centre  ayant  pour 
équation 

(  //  )  a  X--  -f-  a',)-  4-  a"  2^  _-  i  , 

et  que  l'on  mène  des  plans  tangents   parallèles  aux  plans 
conjugués  delà  surface  (e),  plans  dont  les  équalions  for- 


(  3y7  ) 
ment  le  système  (8),  on  aura,  d'après  It-cjuaiion  {ri),  les 
trois  équations  suivantes  : 

/  r/;'.r'-+-  «','/'"+'  "",  ^z'-f-  2û'|0",  jz -4-20"  «,2.r  4-  7.rt,n',  xj- 


b  ;  .r'  +  //,  =  >  '  H-  ^"  ^r'H-  2  h\  b'\  yz  +  ?.  h'\  hr-r-\-ib,  h\  ry 

a  a'  a" 

C^-r-  ■+■  r\  '  v'  -t--  c'\  z'  -\-  :>.  c\  r'\  yz  -+-  2  c"  c,  3.->-  -I-  2  r,  r',  .r>- 

^■,         <^?        cV 
=  —  -+-  -y  4-  -77  • 

a  '>..  a 

A  A 

Multipliant  la  première  par  —-,  la  seeonde  par      '  el  la 

A",  .  ,        , 

iroisieme    par  -^  1  on    trouvera   en   ajoutant,    membre  ;t 

membre, 

A         A  '        A  " 
(/■)     Ax--|-A'r'-f-A"c-^H-2Brz-1-?.B'2j.-+2B".r>  =-+-H — ^. 

y.         y.  V. 

Celle  équation  représente  le  lieu  des  soinnicts  des  an- 
gles irièdres  circonscrits  à  la  surface  (//)  et  dont  les  faces 
sont  paiallèlcs  aux  plans  conjugués  de  la  surface  [e). 
Ce  lieu  est  donc  une  surface  liomolhéliquc  de  même  centre 
que  la  surface  (e).  Aulrement dit,  elle  lui  est  concentrique, 
semblable  et  semblablement  placée  (*). 


(")  La  recherche  de  ce  lieu  a  été  proposée,  il  y  a  trois  ou  quatre  ans, 
m  Concours  généra)  des  lycées  de  Paris. 


(  39i8 


EXTENSION  Wm  THEOREME  DE  MONGE; 

Par    m.   Gustave   DUBOIS, 
Professeur  de  Mathématiques. 


Théorème.  —  Le  lieu  des  somnitts  des  angles  trièdres 
circonscrits  à  un  paraboloïde  du  second  ordre  S,  et  dojit 
les  faces  sont  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  con- 
jugués d'une  su/face  à  centre  du  second  ordre  S',  est  un 
plan  parallèle  au  plan  diamétral  de  S'  conjugué  des 
cordes  parallèles  à  Vaxe  du  paraboloïde  S. 

Soit 

>^  z- 

1 h  -c  =  o 

■2JJ         2  y 

l'équalioa  du  paraboloïde  S. 

On  n'ôtera  rien  à  la  généralité  de  la  question  eu  sup- 
posant que  la  surface  S'  a  son  centre  à  l'origine,  et  que 
par  conséquent  son  équation  est 

(i)     kx-  -h  A' y''  +  A"z'-  -h  2  Bjz  -j-  2B'.rs-f-  2B".ri  =  i  . 
Cela  posé,  soient 

/y  =:  /jr  +  l'y  -(-  l" z  r=  O, 
q  =  ni.7-  -\-  m'y  -+-  m"z  =  o, 
r:i=  n.v  +  II' j   -|-  n"z  =  o, 

les  équations  de  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  la 
surface  S' ^  on  pourra  mettre  Féqualion  de  cette  surface 
sous  la  forme 

En  identifiant  avec  l'équation  (i),  on  trouve  les  équa- 


(  399  ) 
lions  tic  condilion  : 

'  K/'     4-  K'„r       -+-  K"«'      =  A, 
R/"H-K'///"      -hK"//''    —A', 
K/"'  -h  R'///"'     4-  K"//"^'  =  A", 
K/'/"+  K'«/'///"-(-  K"«'«"=  lî, 
K//"  -h  K'/iifn"  -h  K"/if,"  =  IV, 
Kll'    -\~  K'/iini'   4-  K"nfi'  =  B". 

IMainlenant,  les  équations  des  plans  tangents  à  S  et  pa- 
rallèles à  /f  =  o,  -y  =  0,  /•  =  o,  sont  : 

,  „  pm'^  -\-nn,"^ 

iiix  H-  ///  y  -{-  ni    z  =z 


nx  -|-  «'r  -h  ri" z  ■= 


0.111 


qn 


ce  qu  on  peut  éeiire  : 

•>J-x  -+-  ?,//'.>'  -h  llt"z  =  pi'-"  -H  7/"', 
9.  w^.r  -(-  2 III /II'  y  -h  2  inin" z  =  /^'//''  +  fini"-, 
■}.fi-  .r  -h  o.nn'y  -\-  T.riii" z  =1  pri''  -f-  </«"■'. 

Si  l'on  ajoute,  après  avoir  multiplié  respecliveujent 
par  K,  K',  K",  on  trouve,  en  tenant  compte  des  condi- 
tions (2), 

(  3  )  2  A  .r  +  2  B",)  4-  ■?  B'  c  =  ;;  A'  -+-  y  A  "  : 

c'est  Téq nation  d'un  plan  parallèle  au  plan  diamétral  de  S' 
conjugué  des  cordes  parallèles  à  la  droite 

I  z  =  o, 

f|ui  n'est  autie  c|ue  l'axe  du  parabtdoïde  S. 

Conilldiii'.  —  l.i'licu   <l<'s  -'(xnincis  des  auizles  trièJres 


(  4oo  ) 

trireclangles  circonscrits  à   un    paraboloïde   est  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  de  ce  paraboloïde. 

Car,  si  la  surface  S'  devient  une  sphère,  l'équation  du 
plan  (3)  se  réduit  à 

2 

Dans  le  cas  du  paraboloïde  de  révolution,  on  trouve 

dans  le  cas  du  paraboloïde  hyperbolique  équilatère,  on 
trouve 

j:  =  O. 

Scolie.  —  Pour  que  le  plan  (3)  soit  perpendiculaire  à 
l'axe  du  paraboloïde,  il  suffit  que  la  surface  S'  ait  l'un  de 
ses  axes  parallèle  à  l'axe  du  paraboloïde. 


PLAN  OSCllLATEUR  A  L'INTERSECTION  DE  DEUX  SIRFACES 
HOMOFOCALES; 

Par   m.   HOUSEL, 

Professeur. 


On  trouve,  au  tome  XVII  des  Nouvelles  Annales , 
p.  242  et  243,  différentes  propositions  énoncées  par 
M.  Heilermann  sur  les  surfaces  du  second  degré.  M.  Val- 
son,  dans  la  thèse  qu'il  avait  soutenue  en  i854,  les  avait 
de  son  côté  obtenues  et  même  démontrées,  excepté  la  pre- 
mière que  voici  : 

Par  un  point  quelconque  d'un  ellipsoïde  passent  deux 
lignes  de  courbure  et  deux  plans  osculateurs  à  ces  lignes; 
ces  plans  coupent  le  grand  axe  en  deux  points  P  et  Q  : 
prenons  sur  ce  même  axe   deux  points  F  et  F'  à   égale 
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distance  du  cenlre  O,  Icis,  que  les  qualrc  points  F,  P,  Q,  F' 
forment  une  relation  harmonique  ;  les  points  F  et  F'  sont 
fixes,  quel  que  soit  le  point  de  rellipsoïde. 

Ce  théorème  nous  semble  inexact. 

Cependant  M.  Dcvvulf  a  cherché  à  le  démontrer  [Nou- 
velles Annales,  l.  XMII,  p.  46);  mais  sa  démonstration 
est  fondée  sur  le  théorème  suivant,  qu'il  se  contente 
d'énoncer  et  qui  nous  paraît  également  douteux  : 

Le  plan  osculaleur  à  V intersection  d'un  ellipsoïde  par 
un  h)  perholoïfle  liomofocal  est  tangent  à  cet  liyperbo- 
loïde. 

S'il  en  était  ainsi,  il  semble  que  ce  plan  devrait  être 
aussi  tangent  à  rellipsoïde,  puisque  l'intersection  est  à  la 
fois  une  ligne  de  courbure  des  deux  surfaces  :  ainsi,  le 
long  de  cette  ligne,  ces  surfaces  auraient  des  plans  tan- 
gents communs,  ce  qui  est  impossible,  puisqu'elles  se 
coupent  à  angle  droit. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  allons  faire,  par  une  méthode 
diiférente,  les  calculs  fjui  seraient  nécessaires  pour  véri- 
fier, si  cela  était  possible,  le  théorème  de  M.  Heilcrmaun: 
nous  conserverons  les  notations  de  M.  Dewulf. 

I.   Indiquons  par 

J,2  •>■'         z' 

(r         Ir         <■■ 

les  écjuations  d'un  ellipsoïde  et  d  un  hv})crboloï(le  homo- 
focaux  passant  par  un  même  point  dont  les  coordonnées 
sont  a:,,  j^i,  z,  ;  elles  donneront,  en  les  appliquant  à  ce 
point  : 

II'—  //-(«' -h  /.î-|-,'_.r;  —  y]  —  z]  }+a'b'-\-a'c'  -+-  h' r^ 
-  x\  [b---^c')-r]  [a'  +  c^-)-  z]  («'H-  b')  =  o. 

Soient  II].  Il]  les  racines  de  cette  équation,  nous  suppo- 

Ann    dr  Mothrwat.,  •j'".sérip,  \.  11.  i  Septembre  iSfiS.)  ?-0 
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serons  que  u'^  esl  leniplacé  par  Tune  iVclles  dans  l'équa- 
lion  de  l'hyperboloïde. 

Il  fant  donc  calculer  la  dislance  à  laquelle  la^e  Ox 
(nous  n'avons  pas  besoin  de  supposer  que  ce  soi  lie  grand 
axe)  est  coupé  par  le  plan  osculaleur  correspondant  à 
11^  =::  iil  :  nous  allons  d'abord  faire  ce  calcul,  non  pas 
seulement  pour  le  poinl  donné,  mais  pour  un  poini  quel- 
conque de  la  ligne  de  courbure,  représenté  par  x,  y^  z. 

On  sait  que  l'équation  du  plan  osculaleur  en  ce  point 
<-si 

(f^yci'z  —  dzd'y)  (  ;  —  .r  j  -+-  (  (hrP.r  —  <Urr-z)  {r,  —  y) 

-T-  [dxd'^y  —  dyd-  x)  ['C  —  z)  =  o  ; 

mais  prenons  x  pour  variable  indépendante,  et  posons 
y;  =  o,  ^  =  o,  puisqu'il  ne  s'agit  que  de  rinlersection  du 
plan  avec  Ox\  il  reste 


■)    z    —  z   Y 


IL   Éliminons   x'^  entre  les  équations  des  surfaces,  il 
vient 


ou  bien 
en  posant 


h''{b''  —  u']         cHc- —  11^ 


h"-  —  a'     r^  —  u- 

cl 


I , 


//■      (■■■'  —  a'^      h'  —  ir 

En  différen liant  deux  fois  cette  équation,  on  a 

zz'  =  A yj>',        z''  -i-  zz"  =  ),  (_■)  '=  -1-  Yj" ). 
Mais  l'équation  de  l'ellipsoïde  donne  aussi 

zz'         Y  y'         X  z'-'  -f--  zz"  y''  +  yy"  l 

c^  II-  a^  r^  h'  n'- 


(  4";i 

par  <"onsé(|U('Mi. 
el  si  nous  posons 


h'  A  -4-  f'  =  i , 


il  resit 


;iinsi  que 

, \0  <•  p X 

d'  z 
oii  aura  de  même 


'   --f-.vy" \_ 


r>l  _1_    ,," 


b-c'ù  n'  h'c-ù 

De  là  on  tire 

h-  c-ù  {II-  >^  -f-  h-c-ox 

y  = 


Subsliluanl  toutes  ces  expressions  dans  la  \aleuide  'i  —  .r. 

supprimant  le  facteur -'  >  commun  a  >'   et  a  r  .  el 

ri  q\ 

ayant  éj;ard  à  ce  que  y'  el   z't<nt  aussi   le  signe  —  .    «m 
trouve 

"  ~"      ~  bWox  r  ).    «=j'  -H  b^c^û.r^)         \{a^z'-\-  Ib'ro.r]  I 


f^px  r 


i  /^  V ox  f  z'  { «-.»  '  -I-  A»  r'p.r'  ^  —  r'  («»2'  -h  >  *  Vp  J'  )  J  ' 

26. 
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simplifiant  dans  le  dénominateur,  on  a  encore  : 

Enfin,  snpprimant  nu  facteur  commun,  on  a 

a-[ofy-c''.r-  (z^  -f-  '/-Y')  +  fl-z'' r^] 

III.  II  faut  maintenant,  dans  cette  expression,  rem- 
placer j'  et  z  en  fonction  de  x.  Les  équations 

—  +  71  4-  -r  =  I ,      ft     ^'  =  '/^j'  +  7 
«-         y'        c' 

donnent 
et  il  reste 

^ ! :=  pu'c''x'[z^-\-lj-)-j-z''b''p[a^c'' — c^.t' — rt'7), 

ou  bien,  en   réduisant  et   supprimant  le  facteur  com- 
mun b'  p, 


;  — x)  \b-c*  ox'       c^ .r''\  b^ p  (a' c^ —  c'.r- — a- -A 

' — -—  ^— --^z'[ac' — «'7' 


supprimant  un  terme  commun  de  part  et  d'autre,  on  a  : 

^ — =:c-x-).o'p(c'  — 7)-|-  (c- — 7)[<3^7  -\-\b''p[a'c'^ — c'^x- — «'7)]. 

Une  nouvelle  simplification  donne  encore 

Elb-c*ûx^  ,  ,         ,  .       , 

IV.  Parmi  les  quantités  auxiliaires,  nous  nous  propo- 
sons actuellement  de  ne  plus  garder  que  p.  Pour  cela, 
nous  commencerons   par   résoudre,   relativement  à   //*, 


(    lof)    ) 
I  équaliuii 

ci  (a' —  b']  {u' —  ,■•) 


b'  [<•■  —  a')  [u'—ù'y 
d'où  Tou  lire 

>é'(c'  — «n  -  r«  (a'— /r 
m'  = 


lb^c'  —  a')  —  c^-  (a'_  b')' 
(Jonc 

,  _     ,  _       lb^(c'  —  a^)  (c»  —  ^>') 
'   ~  "  ~"  >6»^c»  —  «')  —  c'(a' — b^]  ' 
et 

_r2(c»—  «')  lb'c'(c'—b') 


Remplaçant  d'abord  y  par  celle  valeur  dans  la  dernièie 
fonclion  de  ç,  nous  aurons,  en  supprimant  A  comme  fac- 
teur commun, 


'a'        ~ 
Mais  aussi 


a^  Ib^i^c' — f,-']-{-c'ib'  —  a')'^      °^^        ''' 


).b'  =i ! — 


substituant   cette  valeur,   réduisant  et    supprimani    h^ ç, 
comme  facteur  commun,  on  aura 

a>  c^^[b'  —  c^-}-\-c^—u''     ^'^         ''■ 

V.   Alln  d  achever  celte  transformation,    il  laut  aus.si 

[)oser 

I  —  f^û 
A  b'  = 

dans  la  valeur  de  y  pour  obtenir  t' —  y  j  on  a 

_  c^c^—  b-)  (l  —  pc')  __  r'(«'— Z>')--r';.(«.'— A-) 

^~  (c»  — rt';(l  — pt-')  — |->c'(rt'— 4'j~    r=— «■-+-  r'p(6'— f'j  ' 
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et 

Donc  enfin, 

gç'x-        c-{b'—a')[r'[r'  —  b')  -i-c\b'—a')] 
a*  [r-'p  (  //'  —  c-  ;  -\-  c-  —  cr  ]-' 

c'  [  b^ —  a-  '  (c^  —  a'-) 


et 


H.r'  (  b-  —  a'  )  (  r' —  (•/- 


a' 


P\ 


I  b-  C-  :    -\-   c'  fl' 


VI.  Ou  trouve  ainsi  la  valeur  de  |  en  fonction  de 
l'abscisse  x  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  de  courbure 
qui  correspond  à  l'un  des  hyperboloïdes.  Mais  si  ce  point 
se  confond  avec  le  point  fixe  représenté  par  o^i,  /i,  2i,  il 
faut  considéi-er  les  deux  lignes  de  courbure  et  les  deux 
valeurs  de  l  qui  sont  alors  OP  =a,  OQ  =:  (3,  l'une  re- 
lative à  u],  l'autre  à  u] ,  chaque  valeur  de  u^  correspon- 
dant à  une  valeur  de  p. 

M.  Dewulf  observe  que  le  théorème  de  M.  Heiler- 
mann  exige  que  le  produit  3:,3  soit  constant  :  nous  recon- 
naîtrons bientôt  que  cette  constance  n'existe  pas,  mais  il 
sera  facile  de  voir  qu'elle  serait  en  etlet  nécessaire  pour 
la  vérité  du  théorème. 

Imaginons,  dans  l'ordre  suivant,  les  points  F',  P,  F,  Q 
et  le  point  O  à  égale  distance  de  F  et  de  F'  5  posons 

OF  1=  OF'  =  3. 

Si  les  quatre  piemiers   points  sont  en  division  harmoni- 
que, on  a 

PF .  F'Q  =r  PF' .  FQ , 

ce  qui  revient  à 

ô  —  y.)  [6  -+-  p)  zz^lj  -i-  y.){(;i  —  3)  ; 
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pai-  conséquent  â^  =  y.^^^  cl  comme  il  s'agil  de  vérifier  si  o 
est  constant,  il  faut  calculer  3!,3. 

Relativement  à  l'une  des  lignes  de  courbure,  la  dei- 
nière  fonction  de  \  donne  pour  le  point  fixe  : 

rj.x\   _        [b' — fl-)(f'— a') 
~^  ~  [c'ojb'  —  f'j  -+  c'—  a^Y  ' 

l'autre  ligne  donne  pour  le  même  point 

p^l  _         (//-—  a']  (c^  —  a') 
""*"  ~~  [c*p.  (  b^ —  C)  ■+■  c^  —  n'  j'  ' 

Multipliant  ces  valeurs,  on  obtient 

3xi  _  (6»— rt2)(c-— a') 

a*  c^ p„ p,  (  b- —  c^  f'-f-  c\  b^—  f ') (  c' — «')(  po  -+-  pi)  -t-  (^■■—  f '/• 

Il  faut  donc,  pour  calculer  ^oOi  «^t  po-hpi,  obtenir 
l'écjuation  en  p -,  pour  cela,  on  pourrait  exprimer  u'  en 
fonction  de  p  et  transporter  cette  expression  dans  1  équa- 
tion en  ir -^  mais  cette  méthode  serait  pénible. 

Vil.  Kliminant  X  entre  les  équations  dillérentielles 
des  deux  surfaces,  on  a 

b'  —  «•'  \[c'  —  fi-  ) 


b- (  b-  —  «-'  )        c^  {&'  —  h')~ 

Mais 

c-ic'—u^)        ,,    ,  b^—a-  A 

7  =  i   OU       - — r-, r  -\ =o» 

'  c'  — «'  b'{b'—n')         7 

<'t  1  on  en  lire  aussi 

^»'  —  «^  =r 

On  a  donc 

cHb'  —  a')  X 


b->[c'{b'-c')  -\-y{c^—rt')\        y 
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et  comme 

7  =  2'  —  xx\ 
il  reste 

V by  {c'—  a')  -h^cy  [b'—  a')  —  b' c'{b'—  c')  —  b' z'{c-'—  a-}\ 

—  c-  z^[b-  —  a^)  =  o. 
Posons 

_  b'{c'  —  a')  h'{b-'  —  c') 

A  r—, 5  B  ^:=   ; ? 

celte  équatiou  devient 

X-^A^-+X(/-— A;^— B)— Z-=r:o. 

Remplaçons  /  par  — — — -^  nous  aurons Téquation  en  p  : 

Ar'{c'p  —  ii'-\-b'p{c'p  —  i){Az'-hB  —j']—b'p'z'  =  o. 
Le  coefficient  de  p'^  est 

(  A  c»  —  b'}  (  c\r'  -\-b'z')-}-Bb^  c\ 
Mais  l'équation  de  l'ellipsoïde  donne 

c'y-  +  b'z'  X' 


et  de  pli 


hUc^-.b^) 


donc  ce  coemcient  revient  a • 

Le  coefficient  de  p  sera  , 

—  2  A  c-y^  —  b'{  A 1=  +  B  —  j'). 

Pour  éliminer   d'abord  z-,    nous  écrirons  ce   coefficient 
sous  la  forme 

—  A(2r-\>=   -f-  ^'c-)  +  b""}'  —  b-h. 
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ce  qui,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  levienl  à 

^— ^  —  Acv'  -i-  b'y-  -  b^  B. 

Comme 

b^  —  Ac'  =  H, 
il  reste 

OU  enfin 

Enfin  le  terme  indépendant  sera  A>*.  Si  donc  nous 
posons,  pour  abréger, 

b^c\T^ 

I  équation  eu  p  devient 

B<-p-  —  p(B/'  +  A/-  —  ^')  -h  A  V-  =  o, 
d'où 

6'  —  B/^—  Ar'  A  Y- 

N+P'=  B? '      ^'^'=-tF' 

VIII.  Avant  de  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression 
de  ^,  observons  que  celle  qui  donne  a  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

^  A  \  '  c*(^'—  r'J'         ' 

.?•-*- b) 

ou  bien 

a  J-,'  r''  (  ^'  —  «•)  (t-  —  a-) 


(  4>o  ) 

De  même 


AV 


et  par  conséquent 


Oi-,  nous  aurons 

A,  ,         /A\-        A  /y'       /j'  —  Br;  —  \t'      A 

A  b'        A  a'  b' 


car  il  s'agit  ici  du  point  donné  sur  l'ellipsoïde. 
Ainsi 

a-     ~1FÂ  [b-—c^y  ' 


b^A         [b'  —  a^;{r-  —  ti^)^ 
d'où  enfin 


Les  intersections  des  mêmes  plans  osculateurs  avec  les 
autres  axes  donneraient  de  même  les  quantités 

On  voit  que  ces  résultats  sont  très-simples,  mais  qu  ils        i 
dépendent  de  la  position  du  point  pris  sur   la  surface. 
Ils    sont    donc   en    contradiction    avec   les     énoncés    de 
M.  Heilermann  et  de  IM.  Dcvvulf. 


(  4.1  ) 


Mil  SIJR  L'ARTICLE  PRECEDENT. 


Si  les  résultats  du  calcul  de  M.  Housel  sont  en  con- 
tradiction avec  les  théorèmes  énoncés  (t.  XVII,  p.  242), 
cela  tient  à  ce  (juc,  dans  les  énoncés  de  ces  théorèmes,  on 
a  confondu  les  plans  osculateurs  aux  deux  lignes  de  cour- 
bure passant  par  un  point  de  l'ellipsoïde  avec  les  plans 
des  deux  sections  normales  principales,  en  ce  point;  la 
démonstration  elle-même  de  iM.  DewuH  (t.  XMII,  p.  46) 
le  prouve,  car  les  plans  tangents  aux  deux  byperboloïdes 
considérés  dans  cette  démonstration  sont  préciséuîcnt  les 
plans  de  deux  sections  normales  princijjalcs  de  l'ellip- 
soïde. C'est  ce  qui  résulte  assez  clairement  de  la  propo- 
sition suivante  : 

Deux  surfaces  du  second  degré  hoi/iofoca/es  cl 
d'espèces  différentes  se  coupent  partout  à  angle  droit, 
et  leur  intersection  est  une  ligne  de  courbure  pour  cliu- 
cune  d'elles  (*). 

Ainsi,  les  deux  byperboloïdes  bomolocaux  à  1  ellip- 
soïde et  passant  par  un  point  M  de  sa  surface  coupent 
l'ellipsoïde  suivant  deux  lignes  de  courbure;  les  tan- 
gentes MA,  MlJ  à  ces  deux  lignes  sont  rectangulaires,  et 
déterminent  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde,  en  M^  la  nor- 
male MC  à  la  surface  appartient  à  la  fois  aux  deux 
plans  qui  touchent  les  deux  byperboloïdes  au  jiointiM; 
l'ii  outre,  ces  deux  plans  passent,  l'un  par  MA  et  laulic 


(*)  Peut-être  n'est-il  pas  inutile  de  rappeler  que  celte  importante  pro- 
position est  due  à  M.  Cli.  Dupin.  On  en  trouve  la  démonstration  dans 
roiivra[;e  publié  en  i8i3  sous  ce  litre:  Dévclop/ieinents  de  Oéomètrie.  I.e 
iiii''nie  ouvrage  (ait  connaître  le  moyen  de  décrire  par  un  mou\emcnl 
I  iMitiiiu  les  lipiies  de  courliuii'  îles  surl'ares  du  second  degré 
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par  MB  :  ils  coïncident,  par  conséquent,  avec  les  plaus 
des  deux  sections  normales  principales  de  l'ellipsoïde,  au 
point  M  de  sa  surface. 

D'où  il  faut  conclure  que  la  proposition  démontrée  par 
M.  Dewulf  est  celle-ci  : 

Les  plans  de  deux  seclions  normales  principales  en 
un  point  quelconque  de  V ellipsoïde  coupent  le  grand 
axe  de  la  surface  en  des  points  tels,  que  le  produit  de 
leurs  dislances  au  centre  est  invariable. 

La  valeur  de  ce  produit  est — —  >  en  nom- 

mant  aa,  2^,  2c  les  trois  axes,  et  supposant  a]>>  b  ^  c. 
Si  l'on  prend  sur  le  grand  axe,  de  chaque  côté  du  ceu- 

tre,  des  longueurs  égales  a >  on  aura 

deux  points  F,  F',  qu'on  a  nommés  points  focaux. 

L'énoncé  du  second  théorème  (t.  XMI,  p.  242)  donne 
lieu  à  la  même  rectification.  Conformément  à  la  démons- 
tration de  M.  Dewulf  (t.  XVIII,  p.  48),  il  faut  dire  : 

Si,  par  les  points  focaux  F,  F'  ef  par  une  normale  en 
un  point  quelconque  M  de  l'ellipsoïde,  on  fait  passer 
deux  planSj  les  angles  quils  forment  entre  eux  sont 
divisés  en  parties  égales  par  les  plans  des  sections  nor- 
males principales,  en  ce  point. 

Il  s'ensuit  que  les  deux  plans  normaux  menés  par  uu 
point  quelconque  M  de  l'ellipsoïde  et  par  les  points  F,  F', 
coupent  la  surface  suivant  deux  ellipses  qui  ont  au 
point  M  des  rayons  de  courbure  égaux. 

A  l'égard  des  autres  théorèmes  mentionnés  (t.  XMI, 
p.  242),  il  n  y  a  aucun  motif  pour  modifier  leurs  énon- 
cés, ni  pour  douter  de  leur  exactitude.  Plusieurs  d'entre 
eux  se  vérifient  sans  la  moindre  difficulté.  Par  exemple  • 

Les  normales  à  V ellipsoïde  menées  par  les  ombilics 
coupent  le  grand  axe  aux  deux  point ":  focaux.    Il   est 


(  4i3  ) 
larile  de  sVn   assurer,  puiscjue  l'on  ccnnaît  les  eoorclon- 
liées  des  ombilics  cl  des  points  focaux. 

Deux  sphères  qui  ont  pour  rayons  ces  normales  et 
pour  centres  les  points  Jocaux,  sont  égaies,  et  touchent 
rr-Ilipsoïde  aux  ombilics.  C'est  là  une  conséquence  de  la 
proposition  précédente. 

Ces  deux  sphères  ont  été  nommées  sphères  focales. 

Pour  tous  les  points  d'une  li^nc  de  courbure  de  l  ellip- 
solde,  et  selon  que  cette  ligne  appartient  à  l'un  ou  Vautre 
des  deux  systèmes,  la  somme  ou  la  différence  des  tan- 
gentes  menées  aux  deux  sphères  focales  est  constante. 

Celte  proposition  a  été  démontrée  par  M.  \'aIson,  et  la 
démonstration  qu'il  en  a  donnée,  au  moyen  des  coordon- 
nées elliptiques,  n'est  pas  moins  remarquable  que  le  théo- 
rème  qu'elle  a  pour  oJjjct.  q 


COMPOSITIONS  POUR  l'ADMISSIOX  A  L'ECOLE  POLVTECHXIOIE 
{miE  1860). 

Composition   mathématique. 

On  donne  sur  un  plan  deux  circonférences  O  et  O'; 
d'un  point  A  de  O,  on  mène  des  tangentes  à  O';  on  joini 
les  points  de  contact  de  ces  tangentes,  cette  droite  coupe 
la  tangente  menée  en  A  à  la  circonférence  O  en  un 
point  M  :  on  demande  lequatiou  du  lieu  décrit  par  M, 
lorsque  A  parcourl  la  circonférence  O. 

Examiner  les  dillérentes  f-.rmes  de  ce  lieu  selon  la 
grandeur  i^t  la  position  relatives  des  circonférences  O 
et  O'; 

Indiquer  les  cas  où  il  se  décompose; 

laire  voir  qiu"  le  lieu  des  points   M  est    langent  à  la 
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circonférence  O  eu  chacun  des   poinls    cl  inlerscclion  de 
cette  courbe  et  de  la  circonférence  O'. 

Calcul  trigonométriqua. 
Un  triangle  ABC  a  pour  côtés 

./=r  446"",  83 2, 

et  l'angle  compris  entre  ces  côtés  est 

B  =  75"  24' 58": 

calculer  les  angles  A  et  C  et  les  distances  du  centre  du 
cercle  inscrit  à  ABC  aux  trois  sommets  de  ce  triangle. 

Comj)osilion    de  Crconiétrie  descriptive. 

On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  Taxe  est 
perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection.  On  coupe 
cette  surface  par  un  plan,  et  Ton  prend  la  courbe  résultant 
de  cette  intersection  pour  directrice  d'un  cône  ayant  pouî' 
sommet  le  point  le  plus  élevé  de  1  ellipsoïde  au-dessus  du 
plan  horizontal.  Trouver  la  trace  de  ce  cône  sur  le  plan 
horizontal  MN  passant  par  l'axe  de  révolution  de  l'ellip- 
soïde. 

Donnérs. 

Le  centre  de  l'ellipsoïde  est  à  90  millimètres  des  deux 
plans  de  projection.  Le  demi-grand  axe  de  l'ellipse  méri- 
dienne est  parallèle  au  plan  vertical  et  a  yo  millimètres 
de  longueur  ;  le  demi-petit  axe  a  5o  millimètres.  Le  plan 
sécant  passe  par  le  point  (C,  O')  et  a  pour  trace  horizon  - 
taie  AB  (AE  =  70"'™  ei  BC  =  io5'""'). 

Les  contours  apparents  de  Tellipsoïdc  seront  en  trait 
plein.  Le  plan  sera  considéré  comme  plan  auxiliaire.  I^m 
courbe  directrice  du  <ône  sera   tracée  en  tenant  compte 
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tics  pallies  vues  <>l  des  parlir-s  cachées.  La  liace  «lu  roue 
sur  le  plan  MIN  sera  figurée  cîi  tr.iil  plein 

Composition  fran caisc. 

Un  jeune  mililaiie  est  blessé  clans  un  engagement.  On 
le  iransporle  à  ranibulance.  Le  «liirurgien  panse  sa  bles- 
sure, qui  ne  présente  aucun  danger.  C'est  le  blessé  lui- 
tnême  qui  raconte  avec  une  sorte  de  joie  naïve  cet  a<-ei - 
dent  de  sa  vie  militaire. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QIESTION  fiîl 

Par  m.   HAAG, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  du  lycoe  Saiiil-Li>ui- 
fclasse  de  !M.  Briol   . 


Enoncé.  —  Ou  sait  que  le  cercle  osciilalciir  en  un 
point  quelconque  A  d'une  parabole  coupe  celte  cnnrhr 
en  un  second  point  lî  ;  dénionlier  : 

i"  Que  la  droite  AB  et  toutes  les  droites  (innlo^in\ 
sont  tangentes  à  une  n)cn>e  parabole j 

2"  Que  le  lieu  géométrique  des  milieux  des  cordes 
telles  que  AB  est  une  parabole. 

Lemme.  —  Si  un  cercle  coupe  une  section  coniiiue  en 
([uatre  points  A,  B,  C,  D,  les  bissectrices  des  angles  que 
font  entre  eux  deux  côlés  opposés  du  quadrilatère  de  ces 
quatre  points  sont  parallèles  aux  axes  de  la  courbe,  (l.a 
démonstration  de  ce  théorème  se  trouve  dans  les  Annales 
de  Mathématiques  de  Cwergonnc) 

Corollaire.  —  Supposons  que  les  deux  points  C  et  D  se 
rapprochent  du  point  A  jus(ju'à  «uïnciiler  avec  lui  :  le 
cercle  sera  osculateur  à  lacc)ni(jue.  langledcs  côlés  AB.CD 
deviendra  langle  de  AB  avec  la  langenh^  AT,  et.  d\i|>rè> 
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le  théorème  précédent,  les  bissectrices  de  cet  angle  de- 
vront être  parallèles  aux  axes  de  la  conique. 

Démonstration  des  deux  théorèmes  énoncés. 

\°  Menons  la  tangente   au  sommet  C  de  la  parabole 
[fig-  i),  et  désignons  par  D,  H  et  D'  les  points  où  elle 

FiG.     I. 


rencontre  la  tangente  AT,  le  diamètre  AH  du  point  A,  et 
la  corde  AB.  En  D'  élevons  une  perpendiculaire  à  AB,  et 
soit  F'  son  point  d'intersection  avec  l'axe.  Joignons  en- 
core FD  et  remarquons  que  cette  droite  est  perpendicu- 
laire à  AT.  AH  étant  une  bissectrice  de  Tangle  DAD 
(d'après  le  lemme),  l'égalité  des  angles  DAH,  D'AH  en 
résulte-,  mais  ces  angles  sont  respectivement  égaux  aux 
angles  CDF,  CD'F',  car  ils  ont  deux  à  deux  leurs  côtés 
perpendiculaires  et  dirigés  dans  le  même  sens.  Donc  les 
angles  CDF,  CD'F'  sont  aussi  égaux,  et  les  triangles  rectan- 
gles DCF,  D'CF'  sont  semblables.  Mais  CD  =  DH  d'après 
une  propriété  de  la  parabole,  et  DH  rrrD'H,  parce  que 
le  triangle  DAD'  est  isocèle  ;  donc  CD'  =  3  CD,  et  comme 
les  triangles  DCF,  D'CF'  sont  semblables,  CF' sera  aussi 
égal  à   3 CF.  Le  point  F'  est  donc  un  point  fixe,  et  l'on 
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^oil  alors  ijuc  toiUcs  \e»  droilcs  icllcs  (juc  Ah  sodI  tan- 
gentes à  une  même  parabole  dont  F'  est  le  ff)yer  et  C  le 
sommet.  Le  paramètre  de  cette  parabole  est  triple  de  celui 
de  Ja  parabole  donnée. 

2"  Par  le  point  T  {^g.  2),  où  la  tangente  en  A  ren- 

Fic.   "j. 


contre  Taxe,  menons  la  seconde  tangente  TA'  à  la  para- 
bole. A  et  A'  sont  deux  points  symétriques  par  rapport 
à  l'axe,  et,  d'après  le  lemme,  TA'  est  une  parallèle  à  AB. 
Le  milieu  M  de  la  corde  AB  se  trouvera  donc  au  point 
d'intersection  de  cette  corde  avec  le  diamètre  du  point  A'. 
Appelons  K  et  L  les  points  où  AA'  et  AB  rencontrent 
l'axe.  La  perpendiculaire  MP,  abaissée  du  point  M  siu- 
l'axe,  est  égale  à  A'R  et  par  suite  à  AK  :•  on  en  conclut 
que  les  longueurs  KL  ,  LP  sont  aussi  égales,  et  comme, 
dans  le  triangle  isocèle  TAL,  KL  =  TK  =:  aCK,  il  en  ré- 
sulte que  (1P=  5CK.  Alors 


=:  oonstanlc. 


MP  _  AK 
CP"  ~5CK 

Le  lieu  du  point  M  est  une  parabole  avant  encore  même 
axe  et  même  sommet  que  la  parabolf  donnée,  mais  dniil  le 
paramètre  est  cinq  fois  moindre. 

Ann.  d<-  M.illiémat.,  l"  s.-rÎP,  t.  11.  (  SopliMiibrc  iSGî.)  2^ 
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SOLITION  ANAIYTIOIE  DE  LA  QIESTION  044  ; 

Par  m.   L.   P., 

Soldai  au  3o*  de  ligne. 


L  équation  générale  des  courbes  du  second  degré,  lan- 
genlesen  un  point  A  à  une  parabole  donnée  j' — ipx=o, 
est 

>■' —  opx  H-  A     r  —  nix \  {  y  —  w'.î"  —  //)  =  (I 

La  courbe  devant  être  un  cercle,  le  coefficient  du  terme 
en  xy  doit  être  nul,  ce  qui  donne  m'  =  —  m. 

Pour  que  ce  cercle  soit  osculaleur  à  la  parabole  au 
point  A,  il  suffit  qu'un  des  deux  points  d'intersection  de 
la  droite  y  —  m' x  —  n'  =  o  et  de  la  parabole  coïncide 
avec  le  point  A  dont  les  coordonnées  sont 


.r,  : 

P 

.r. 

_  p_ 

m 

qui  donne 

n' 

2  W 

— 

L'équation 

de 

AB 

est  donc 

• 

Y 

—  m' T  -V- 

(z 

-Zp) 

ini 
1°  On  voit  que  cette  droite  est  tangente    à  la  para- 
bole Y^  =  — 6 TJX.  de  même  que  la  droite  'Y=.mx-\ 

est  tangente  à  la  parabole  donnéej*  =  -ipx. 

"2.°  Le  milieu  de  AB  est  à  l'intersection  de  cette  droite 
dont  l'équation  est 

(i)  v  =  ///^  — -^ 

2 /Al' 
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el  dudidiMèlre  de  la  parabole  conjugué  des  cordes  paral- 
lèles à  la  direction  m'.  Ce  diamètre  est  représenté  pai- 

(2)  m'y—iJ  =  o. 

Kn  éliminant  ni'  entre  les  équations  (1)  et  (2),  on  obtient 

o 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Du- 
pain,  professeur;  Laisant,  lieutenant  du  génie;  M.,  lieu- 
tenant d'artillerie;  John  Ritter;  Gustave  IJarang,  élève 
du  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  Painvin);  Cornille, 
élève  dii  lycée  de  Strasbourg;  Marcellin  jNoblot,  élève  du 
lycée  de  Lyon;  Geollroy  et  Lhuillier,  élèves  du  lycée  de 
Nancy;  Belhomme  et  Jarlot,  élèves  du  lycée  Louis-le- 
Grand  (classe  de  M.  Bouquet);  H  Cordier,  élève  du 
collège  Rollin  (classe  de  ^L  Suchet)  ;  A.  Trasce,  élève  du 
hcée  Cbarlemairne. 


QIESTIOK  640 

(  TOlr  p.  m    ; 

Solution   dk    M.    [,.    C 
Ktudinnt 


Tout  se  réduit  à  faire  voir  (|U<'  le  troisième  triangle  est 
semblable  au  premier  ABC. 

Soit  G  le  point  (rinlerseclion  des  médianes  y\D.  BE, 
CF  de  ABC.  En  prenant,  sur  les  prolongements  de  AD, 
BE,  CF,  des  longueurs  DH,  El,  FK  égales  à  DG,  BG,  FG, 
et  tirant  les  droites  CH.  AI,  BK,  on  forme  des  trian- 
gles CGH,  AGI,  BGK.  dont  les  côtés  sont  égaux  aux  deux 
tiers  de  AI),  BE,  CI',  et  dans  lesquels  CD,  AE,  BF  sont 
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des  médianes.  Ainsi,  dans  le  triangle  CGH,  les  médianes 
sont  respectivement  égales  aux  moitiés  des  côtés  du  trian- 
gle ABC.  Et  par  conséquent,  les  médianes  d'un  triangle 
dont  les  côtés  sont  égaux  à  AD,  BE,  CF  ont  pour  valeurs 
les  trois  quarts  des  côtés  de  ABC.  Ce  qui  démontre  le 
principe  énoncé. 

Note.  —  Lamêmequestiona  été  résolue  par  MM.  J.-Ch. 
Dupain,  professeur;  Rivet,  lieutenant  d'artillerie 5  Lai- 
sant,  lieutenant  du  génie  ;  J.  de  Virieu,  professeur  à  Lyon 
(Institution  Sainte-Barbe) -,  Oppermann,  élève  du  lycée 
de  Strasbourg  5  Léon  Lbuillier  et  Charles  Geolïroy,  élèves 
à  Nancy  5  H.  de  Nicol,  candidat  à  l'Ecole  navale  à  Metz; 
Henri  Lacan,  élève  aulycéed'Agen;  Bidot,  élève  du  col- 
lège de  Lons-le-Saulnier;  Abraham  Sclinée,  élève  du 
Kcée  Charlemagne;  P.-R.,  élève  du  collège  Rollin. 


QIESTION  635; 

Solution  dk  M.    HERMILE  DE  LA   PHIDELNE, 

Élève  du  lycée  Charlemagne. 


Énoncé. —  On  sait  que  si  d'un  point  M  pris  sur  le  plan 
d'une  conique  C^  ayant  pour  foyers  F,  F',  on  mène  à 
celte  courbe  deux  tangentes  MT,  MT',  et  les  deux 
droites  MF,  MF',  les  angles  TMF,  T'MF',  sont  égaur; 
de  sorte  que  si  le  point  M  est  pris  sur  une  autre  coni- 
que C  ayant  les  mêmes  foyers  F,  F'  que  C,  la  bissectrice 
de  l'angle  des  tangentes,  ou  de  son  adjacent,  est  tan- 
gente à  la  courbe  C  au  point  M.  Prouv^er  que  toute 
courbe  C",  qui  par  rapport  à  la  conique  C  jouit  de  la 
même  propriété,  est  une  conique  ayant  les  mêmes 
foyers  F,  F'. 


(  4:*t    ) 
Soient  MS» ,  MS,  les  bissecirites  tie  l'angle  F.MF'  el  tir 
son  adjacent;  Tune  de  ces   deux  droites  est,  par  hypo- 
thèse, tangente  à  C"  au  point  M. 

Nommons  r,  r\  les  rayons  vecteurs  MF,  MF';  t',  i',  les 
angles  que  ces  rayons  vecteurs  forment  avec  la  tangente 
menée  au  point  M  à  C"  :  et  r'^.  la  dérivée  de  /  pai-  ia|)pori 
à  /•,  :  on  sait  que 

COSt» 

^r  — 

'^«         COSi», 

Ici, =  ±  I .  Donc  /•    =  ±  1 .    1)  ou  /  ±  /,  =  const. 

COS  (>,  '  ' 

Ce  qui  montre  que  la  courbe  C"  est  une  conique  ayant 
les  deux  points  F,  F'  pour  foyers. 


OIJESTIOKS. 


668.  Si  l'on  désigne  par  a,  h,  c  trois  demi-diamètres 
d'une  conique,  par  k  et  Vt  ses  demi-axes  principaux^ 
on  a  la  relation  : 


sin  2(6,  c)       sin  2  [c,  a) 


sin2{fl,  h)~\ I 

r'         \  7.s\n{n,  b)s\n(b,  c)sin  r,  <i^ 


Faure. 


669.  Deux  tétraèdres  nlnd,  a'h'c'd'  étant  donnés,  dé- 
signons par  a,  ,  a, ,  «3 ,  «^  les  volumes  des  tétraèdres  que 
l'on  obtient  en  joignant  le  sommet  ti  aux  sommets  «', 
b\  c',  d'\  par|3,,  (5,,  (Sj ,  ^i  les  \olumes  des  tétraèdres 
«pie  l'on  obtient  en  joignant  le  sommet  h  aux  somniclx 
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«',  h' .,  c',  rV ,  etc.,  on  aura  la  relation 


«1 

a. 

^3 

«4 

?. 

^ 

P3 

P» 

7> 

7  2 

7^ 

7i 

^. 

^. 

Oi 

<î. 

«6. y/  X  a  b'  c' d' 


(FaXjRE.) 


670.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  si  l'on  multiplie  la 
distance  d'un  point  de  la  directxnce  au  centre  par  la  tan- 
gente de  l'angle  sous  lequel  on  voit  de  ce  point  l'hyper- 
bole, on  obtient  pour  produit  l'axe  transverse. 

(Faure.) 


CORRESPOIVDAIVCE. 


M.  E.  Foutaiieau  nous  adresse  une  rectification  rela- 
tive à  la  solution  qu'il  a  donnée  (p.  3oo)  de  la  ques- 
tion 317,  proposée  par  M.  de  Jonquières. 

Le  second  corollaire  (p.  3oi)  doit  être  énoncé  de  la 
manière  suivante  : 

Si,  par  un  point  P  pris  liors  d'une  conique  S,  on  mène 
une  série  de  cordes^  et  que,  par  les  extrémités  de  cha- 
cune d'elles^  et  par  deux  points  a^  n,  pris  sur  la  courbe, 
et  un  troisième  point  h  pris  en  dehors,  on  fasse  passer 
u7ie  série  de  courbes  du  second  ordre,  toutes  ces  courbes 
se  couperont  en  un  même  quatrième  poijit. 

La  démonstration  que  M.  Fontaneau  en  donne  se 
fonde  sur  les  lemmes  i,  2  (p.  3oo,  3oi),  qui  dépendent 
eux-mêmes  de  la  théorie  des  involutions.  On  peut  dé- 
montrer ce  corollaire  en  remarquant  que  les  courbes  du 
second  ordre  qui  passent  para,  «,  ^,  et  dont  les  secondes 
cordes  d'intersection  avec  S  sont  assujetties  à  passer  par 


(  U^  ) 

le  point  lixii  P,  ioriueul  un  l'aisc^au,  ou,  si  i  on  >cul, 
une  5pne  du  second  ordre  dont  V indice  est  i.  D'où  il  suit 
qu'elles  se  coupent  en  un  quatrième  point  fixe  m.  qui 
constitue  avec  r/,  n,  b^  la  hase  du  faisceau. 

Au  moyen  de  ce  second  corollaire,  ainsi  rectifié, 
M.  Fontaneau  parvient  à  une  solution  de  la  cjucstion  3  i  -. 
qui,  au  lond,  dillëre  peu  de  celle  (jue  M.  Crenioiia  a 
donnée  (l.  XX,  p.   342),  sous  une  forme  Irès-siiuple. 

G. 


BIBLIOGRAPHIE. 

CoiP  D  OEIL  niSTOaUjVE  SUK   LA   PROJECTION   DES  CAUTES   UE 

GÉocRÂPHiE,  jVotice  lue  à  la  Société  de  Géographie 
de  Paris,  dans  sa  séance  publicjucdu  it)déceml)ie  1862, 
par  M.  (V Avezac  (  Bulletin  de  la  Société  de  Géogra- 
phie, t.  V,  £863,  p.  ajy  à  36"o  et  423  à  486). 

Cette  intéressante  dissertation,  accompagnée  de  notes 
d'une  érudition  immense,  est  destinée  à  détruire  de  nom- 
breuses erreurs  historiques.  En  remontant  aux  sources, 
M.  d'Avezac  a  pu  donner  une  date  certaine  à  la  pre- 
mière apparition  de  chaque  système  de  projections  et 
rendre  à  chacjue  inventeur  ce  qui  lui  appartient.  Ainsi, 
d'après  le  savant  géographe,  la  projection  de  Flamslccd 
(i;70o)  appartient  à  Sanson  (i65o)5  la  projection  du  Dé- 
pôt de  la  guerre  est  de  Piolémée  (i5o);  la  projection 
de  Lorgna  (1J89)  doit  être  restituée  à  Lambert  (177a); 
Wright  n'a  jamais  revendi(|ué  pour  lui-même  la  projec- 
tion de  Mcrcalor  (  1  56y  )  :  il  en  a  seulement  donné  (1  SSp) 
la  théorie,  (pie  linvenleur  n'avait  pas  ilivulguée  (*)  ;  l.i 

(*)  Loin  «le  s'allrHuHM-  l'invention  de  M«rral«>r,  >\  i-i(;lil  allait  jumjm'.i 
prelcntlre  (|ue  le  :<yblcnR'  îles  laliliuli*N  cruissunles  Plnil  déjà  sullisainnieii» 
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projection  d'Arrowsmith  (1794)  est  de  G.  Postel  (i58i)  ; 
entin  la  projection  nommée  homalographique  par  M.Babi- 
net  (1857)  estdue  augéomètreallemandMollweide(i8o5). 

Sur  ce  dernier  point  nous  ne  pouvons  approuver  les 
insinuations  assez  mal  fondées  auxquelles  se  livre  Tauteur 
de  la  Notice,  à  l'égard  d'un  savant  et  spirituel  académi- 
cien. M.  d'Avezac  n'ose  pas  dire  que  M.  Babinet  s'est 
approprié  l'idée  de  Mollweide  en  supprimant  le  nom  de 
l'inventeur,  mais  on  voit  qu'il  le  pense  et  il  le  donne  à 
entendre.  N'est-il  pas  plus  naturel,  plus  vraisemblable 
d'admettre  que  M.  Babinet  n  a  eu  aucune  connaissance 
du  travail  de  Mollweide,  enfoui  dans  une  volumineuse 
collection,  ignoré  de  presque  tous  les  écrivains  spéciaux, 
et  que,  s'étant  proposé  le  même  problème,  il  a  dû  tom- 
ber sur  la  même  solution?  De  pareilles  reucontres  ne  sont 
pas  rares,  et  il  n'y  a  guère  de  géomètre,  petit  ou  grand, 
qui  n'ait  réinventé  quelque  chose  sans  s'en  douter.  C'est 
ce  que  les  éditeurs  de  journaux  mathématiques  savent 
mieux  que  personne  (*). 

Il  paraît  moins  facile  de  justifier  M.  Babinet  au  sujet 
de  cette  assertion  :  «  que  la  projection  homalographique 
est  la  seule  qui  n'altère  pas  l'étendue  relative  des  di- 
verses parties  du  globe.  »  On  ne  peut  voir  là  qu'une 
forte  distraction,  puisque  M.  Babinet  lui-même  reconnaît 
que  d'autres  projections  jouissent  de  la  même  propriété. 
(Voir  ^tlas  unh'crsel  de  Géographie  physique  et  poli- 


indique  par  Ptolémée,  assertion  gratuite  qu'on  retrouve  dans  le  Diction- 
naire mathématique  de  l'Encyclopédie  méthodique,  art.  Projection.  {Voir 
James  Wilson,  A  dissertation  on  the  rise  and  progress  of  ihe  modem  art  oj 
navigation  ;  Scriptores  logarilhmici,  t.  IV,  p.  3oi.) 

(*)  Rien,  a  dit  avec  raison  M.  Terquem,  n'est  plus  rare  en  mathéma- 
tiques qu'un  plagiat  effectif;  rien  au  contraire  de  plus  commun  qu'un 
plagiat  involontaire.  Au  reste,  les  méthodes  générales  constituent  seules 
de  véritables  découvertes,  quoiqu'elles  ne  fassent  pas  toujours  autant  de 
bruit  qu'une  application  utile. 
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lifjae  à  t usage  des  cours  siipàricirs ,   Jnli oducliOn ,    p.  G 
et  8.) 

A  part  ce  léger  dissentiment,  nous  no  ^)()u\oll^  (|U(: 
louer  l'excellente  INolice  de  M.  d'Avczac  et  .souhaiter 
qu'elle  se  répande  parmi  tous  ceux  qui  s'occupent  de  géo- 
graphie ou  de  géodésie.  Nous  saisissons  celte  occasion 
pour  appeler  de  nouveau  ralleniion  de  nos  lecteurs  sur  les 
beaux  Atlas  publiés  par  l'éditeur  lîourdin  {*),  dans  h; 
système  homalographique,  dont  les  avantages,  aujour- 
d'hui bien  reconnus,  sont  indépendants  de  toute  question 
de  priorité.  P. 


SUR  IXE  LOCITION  NOIVELLE. 


«  Que  dites-vous?  Comment?  Je  n'y  suis  pas:  vous 
plairail-il  de  recommencer?  \  ous  voulez,  Acis,  me  dire 
qu'il  fait  froid;  que  ne  disiez-vous  :  Il  fait  froid  !  » 

Ce  passage  de  la  Bruyère  m'est  revenu  en  mémoire  à 
l'occasion  d'une  locution  nouvelle  déjà  fort  répandue, 
et  qui  consiste  à  nommer  variété  éi^a/iouissante  le  cas 
particulier  d'une  conique  qui  se  réduit  à  un  point  ou  à 
deux  droites.  J'avoue  que  je  n'ai  pas  compris  tout  d'a- 
bord. En  bon  français,  une  varictc  <'i-/intniissnnte  devrait 
vouloir  dire  une  variété  qui  s'évanouit,  (jui  cesse  d'exis- 
ter, en  sorte  qu'une  ellipse,  qui  cependant  est  un  gi'nrc 
et  non  une  variété,  cesserait  d  être  une  variété  quand 
elle  se  réduirait  à  un  point.  Quel  galimatias!  Revenons 
à  la  Hruyère. 

«  Vous  voulez  dire,   Acis,  que  votre  courbe  se  réduit 

("1   .'il,  v.iu  lio  Soiiio.    Voir,  Mil- cos  .Ml.is,  le-  \vincllr.'.  Annulis,  I.  \l\. 
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à  un  point  ou  à  deux  droites  :  dites  qu  elle  se  réduit  à 
un  point  ou  à  deux  droites.  Mais,  répondez-vous,  cela 
est  bien  uni  et  bien  clair,  et  d'ailleurs  qui  ne  pourrait 
en  dire  autant?  Qu'importe,  Acis?  Est-ce  un  si  grand 
mal  d'être  entendu  quand  on  parle  et  de  parler  comme 
tout  le  monde?  (La  Bruyère,  chap.  V,  De  la  Société  et 
de  la  Conversation.)  E.  P. 


THÉORÈMES  SLR  LES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.    HIOUX, 

Répétiteur  au  lycée  Bonaparte, 

Et  m.    BODF.MER, 

Professeur  au  lycée  de  Caen. 


I.  Étant  donnée  une  surface  du  second  ordre  S,  si, 
d^un  point  fixe  P,  on  mène  trois  droites  parallèles  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second 
ordre  à  centre,  gui  rencontrent  la  surface  S  e/r  trois 
points  A,  B,  C,  /e  lieii  du  pôle  M  du  plan  ABC  par  rap- 
port à  cette  surface  est  une  surface  du  second  ordre  S'. 

Prenons  pour  surface  à  centre  un  ellipsoïde  E,  cl 
pour  axes  coordonnés  les  axes  2«,  ib,  ac  de  cette  sur- 
lace directrice. 

Soient  Xi,  )i,  Zy  les  coordonnées  du  point  P  ; 

/=  Ax'A'j'  +  A":^  -+-  2B_>  :  -^  2BV=  -i-  oK'jv 
-h  2Cj:  -+-  ?.C'/H-  2C";  -t-  I  —  0 

1  équation  de  la  surface  S. 

Le  plan  de  pôle  M  [x,  c,  y)  a  pour  équation 

(•2)   V  —  xf  a  -h j/ ' S  +  ^/'v  -h  2 C 7.  -f-  2 C 6  -+-  2 C'y  -^  :-.  '-^  o. 

Concevons  le  cône   qui   a   pour   sommet  le  point  P  cl 


(  4^7  ) 
pour  directrice  la  courbe  définie  par  les  é<{uations  (i)  et 
(2).  En  exprimant  (juecc cône  admet  comme  {génératrices 
les  trois  droites  PA,  PB,  PC  parallèles  à  trois  diamètres 
conjugués  de  l'ellipsoïde E,  nous  aurons  une  relation  entre 
les  coordonnées  a,  6,  y  du  point  M,  (jui  sera  Ténualion 
du  lieu  S'. 

Pour  obtenir  l'équation  du  cône  en  question,  trans- 
portons l'origine  au  point  P.  Les  équations  (i)  et  (2) 
deviennent 

A.r'  +  A' y-'  +  A"z-  -h  2B  V2  +  2  B'.rs  -+-  j.b"  ry 
^  xf  x.^rf'y,  -f  zf'z   -t-/  ~  o, 
xf  'j.  4-  yf  ç  H-  ç/'v  -+-  V,  =  o. 

Les  équations  d'une   génératrice  du   cône  sont  de   Ii 

forme 

X         y        z 
l        m        II 

En  combinant  ces  équations  avec  les  précédentes,  on 
obtient 

pM  A  /^  4-  A' ///-  +  A"  «^  4-2  1} mil  4-  2  B7//  -+-  2  C'7/»  ) 
-r  p(//'.r,  -t-  w/'ji  -^-  "f'■^^)  -+-/  =  ". 
p  (  //'  a  4-  nif  S  4-  /'/'v  )  -^  V,  =  o , 

d'où  Ton  déduit  l'équation  de  condition 

V  •j'  (  A  /^  +  A'  w'  4-  A"  /î=  -+-  2  n  «;//  4-  .'.  157//  4-  2  H'//;/ 

-  V,  [if'x,  -h  //i/;r.  4-  n/'z,){ij'-A 4-  ////'e  4-  /./''/; 

(jui  exprime  que  la  génératrice  rencontre  In  directrice. 

L'élimination  de  /,  ///,  ii  entre  celle  écpiation  et  celles 
de  la  génératrice  donne  pour  l'équation  du  cône 

VJ(A.r'4- A'.)-4-  A"z^4-  2 B.)  3  4-  2B'.r2  4-  2B"x.> 
-  V,  [.rf'.v,  4-.)/' V,  -h  -/'=,)  (V^  -•-  .>/'^  4-  zf'u  ' 
-1-/,  (-l/'  ^  +.>/  '^  +  :/''7)'  =  " 
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Remarquons  que  cette  équation  est  de  la  fonue 

M.i^-h  M>'+  M"z'H-  -iNj^z-h  lîi'j-z  +  ■2Îi"xf  =  o, 

puisque  l'origine  est  au  sommet  du  cône. 
Soient  maintenant 


r 

Y            Z 

.r 

-  —  —  — , 

l  —  L 

7 

l'          l" 

m 

m'        m" 

n         n' 

les  équations  des  droites  PA,  PB,  PC. 

En  exprimant  qu'elles  sont  des  génératrices  du  cône, 
nous  aurons 

/    M  /^  -f-  M7"  ^  M'T'  -f-  -1  N/'  /"  H-  2  N'  //"  +  2  WW  =  o, 

[a)   (   Mw'4- =0, 

(    1M«^+ =0 

D'un  autre  côtéj  les  trois  plans  diamétraux  de  Tellip- 
soïde  E 

x^        r''         z- 

conjugués  des  directions  PA,  PB,  PC,  ont  pour  équa- 
tions 

l.r  l'y  l"z 

a'  0^  c' 

DIT        m' Y         m" z 


n.T         n'  y         n"  z 


=  0; 


l'équation  de  rellipsoïde  peut,  par  suite,  se  mettre  sous 
la  forme 

,        'l.r        V  Y         l"  z\"-        ,, .     I  mx       m'y        m"  z 

,r,/      I      "'•'  "'    >"  II"  Z\ 

K".|  -+  —  +-) 
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et  l'on  a  par  idenlificalion  les  six  relations 
K=/^  +  K" m' -h  ¥.'" n' —  a\ 

K'r-h =  b-, 

KV"-'H- =  c\ 

K'il'  -h  K'' ////?/'  -f-  K"'fin'  =  o , 
K'/i"-hK''nim"  -h.  .  .  .  =  o, 
R'/T-t- =  o  (*^. 

Il  en  résuite  qu'en  ajoutant  les  équations  [a)  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  K*,  K'*,  K"',  il 
vient 

a^\I  +  b'M'  +  c»M"  =  o. 

Remplaçons  enfin  M,  M',  M"  par  leurs  valeurs  tirées 
(le  (3)  et  nous  aurons 

(4)  H-^nA'V?-V,/'.r,/'^-h/(/'ê)'J 

f    4-  c'[A"  V;  -  V,/'z,/'v  -+-/  (/'y]']  =  o; 

c'est  Téquation  du  lieu. 

Il  suffit  de  remarquer  que  V,.  f'y-,  J ' ô,  J'y  sont  des 
fonctions  linéaires  de  a,  o,  y,  pour  reconnaître  que  cette 
équation  représente  une  surface  du  second  ordre. 

Corollaire  I.  —  L' enveloppe  du  plan  ABC  est  une 
surface  du  second  ordre,  polaire  réciproque  de  S'  par 
rapport  à  S. 

CoROLLAiBE  II.  —  Le  Ueu  d'is  points  d'oit  l'on  peut 

(")  Si  l'on  désigne  par  a',  b' ,  c'  les  clcmi-diainètres  conjugués  de  l'ellip- 
soïde E,  parallèles  h  PA,  PB,  BC,  on  sait  qu'on  a  les  six  relations 

a"  /'-(-  t''/;i'-t-c''n'  =  "',          a"'  II'  -(-i''/n/Ji'-|-c''nn'  =  o, 
fl"/"-4- =/'',  fl'«/r-+- =  0, 

«'•/"»-+-  =c\     .,'*rr-u ..  =  o. 

ce  qui  donne  la  si(;niliratiun  des  quantités  K,  K',  K". 
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mener  à  une  surjace  du  second   urdre  trois  tangentes 
parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués  d'une 
.surjace  du  second  ordre  à  centre,  est  une  surface  du  se- 
cond ordre. 

Supposons  en  effet  le  point  P  choisi  de  telle  sorte  que 
les  trois  droites  PA,  PB,  PC  soient  tangentes  à  la  surface 
S,  le  point  M  viendra  se  confondre  avec  le  point  P. 
Remplaçons  donc  dans  (4)  a,  o,  y  para:'i,j'i,  ^j  ;  remar- 
quons que  Vj  devient  alors  égal  à  a^i ,  et  nous  trouverons 
que  les  coordonnées  Xi,  }  i,  z^  du  point  P  doivent  satis- 
faire à  l'équation  de  condition 

f,[lf,  Acf+  X'b'-^K"  c')—[n'/'  .v]^bf'  y]-i-  c^-f'  z'S\=  o, 
qui  conduit  aux  deux  solutions 

\  —  Uf'x]  H-  é'/'r;  +  c'f'z])-^  o. 


(5) 


La  première  est  étrangère  à  la  question  et  la  seconde  re- 
présente une  surface  du  second  ordre. 

Corollaire  III.  —  Quand  la  surface  directiice  est  une 
sphère,  on  conclut  de  ce  qui  précède  que  : 

i^  Si  V on  mène  d^ un  point  fixe  P  trois  droites  rec- 
tangulaires qui  percent  une  surface  du  second  ordre  eu 
trois  points  A,  B,  C,  le  lieu  du  pôle  M  du  plan  ABC. 
par  rapport  à  cette  surface^  est  une  surface  du  second 
ordre  ; 

2°  Le  lieu  des  points  doit  Von  peut  mener  à  une  sur- 
face du  second  ordre  trois  tangentes  rectangulaires  est 
une  surface  du  second  oindre. 

Il  suffit  de  faire  a  =  h  =^  c  dans  les  résultats  précé- 
dents, pour  obtenir  les  équations  qui  conviennent  à  cf. 
cas  particulier. 
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HeJiiarque.  —  l-,y  surface  S'  est  léelh-  ou  iuiaginaiic.* 
suivant  la  position  du  point  P.  Le  lieu  représenté  par 
léquatiou  (T))  partage  l'espace  en  deux  régions  telles,  que, 
pour  tout  point  P  piis  dans  l'une,  la  surface  S'  est  rf'cllc, 
tandis  qu'elle  est  imagiuaiie  pour  tout  point  P  pris  dans 
l'autre. 

II.  Si  le  point  M  (a,  6,  y)  est  supposé  fixe,  l'équa- 
tion (4)  représente  le  lieu  des  points  P  répondant  à  ce 
théorème  : 

Êtani  donnes  une  surface  du  second  ordre  S  et  un 
cône  circonscrit  de  sommet  M  [a,  o,  y),  si  on  imagine 
des  cônes  ayant  pour  directrice  la  courbe  de  contact 
ABC  et  admettant  trois  génératrices  parallèles  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  d\ine  surface  du  second 
ordre  à  centre,  le  lieu  des  sommets  P  de  ces  cônes  est 
une  surface  du  second  ordre  S  . 

L'équation  (4)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

-\-f,{„'f'u?  -+-  hTfr  -^  c'f'r)  =  O.  . 

(Ml  posant 

^„^  H-  A'//-  -4-  A"r'=H. 

La  surface  S,  coupe  la  surface  S  snivani  deux  courbes 
situées  dans  les  plans 

(6)  V,=:o, 

(7)  HV,  — (a7'y./'.r,  -^-  A'/'S/'.r.  +  f^' '//' 3,  )  =  o. 

!.(!  plan  (6),  V,  =  o,    est   le  plan    AHC.  il<^   pôle   M:  son 
équation  peut  s'écrire 

y.  f  X,  -k-  ^  /"'r,  -f-  7/'3,  H-  "y.c.r-,  4-  7.f'  » ,  -h  -rc" z,  -h  ?•  =  o. 
Le  plan  (j)  passe  jiar  une    dioilc    \)\\.    in((T'>eclinn   f\e<- 
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plans 

(6)  V,  =  o, 

(8)  a^/'uf'a:,  +  b^f'tf'y,  +  r/'v/'z,  z=  o. 

Si  Ton  met  Téquation  du  plan  (7)  sous  la  forme 

-4-  2fX|  -h  2r'j-|  -i-  2c"Z|  +  2  =  0, 
on  voit  que  le  pôle  N  de  ce  plan  a  poiir  coordonnées 

.,=.a--g-,       ^.=^--g-,       ,,=,___. 

La  droite  MN,  qui  passe  par  les  pôles  M  et  N  des  deux 
plans  (6)  et  (j),  est  la  polaire  conjuguée  de  l'intersection 
DE  de  ces  deux  plans,  par  rapport  à  la  surface  S.  Elle  a 
pouj-  équation 

(    \  -^  —  «I  _  r  —  ^1  _  z  —  7i 

Cette  droite  MN  est  conjuguée  du  plan  (8)  par  rapport  à 
la  surface  S,  et  du  plan  (6)  par  rapport  à  l'ellipsoïde  E. 

La  droite  MN  perce  la  surface  S  aux  points  F,  L;  les 
plans  (6),  (7)  et  (8)  aux  points  H,  K,  O.  Les  six  points 
M,  F,  H,  K,  L,  N  sont  en  involution,  et  le  centre  d'invo- 
lutioD  est  le  point  O. 

Les  plans  passant  par  DE  et  chacun  de  ces  points 
forment  un  faisceau  de  six  plans  en  involution  j  le  plan 
central  d'involution  est  le  plan  (8). 

{La  fin  prochainement.^ 
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SIR  DEIX  QlESTIO\S  OK  MWIMIM; 

Par  m.   V.-A.   LK  HF^SGUE, 

Correspondant  de  l'Iiistitul. 


I. 

1.  Problème  I.  —  Construire  un  /Kir<il/éli/>ipèilc 
OABCD,  connaissant  les  arêtes  OA=a,  OB  =  i,  OC  =  c 
et  la  fliaguuale  OD  =  <-/,  sacliant  (railleurs  que  les 
plans  rlia^onau.v  DOA,  J30B,  DUC  soûl  respectivement 
perpendiculaires  aux  faces  BOC,  COA,  AOB. 

Problème  IL  —  Construire  un  tétraèdre  OABC  dont 
les  faces  OBC,  OAC,  OAI5,  ABC  ont  des  aires  données 
a^  Z>,  c,  d,  sachant  d  ailleurs  que  les  arêtes  OA,0]j,  OC 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  arêtes  oppo- 
sées BC,  CA,  AB. 

Oii  voit  tout  de  suite,  pour  le  problème  I,  que  la  con- 
dition de  perpcndicularité  revient  à  dire  que  le  voltime 
iloit  être  maximum,  puistjue  les  données  a,  b,  c,  d  reste- 
raient l(,'s  mêmes  en  faisant  tourner  un  plan  diagonal  sur 
son  intersection  avec  la  face  opposée  du  parallélipipèdc. 
Pour  le  second  [)robIèine,  la  condition  de  perpcndicularité 
revient  encoie  à  dire  (jue  !e  volume  est  maximum;  mais 
pour  le  voir  il  faut,  ou  mettre  le  problème  en  é<jualion 
par  l'emploi  du  calcul  différentiel,  ou,  ce  qui  est  préfé- 
rable, établir  qucbjues  ibéorèmes  qui  montrent  la  corré- 
lation des  deux  questions,  et  destpiels  il  résulte  que  si 
l'on  a  remplacé  les  aires  a,  h,  c,  dAu.  second  problème  par 
des  lignes  proportionnelles,  et  qu'on  ait  construit  avec 
ces  lignes  un  parallélipipède  satisfaisant  au  problème  I, 
il  suffira  de  mener  des  plans  perpendiculaires  aux  arêtes 
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et  à  la  diagonale  de  ce  parallélipipède  pour  obtenir  un 
tétraèdre  dont  les  faces  auront  des  aires  proportionnelles 
aux  aires  données  et  qui  conduira  à  un  autre  ayant  des 
faces  dont  les  aires  seront  données.  Ce  tétraèdre  étant 
construit,  on  voit  tout  de  suite  que  le  tétraèdre  symé- 
trique satisfera  encore. 

Les  deux  questions  conduisent,  comme  on  va  le  voir, 
aux  trois  mêmes  équations  entre  trois  inconnues,  et  on 
ramène  la  solution  à  celle  d  une  équation  du  quatrième 
degré. 

Quand  deux  des  données  a.  b^  c,  d  sont  égales,  l'équa- 
tiou  du  quatrième  degré  se  ramène  au  second,  et  la  solu- 
tion est  géométrique. 

On  pourrait  donner  au  problème  un  autre  énoncé. 
Dans  un  parallélipipède  OABCD,  les  trois  plans  diago- 
naux coupant  en  leurs  milieux  les  côtés  du  triangle  ABC, 
leur  intersection,  qui  n'est  autre  que  la  diagonale  OD, 
va  passer  par  le  centre  de  gravité  g  du  triangle  ABC,  et 

ou  a  0^  =  "2  ODj  cette  intersection  passe  aussi  par  le 
centre  G  de  gravité  du  tétraèdre  OABC,  et  on  a 
OG  =  j  OD  ;  on  pourrait  donc  énoncer  ainsi  le  pro- 
blème I  :  Construire  un  tétraèdre  OABC  dont  on  con- 
naît les  arêtes  OA,  OB,  OC  et  la  distance  OG  du  som- 
met O  au  centre  de  grauité^  sachant  d'' ailleurs  que  le 
plan  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  et  une  arête 
est pej'pendiculaiie  sur  la  face  opposée.  Comme  le  té- 
traèdre a  pour  volume  la  sixième  partie  du  volume  du 
parallélipipède,  c'est  encore  un  cas  de  maximum. 

IL 

Premier  problème. 

2.   /'"'  Solution. — Si  l'on  désigne  par  x,  y,  z  les  an- 
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glcs  (les  arcles  l}OC=x,  COA=:  j,  AOB=r  z,  on  aura 

(  i)      r/'=r  fl'  +  h-  +  c-  +  2  bcco%:r-{-  2  crt  cos  )'-4-  o  aAcos  :  , 

et  pour  la  condition  de  pcrpcndicularilé 

(  a  [  ces  >  cos  z  —  cos  .r  )  =  Z»  (  cos  z  cos  a:  —  cos j  ) 
(  =c(cos.rcos/  —  cosc), 

ce  qui  se  trouve  facilement  au  moyen  de  la  formule  des 
triangles  sphériqucs  rectangles 

cos  a  =  cos  fi  cos  7. 

On  verra  plus  loin  comment  le  calcul  difl'érenliel  donne 
les  équations  (2). 

Le  système  (2)  se  transforme  comme  il  suit:  soient 
X,  Y,  Z  les  angles  des  perpendiculaires  aux  trois  faces  qui 
passent  par  b^  c\  c,  a-,  a,  h,  c'est-à-dire  les  suppléments 
des  angles  des  faces,  on  aura  les  formules 

cosx  cos  >  —  cos  z  ==  sin  j:  sin/  cosZ, .  .  ,  , 
cosXcosY  —  cosZ  =1  sin  X  sin  Y  cos~, .... 

de  sorte  qu'en  cliangeant  les  binômes  de  (2)  en  monômes 
et  divisant  par  sinx  sinysin;:,  puis  remplaçant  sina", 
sin)  ,  sin  2  parles  sinus  proportionnels  sînX,sin  Y,  siuZ, 
il  vient 

(1)'  «  cotX  =  AcotY  =  <cotZ, 

d'où  il  résulte  que  cosX,  cos  Y,  cos  Z  seront   tous  ])osi- 
tifs  ou  tous  négatifs. 
L'équation  (i)  devient 

(l '  =  a-  -\-  b^  -i- c-  -\-  7.  hc  cot  Y  col  Z 

-f- 2rrtCOtZcotX-l-2fl/;cotXcolY 
(2/  { 

/  ^f  cosXsinX-4-cflcosYsinY-f-rt^cosZ  sinZ 

suiX  sin  Y  sinZ 

28 
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Le  système  (i)'  (2)'  où  les  inconuues  sont  X,  Y,  Z  coîî- 
duit  à  l'équation  de  Lagrange. 
Si  Ton  pose 

a  cot  X  =  Z»  cot  Y  :=  c  cet  Z  ^  «, 
d'où 

sin  X  =     ,  COSX  = 


y'  II-  -\-  a-  \  lû  -\-  a' 


le  radical  v/tf^  +  «"  étant  pris  positivement,  l'équation  (2)' 
deviendra,  en  faisant,  pour  abréger. 


(3) 


\?>iû-\-e  =  u      -^-^  +     ,  I        -h  -^4— ^ 
J  I  «^  +  a-        «-4-0-        M^  +  c-J 


En  voici  la  discussion  :  c'est  une  simplification  de  celle 
donnée  par  M.    Painvin    [Nouvelles    Annales,    18625 
p.  353  et  suivantes). 
Nous  ferons 

(a=H-a=)(?i'H-^-2)  (?f=4-c^)  =  «« -f- A ««  H- B a' 4- C, 
A=«=H-è'-}-c%      B  =  rt2è-+ 6'c2H-c2a%     C  t=  a"" b^  c'-; 

l'équation  en  a  deviendra,  en  posant  lâ  z=  0, 

e(3ô=  +  2A9  +  B)'  — (93-t-AQ=H-B9  +  C)(9Ô-  +  6eO  +  e')  =  o 

ou 

(4)  3(/'9'-f-P,Ô3+ P,e^H-P,Ô  — Ce==o, 

en  posant 

P,  =  4A'~3B— 6Ae— e-,      P5=  4aB  — 9C— 6Be— Ae% 
Pj^B^— 6Ce  — Be^ 

3.   Pour  discuter  facilement  cette  équation,  supposons 


I 
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a^  h^  c  ^  d  :  il  en  rcsullera  c  positif  j  donc  u  le  sera 
aussi,  d'après  l'équation  (3).  Il  faut  prendre  les  valeurs 
positives  de  6*,  puis  faire  u  =  sfd.  Or,  il  n'y  a  qu'une  ra- 
cine positive.  En  eflet,  le  premier  terme  de  l'équation  (4) 
étant  positif  et  le  dernier  négatif,  on  a  déjà  une  racine 
positive  et  une  négative  pour  Q.  De  plus,  si  l'on  pose 

/^V,  =  —  [B{ie  '+  i2C(2e)  —  4B-], 
comme  on  a 

2e>fl-+6^     et     2e«<«'-f- ^'4- f', 

même  en  mettant  ])oui-  ae  dans  4P3  sa  moindn."  limite 
n^ -\-  Z>*,  la  quatililé 

B(2e)^+  I2C(2C)  — 4B'=:U 

sera  positive^  comme  on  le  voit  en  posant 
«2  —  c'  H-  a  ,       b''=c'-i-  p, 

et  ordonnant  U  suivant  les  puissances  de  c-  -,  car,  réduc- 
tion faite,  tous  les  termes  sont  essentiellement  positifs.  Il 
suit  de  là  que  P3  est  négatif  dans  tous  les  cas.  De  plus,  si 
Ton  remarque  que 

AP,— P,=  4A'—  7AB4-9C  — 6c(A^— B), 

où  A*  —  B  est  essentiellement  positif,  reste  positif  même 
quand  on  met  pour  2  e  sa  plus  grande  limite  A.  puisque 
l'on  a 

AP,  —  P,  >  A^  —  4  AB-h  9C, 

et  qu'eu  posant 

on  a  pour  A' — 4  AH  H- 9  C  une  ([uantité  essentiellement 
positive,  il  faut  donc,  si  Pj  est  positif,  avoir  P,  positif, 
cl  l'équation  n'a  qu'une  variation-,  si  Ps  est  néf^atit,   P, 
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peut  être  positif  ou  négatif,  mais  il  n'y  a  encore  qu'une 
variation.  Ainsi  6  a  une  seule  valeur  positive. 

Pour   la  réalité  de   la    solution  il  faut   que   les  deux 
conditions 

X  +  Y  +  Z<4  droits,      Y  +  Z— X>o 

soient  satisfaites  ;  or,  comme  X,  Y,  Z  sont  aigus,  la  pre- 
mière Fest  nécessairement.  Comme  1  -|-Z  —  X  est  infé- 
rieur à  deux  droits,  il  faut  que 

tang(Y  +  Z  — X) 

îang  Y-l-  tangZ  —  tangX H-  tang  X  tang Y tang Z 

I  — tangYtangZ-t-tangZ  tangX  -i-  tangX  tang  Y 

soit  positif.  Or  le  second  membre  devient 

u^  (b-\-  c  —  a)  -^  abc 
u  («-  -\-  nb  -\-  ac  —  bc) 

et  le  dénominateur  est  positif;  le  numérateur  devra 
l'être,  ce  qui  arrive  toujours  pour  h  -\-c  —  a^o  ou  =  o. 
Mais  si  a — h  —  c  est  positif,  il  faut  avoir 

abc  ^  abc 


a  —  0  —  c  à 

en  posant 

a  ~  b  —  c=§. 

Cherchons  ce  que  devient  pour  ir  =  -^^  la  quantité 

P  ==  «^[(«' -t-  n''-]{ii'-^  b')-^{iû-\-b--)  {lû  -h c') 

car  l'équation  (4)  nest  auli'e  que  P  =  o. 
Comme   on  trouve 

u'  -{-  a-  =  -  {  b  -{-  o)  (  r-i-  §] , 


4>iy 


li-  -{-  b'  =  —  (rt  —  6)  (c 


w 


~{a-^)[b 


Il  en  le 


suite 


4(î'P  =  [GflZ'C-f-2d(rt6  +ac—bc)Y 

—  [6abc-^  <î(rt'+  i'-f-f'  — rf2^]' 
:=  [i2a/'c  +  5  (a'-f-  b^-\-c- — d'^-{-iab-\-7.ac — 2  bc)\ 
X  («^'^ —  «'  —  b' —  c.''  -\-  lab  -\-  lac  —  2bc)o. 

Or,  le  premier  et  le  troisième  facteurs  sont  positifs,  le  se- 
cond peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  produit 

(P—  [a  —  b  —  cy=:  [d  -[-n  —  b  —  c)  [d -\-  b -^  c  —  a) 

essentiellement  positif,  chaque  l'iicteur  l'étant,  puisque 
dans  un  quadiilalère  gauche  un  côté  est  moindre  que  la 
somme  des  trois  autres. 

Comme   ir  =  -:;-  donne  a  1'  Je  signe  -+-  et  que  u  =  o 

donne  à    P  le   signe  — ,   la   valeur  de   ir    est  comprise 

nbc 

entre  o  et  , 

a  —  b  —  c 

On  trouve  donc  un  seul  système  de  valeurs  rétllcs 
pour  X,  Y,  Z,  et  par  suite  un  aussi  pour  x^  y,  r;  mais 
avec  ces  valeurs  on  peut  faire  deux  lélraèdres  syinélri(jucs 
qui  satisfont  <à  la  (juestion. 

Nous  avons  supposé  ri  ^ />^  f  ^  r/,  mais  il  est  à  re- 
marquer que  si  les  arClcs  O  A  =  «,  OP»  =  /',  OC  =  c  et  la 
diagonale  OD  =  d  sont  prolongées  de  sorte  que 

OA'=r/,     OB'=i,     OC'  =  f,     OD'  =  d, 

on  formera  autour  de  O  huit  parallélipipcdes  équivalents 
sMuétriques  deux  à  deux.  En  ne  prenant  (jue  les  <|uaire 
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qui  n'en  contiennent  pas  deux  symétriques,  on  voit  que 
dans  Tun  la  diagonale  sera  a,  dans  l'autre  b,  dans  un  troi- 
sième c,  dans  le  quatrième  d.  D'ailleurs,  si  dans  l'un  la 
condition  de  perpeudicularitédes  plans  diagonaux  sur  les 
faces  opposées  est  satisfaite,  elle  le  sera  aussi  dans  les 
autres  :  on  peut  donc  supposer  sans  inconvénient  que 
1  on  a 

rt  ;>  /;  >.  f  >  (/. 

4.   //"  Solution.  —  Dans  le  système 

a  (ces  j  ces;:;  —  cos.r)  =  b  (cosz  cosjc  —  ces  j) 
=  c  (cos.r  cosj"  —  cosz), 
cP  =  rt'  -4-  i^ -|-  c'  +  2  bc  co%x  -i-  ica  cosj  -i-  Q.ab  cosz. 

on  prendra 

b'  -\-  c''  -]-  1  bc  cosx  =  r-, 
c^  H-  (3^  +  2  ca  cos/  =  s', 
a^  -+-  b''  +  labcosz  =  t"^. 

r,  5,  t  seront  les  diagonales  des  faces.  Ou  aura  d'abord, 

en  posant 

a-  +  ô'-l-c^-f-  ci'=z'7\ 
l'équation 

Les  conditions  de  perpendicularité  deviendront 

r*_/-îrr'-f-  i^d'  —  a')  [c'—b')  =  —  irU-, 
s'  —  s'  G'-i-id'—  b')  [a^—  c^)  =  —  25V% 
t'  —  t'  cr'  -+-  [d'—  c'')  [b^—a"^]  =  —  it 


Îc2  . 


on  pourrait  aussi  prendre 

l  r"  —  r'^ r;-^ ^  [ci'  —  a')  [b-  —  c')  ==  —  2r''s\ 

{b)  <    s' —  S' <;' ^  [d' —  b-    {€'■  —  n'    =  —  isH\ 

f     t'  —  t-  <T^  ~t-  {d-  —  C-)  [a-  —  b-)  =  —  9.t-  r-; 
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CCS  équations  ajoutées  membre  à  membre  avec  Jes  piécé- 
denles  donnent 

r''-{-  t-  +  5==  '7\ 

Si  l'on  prend  la  valeur  de  «'dans  la  première  équation  {a) 
et  qu'on  la  substitue  dans  la  dernière  équation  [h)^  on 
trouve 

^""^  1  -1-4  a^-\-d')[b^-hc')'\r'—{(P—n'Y[b'  —  c^]-=o. 

La  permutation  tournante  des  lettres  a,  h^  c  dojiuerail 
de  semblables  équations  en  .v  et  t. 
Si  l'on  pose 

±{a  —  (I)  =  y.,      ±{b  —  c)=p,      a -{-(!  =  '/,      b-\-r  =  o, 

eu  choisissant  les  signes  de  manière  à  rendre  a,  fi  positifs, 
on  a  d'abord 

2  [a'  4-  r/')  =  a'  -h  y\      2  {b^  +  c-)  =  [1'  4-  ô% 
(r/'— aî/=a'7%  [b' — c')'=:  fl'd', 

ce  qui  change  l'équation  (c)  en 

/    S/-»— 2  (a' -H  fi' +  7'+ ci^)^' 

(  —  a=p'7'5'=o, 

qui  revient  à 

(,,)  _f.r'(,^_a=)(,^_7^(r'_^')+r'(r'-p')(^'-7'){'-'-°') 

(       _(r'_«^)(r'—  p')(r=  — 7')(r'  — 0')=  «■ 

Si  dans  cette  éijuatioii  un  mc(  pour  /  * 

-00,     c).     a%     'i\     V,     J', 
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on  voit  que  Q  prend  les  signes 

de  sorte  qu'il  y  a  une  valeur  de  r^  tombant  entre  —  ce 
et  o,  c'est-à-dire  négative,  et  trois  valeurs  positives,  l'une 
entre  «^  et  |S^,  la  seconde  entre  j3®  et  y^,  la  troisième  entre 
f  et  d\ 

Par  exemple,  si  les  nombres  positifs 

lt(c — t>),     zh  //  —  n),      b -h  c,      a -h  d 

sont  rangés  par  ordre  de  grandeur,  la  valeur  de  ;■  tombera 
entre  d —  a  el  b  -\-c,  comme  le  montrerait  la  figure. 

Quand  deux  des  quatre  quantités  a,  h,  c,  d  sont  égales, 
h  et  c  par  exemple,  ou  d  el  a,  l'équation  (c)  s'abaisse  au 
second  degré  et  la  construction  est  géométrique. 

5.  IIP  Solution. — La  forme  (e),  la  plus  commode 
pour  la  discussion,  se  présente  tout  de  suite  quand  on  con- 
sidère les  triangles  formés  par  b,  c,  /'  et  «,  <7,  /'  comme 
perpendiculaires. 

Soient  t  et  t'  les  aires  de  ces  triangles  :  le  volume  du 

parallélipipède  est •>  il  faut  donc  rendre  — —  maxi- 
mum. Or  on  a 

4^'  =  4^,^c=  —  (t;=  -^  c=—  r\-  =  [{h  +  cY  —  r^][r'—{b  —  c)'], 
^('i=^a^d'  —  {a'  +  d'—  r'Y  =  [[a  -t-  dr—  r=]  [/•  =  — (a  —  f/)'J, 

d'où  l'on  tire 


Si  l'on  prend  la  dérivée  par  rapport  à  r  en  l'égalant  à 
zéro,  on  aura  l'équation  (e)  qui  revient  à  Q  =  o. 
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G.   Si   l'on   coupe  le  lélraèdre,  dont  les    arêtes    sont 

OA  =  a,  OB  =  h,  OC  =  c,  par  un  plan  perpendiculaire 

à  OA,  les  hauteurs  des  deux  parallélogrammes  qui  ont  OA 

pour  base   commune   seront  /»sinr,   csin)',  et  comme 

elles  font  l'angle   X,   Taire   de    la  section    droite    sera 

^csin}  sinz  sinX,  par  conséquent  le  volume  V  du  paral- 

lélipipède  sera 

-^  ....      sinZ 

V  =  abcs\nxs\x\  y  smz  — —  : 
sm=  ' 

en  posant 

sin  X sin  Y  sinZ 

sinx        sinj'        sine 

on  aura  donc 

V^  :=  rt^^'c'.sin-.rsin^r  sin-z./^*, 

d'où  l'on  tire 

V'=:  (icsinx)'(rasin  >  )='  {nb  sine)-  sin'j:  sin=j- sili-2. /', 


V  =  «J^';f;  sin^Xsin^Ysin'Z 


[^ 


en  représentant  par  «,  ,  h, ,  r,  les  aires  des  trois  faces  du 
parallélipipède  qui  passent  ])ar  le  sommet  O. 

Oi-,  si  Ton  regarde  (iihiCi  comme  des  lignes  (pii  repré- 
sentent les  aires,  en  menant  les  droites  OA',  OB',  OC 
perpendiculaires  aux  plans  BOC,  COA,  AOB,  mais  non 
du  même  eùié  que  Ox\,  OH,  OC,  on  veria  (|ue  ces  lignes 
font  entre  elles  des  angles  suppléments  de  ceux  que  font 
entre  elles  les  faces  d(^  l'angle  trièdre  OABC,  de  sorte  que 
si  les  perpendiculaires  sont  égales  <à  <7,,  />,,  r,,  la  (juanlilé 
V*  sera  égale  à  A",  \  '  étant  le  volume  du  paralléli[)ipèdc 
dont  les  arèlcs  sont  OA'  =-  ^/,,  0B'=  Z»,.  OC  =  c, . 
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L'équalioii  \' =  ^  "^  montre  que  quand  le  piemier  pa- 
raîlélipipède  atteint  son  maximum,  il  en  est  de  même  du 
second,  et  par  conséquent  aussi  du  tétraèdre  OA'B'C  qui 
en  est  la  sixième  partie,  ou  encore  les  tétraèdres  OABC, 
OA'B'C  atteignent  ensemble  leur  maximum. 

Or,  les  plans  diagonaux  du  premier  parallélipipède 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  arêtes  A'B', 
B'C',C'A',  savoir:  le  plan  DOC  à  A'B',  le  plan  DOA  à  B'C 
et  le  plan  DOB  à  C'A'.  En  effet,  si  Ion  coupe  le  parallé- 
lipipède perpendiculairement  à  l'arête  OA,  on  formera 
une  section  droite  oadb,  dont  les  côtés  ort,  ob  et  la  diago- 
nale o^^  seront  propoilionnels  aux  aires  des  faces  du  pa- 
rallélipipède et  de  son  parallélogramme  diagonal  passant 
par  O.  Or  si,  dans  le  plan  de  la  section  droite  oadb^  ou 
mène  à  oa  une  perpendiculaire  oa' :^  oa  et  à  ob  une 
perpendiculaire  ob'  =  ob,  de  sorte  que  l'angle  a' ob'  soit 
supplément  de  aob,  le  parallélogramme  oci! d'b'  sera  égal 
au  parallélogramme  oadb,  et  sa  diagonale  a't'  sera  égale 
et  perpendiculaire  à  od.  De  là  on  conclut  que  le  plan  dia- 
gonal est  perpendiculaire  à  a!b' .  Il  en  serait  encore  de 
même  si  l'on  remplaçait  oa' ,  ob'  par  des  droites  propor- 
tionuelles.  On  voit  donc  que  les  plans  diagonaux,  qui 
dans  le  parallélipipède  primitif  passent  par  le  point  O, 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  A'B', 
B'C,  C'A'  du  triangle  A' B'C.  Ils  sont  donc  perpendicu- 
laires à  A'B'C  et  leur  intersection  OD  l'est  aussi. 

Comme  pour  le  cas  du  maximum  du  premier  paralléli- 
pipède les  plans  diagonaux  sont  perpendiculaires  aux  faces 
opposées,  il  s'ensuivra  que  dans  le  second  parallélipipède 
les  arêtes  OA',  OB',  OC  sont  perpendiculaires  aux  droi- 
tes A'B',  B'C,  C'A'.  Autrement  le  tétraèdre  OA'B'C  a 
ses  arêtes  opposées  perpendiculaires  enti'c  elles. 

Si,  par  le  point  O,  on  menait  perpendiculairement  aux 
faces   A' OB',  B'OC,    COA'  des  perpendiculaires,   elles 
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coïncideraient  avec  OA,  OH,  OC,  el  si  on  les  prcniil 
proporlioiinclles  aux  aires  des  laces  des  paralIéloj^Maiiuncs 
qui  ont  pour  côtés  OA',  OlV,  OC,  elles  seraient  égaU.-s  à 
(i^  h,  c  multipliées  par  le  facteur  constant  V.  Puisqu'elles 
sont  pioportiontielles  à  «,  />,  c,on  conclurail,  comme  plus 
haut,  que  OD'  est  perpendiculaire  à  ABC.  Maintenant 
on  peut  considérer  la  face  ABC  comme  la  somme  algébri- 
que des  trois  |)iojections  des  faces  OAB,  OAC,  OBC  sur 
ABC,  mais  OD'  est  aussi  la  somme  algébri(|ue  des  projec- 
tions de  OA',  OB',  OC  sur  OD'.  Donc  OD'  est  propor- 
tionnelle k  ABC.  Donc  en  menant  des  plans  perpendicu- 
laires à  OA',  OB',  OC,  OD',  on  a  un  tcliaèdre  dont  les 
faces  ont  des  aires  données  proportionnelles  aux  lignes 
OA',  OB',  OC,  OD'.  De  ce  tétraèdre  on  passera  à  un 
autre  dont  les  faces  auront  précisément  les  aires  deman- 
dées. Au  lieu  de  ce  tétraèdre  on  pourra  prendre  le  té- 
traèdre symétrique.  11  est  facile  de  voir  que  ce  qui  pré- 
cède s'accorde  avec  la  Note  de  M.  Paul  Serrel  {yoia'elles 
Annales,  i863,  p.  79).  (^ette  jNote  a  pour  objet  délablir 
une  corrélation  qui  n'est  autre  au  fond  que  la  précédente. 

On  pouirait  développer  davantage  ce  qui  concerne  les 
parallélipipèdes  OABCD,  OA'B'C'D';  mais  cela  a  déjà 
été  fait.  On  n'a  mis  ici  que  ce  qui  est  nécessaire  pour  bien 
montrer  la  corrélation  des  deux  ([uestions,  objcis  de  cette 
Note. 

Si  l'on  prolongeait  OD'  de  OD"=OD',  le  lélraèdrr 
A'B'C'D"  serait  le  tétraèdre  dérivé  des  aires  dont  s'est 
occupé  M.  Painvin  dans  le  dernier  paragraphe  du  Mé- 
moire déjà  cité.  Sa  théorie  est-elle  bien  nouvelle,  et  ne 
pourrait-elle  pas  s'établir  d'une  manière  plus  simplt;.'' 
On  peut  se  proposer  d'établir  par  la  Céoniélrie  et  laTrigo- 
nométrie  élénu-nlaircs  les  propriétés  géomélriques  du  lé- 
traèdre  OABC  à  volume  maximum,  el  où  OA,  OB,  OC, 
OCr  (int  des  vah'uis  diinnées  (('i  est  le  rcnlr("  rie  gravité), 


(  446  ) 

et  du  tétraèdre  OABC  à  volume  maximum  dont  les  faces 
ont  des  aires  données.  Cette  marche  est  sans  doute  plus 
simple  que  l'emploi  des  déterminants. 

IV. 

Second  problème. 

7.  On  suppose  les  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  per- 
pendiculaires entre  elles.  Si  les  arêtes  issues  du  point  O 
sont  «,  b,  c,  faisant  les  angles  BOC  =  x,  COA  =: j-, 
AOB=i;,  les  arêtes  opposées  étant  perpendiculaires, 
il  faut  que  les  perpendiculaires  abaissées  de  B,  C, 
(OB  =  Z»,  OC=c)   sur  OA  aient  le  inême  pied.  Ainsi 

,  ces  Y       ces  z 

U  COSZ  =:.  c  COS  Y       ou       — r  -  =  • 

•^  b  c 

Le  système 

ces  a;        cosj'        cos:; 
abc 

exprime  donc  la  perpendicularité  des  arêtes  opposées^  il 
revient  à 

bc  sin.r  cot^  =  ac  sin  r  cet  >  =  ab  sinz  cot^, 
ou 

<7|  cotj;  =  b,  cot^  =  c,  cotz, 


ou  encore 


cosjr  ros 


sinX  sin  Y  sinZ 

ou  bien 

Oi  sinY  sinZ  co3.r  =  &,  sinX  sinZ  cosr  =  c,  sinX  sin  Y  cosc , 
ou  enfin 

«I  (cosY  cosZ  —  cosX)  rr=  è,  (cosZ  cosX  —  cosY) 
=  c.  fcosX  ces  Y  —  cosZ). 
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C-cs  éfjualions  sont  toutes  semblables  à  celles  du  pr-eniier 
système. 

Si  l'on  représente  par  r/j  l'aire  de  la  (|uatrièmc  face, 
ou  trouve  comme  il  suit  l'équation 

d]  =  a]  -i-  b-  -h  (■'  -h  iù,  c,  cosX  +  2Cirti  cosY  -+-  2a,  b,  cosZ, 
qui  revient  à 

(Il  =  a]  -\-  b;  -+-  c^  —  2è,c,  cos(i,,c,) 

—  2C,  «I  COs{r|  ,  ^/,)  —  2rti  b,  cos(«i,  /»,). 

C'est  une  conséquence  des  équations  suivantes,  d'où  nous 
ôtons  les  indices  pour  abréger  : 

a  =  b  cos  [a,  b)  -)--  c  cos(fl,  c)  -+-  d cos{n,  d) , 
b  ^=:^  c  cos  [b,  c)  -\-  a  cos(i,  a)  -4-  dcos[b,  d) , 
c  =  a  cos(c,  a)  ->r  b  cos  [c,  b)-\-  d  cos(f,  r/), 
d  =  a  cos[d,  a)  -\-  b  cos((/,  b)  -{-  c  co%[d,  c). 
De  là 

d-  =z  ad  cos  [d,  a)  -\-  bd  cos  [d,  b)-\-  cd  cos  (c/,  c)  ; 

mais  les  équations  précédentes  donnent 

«rZcos(a,  d)  =  a-  —  ab  cos(/7,  b)  —  ac  cos  [n,c), 
bd cos  i^b,  d)  =  b^  —  bc  cos('?',  c)  —  bu  cos(^,  «), 
cd  cos  (c,  r/)  =  c-  —  ca  cos  [C,  a)  —  cb  cos;  c,  b); 

d'où  j)Our  /^/-  la  valeur 

d-  =  (û-^b--\-c' —  2^c  cos (6,  c]  —  2.ca  cos(c,  a)  —  2.nb  cos(<7,  b). 

Cette  démonstration  est  sans  doute  coiniuc.  Si  ïmi  met- 
tait cette  valeur  sous  la  forme 

d^=a^-{-  b--\-  c- —  2  6c  cos  (i,  c) —  2«[ccos(r,  r/)-|-i  cos(<7,  /'  ] 

ou 

d-  =  (i-+  b''-\-  c- —  .'.bc  cos[bf  c)  —  o.ii'n  —  d  yi^si  n,  il   ', 
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ou  aurait 

d-  -{-  a-  —  2.ad cos{a,  d)  =  b-  -\-  c'' —  i  bc  cos[b,  c), 

équation  coiinue,  et  qui  a  différentes  significations  géo- 
métriques, soit  comme  double  valeur  du  carré  d'une  dia- 
gonale d'un  quadrilatère  gauche,  soit  comme  double  va- 
leur du  carré  de  l'aire  d'un  parallélogramme  diagonal 
dans  un  parallélipipède. 

Ainsi  l'on  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  équations 
du  second  problème  sont  précisément  les  mêmes  que 
celles  du  premier. 

8.   Si  l'on  remarque  que  l'on  a 

sin-'X        I — cos-X 


A'-  = 


sin  .r  sm-'j: 

I  —  cos^  X  —  cos-  r  —  cos'  z-\-  2  ces  .r  cos  >  ces  z 


mn'x  sm-  )  smz 
et  que,  de  même, 

T  sin'j:  I  —  cos- jr 


/^        sin-X  sin-X 

I  —  ros'X  —  cos^Y  —  cos'Z  -+-  2cosX  cosY  cosZ 
sin-X  sin- Y  sin^Z 

on  aura 

V-=  «'  b-  c-  [i —  cos^.2:  —  cos- >  —  cos'z  -H  2C0SX  cosj)'  cos  z), 

et 

Y'  =  a]b]  cj'(i  —  cos-X  —  cos^Y  —  cos' Z -f- 2  cos  X  cos  Y  cosZ). 

Si  Ton  remplace  Oj,  bi,  c^  par  ar//,  iù\  2c',  «',  b',  c' étant 
les  aires  des  faces  du  tétraèdre  dont  le  volume  T  est  donné 
par  l'équation  \  =  6T.   il  viendra 

{6Ty  =  /i'a"b''c" 
X  (i  —  cos'X  —  cos=Y  —  cos^Z  H-  2cosX  cos  Y  cosZ). 
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Donc,   si   Von   voiil  a\(tii"  le  niaximniii  de  V  et  (1(,' T.  en 
ayant  t'gard  aux  relations 

'/'  =  «•'  -4-  (y-  -+-  c-  -h  2  bc  cosr  H-  ?.  r<7  ros  >    H-  ?  «/,»  rose, 
r/'2  =  a'2H-(5/'--t-c'=  +  2Z''c'cosX-+-  ?.  c'^/' cosY+?.  rj' // cosZ, 

le  calcul  différentiel  donnera  immédiatement 

cosj"  cos-  —  cosj:        cosz  cosx  —  cosj        cosj?  cosr  —  coss 

^C  Crt  o6 

rosYcosZ  —  cosX       cnsZcosX  —  cosY       rosXcosY — rnsZ 


h' c'  c'a'  a' h' 

qui  sont  précisément  les  équations  trouvées  plus  haut  par 
des  considérations  géométriques. 


SECONDE  SOLlTIOi\  DE  LA  QIESTION  29.'i 

(  voir  2'  série,  l.  I ,  p.  M,  ; 

Pau  m.  J.   B., 

Elève  cil  Mntliéniatiqncs  spéciales. 


Ekoacé.  —  Pai'  iiu  point  P  jvis  dans  le  plan  d' une 
coiirhe  algébrique  M,  on  nu'-nc  tics  normales  à  celle 
courhc  qui  la  rencnntrcni  aux  points  A, ,  A,, .  .  . ,  A„.  On 
suppose  que  la  somme  ries  carrés  rie  ces  normales  est 
égale  à  p^.  quanlilé  con<:t(inle.  Le  point  P  engendre 
une  courbe  M,  •  la  nornude  ci  cette  courbe,  menée  par  le 
point  P,  passe  par  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  A, ,  A?,  etc. 

Soient  y=J'(^x)  réi|ualioH  de  la  courbe  M;.ro,j)o 
les  coordonnées  du  point  P^  (a:,,  >,),  (jr,  ,jj),  etc.,  les 
coordonnées  des  points  Aj ,  A, ,  ele. 

Ann.  de  Mailu'nint.y  a'  sorio,  t     il.  (Oclolin-  iS'.!)   .  '»> 
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On  a,  par  hypothèse, 

)  2;[(^o--^.)=+(r«— j.)n==/>' 

L'équation  de  la  normale  en  Ai  est 


r. 


elle  passe  par  le  point  P ,  donc 

(2)  {f,—j,)j\-\-(xo—.r,)=o. 

Je  prends  la  dérivée  de  (i),  par  rapport  à  X(,y  en  ap- 
pliquant le  théorème  des  fonctions  composées  : 

En  vertu  de  l'équation  (2),  j'ai  donc 

2  [  (•>'»  —  /'  ]  J'o  -+-  -^o  —  -^i  1  =  O  ' 

égalité  que  je  puis  écrire  ainsi  : 

(/îjo  —  lx,)y„-j-nXo  —  Ix,  =0, 


(3)  (^„r„-^j/„4-Xo-^=o. 

L'équation  de  la  normale  en  P,  au  lieu  des  points  P,  est 

j  — ro= r{^  —  ^^)f      ou     fjo— j')j'o+-^o— .2^=  o. 

Il  faut  démontrer  que  cette  droite  passe  par  le  centre 
des  moyennes  distances  des  points  Ai,  A,,  .  .  .  ,   dont 


n  n 

est  exprimé  par  la  relation  (3). 


les  coordonnées  sont  - — ^  ■>  - — !  ;  c'est  précisément  ce  qui 

n         n  ^  ^ 
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SOLtnON  GÉOMÉTIUQIE  DE  LA  (ilESTION  IIK  MKCAMQIE 
DU  COKCOLRS  DE  i8C2  (RliÉTÛlUQlE  SClEKTiPIQlEj: 

Par   m.   Ar.RAUAM   SCHNF.F'^, 

fclovfi  dii  lycée  Ch:irl<'m:i{;nc. 


Un  point,  matcrial  M,  placé  en  un  point  donnt-  15. 
sans  vitesse  initiale,  se  meut  sous  l'inj/uence  de  deux 
forces  attractives  dirigées  vers  deux  centres  fixes  A 
et  A' ]  les  intensités  de  ces  Jbrces  varient  proportion- 
nellement aux  distances  du  point  attiré  aux  centres 
fixes,  et  elles  prennent  jespectivement  les  valeurs  don- 
nées g:,  g' ,  lorsquri  les  distances  iMA,  iNIA'  de\.'ienncni 
égales  à  Vu7iitc  de  longueur.  On  demande  de  détermi- 
ner la  trajectoire  du  point  matériel  M,  ainsi  que  la  loi 
du   mouvement. 


Soit  en  lie  los  cciilrcs  iixcs  un  point  V.  tel  (|ui' 
AK   _  !i' 

Menons  liE  ;  soient  M  cl  D  deux  points  de  celle  droite; 
menons  MA,  MA',  et  par  D,  les  droites  D;|/,  D^'  respecti- 
vement parallèles  à  MA',  MA.  Ixs  triangles  MAT,  M A'F-., 
de  même  liauUnir,  sont  enlie  eux  comme  leurs  bases  \h. 

20. 
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A'E;  ainsi 

surf  MAE  _  AE 
surfMA'E"'!^* 

La  figure  Mip  D^'  est  un  parallélogramme,  donc 

surfMDi]/=:surf  MDf, 

et  l'égalité  précédente  peut  s'écrire 

surf  MAE 
AE  surfMD-i; 


A'E        surf  M  A' E 


■urf  MU^/' 


Les  triangles  M  AE,MD^|;  ont  un  angle  commun  j  il  en  est 
de  même  des  triangles  MA'E,  MDt]/'.  Donc 


surf  MAE 

MA. ME         surfMA'E 

MA' .  ME 

surfMD]/ 

~  MD.M^}^  '      surfMD.};' ~ 

MD.Mf  * 

et  par  suite 

AE  _  MA     M  y  _  g' 
A'E  ~  MA'     M-";  "^  g 

On  tire  de  là 

M -y  _  MA'.^' 
RTJT  ~    MA.g-  * 

Si  donc,  à  un  instant  quelconque,  le  mobile  se  trouve 
sur  la  droite  BE,  d'après  l'énoncé  et  l'équation  précé- 
dente il  se  mouvra  sur  cette  droite,  pourvu  qu  il  parte 
du  repos  :  c'est  précisément  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  qui 
nous  occupe. 


Des  relations 

B^  =  BA.g 

Mi  = 

MA.  g, 

on  déduit  par  division 

Bip 
M  4/ 

BA 

~  ma' 
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re  (jui  prouve  que  la  droite  (^^  est  parallèle  ;i  \'A:.  Les 
triangles  15(j)C,  ]M(|>D  ont  doue  même  hauteur,  et  par 
suite  ces  triangles,  ou  les  parallélogrammes  B-pCo'? 
Mtj>  D(]^'  sont  entre  eux  comme  les  ligues  liC,  INID  ;  on  a 
donc 

B^.B'/sinB    _  BC 
M;}..M/sinM  ~~  MD  ' 

et  en  remplaçant  B(p,  Bi<',  M |,  M|'  par  leurs  valeurs, 

BA.BA'sinB   _  BC 
MA.MA'sinM  ~  MD* 

Le  premier  membre  est  égal  au  rapport  des  triangles 
BAA',  MAA'  qui  ayant  même  base  sont  entre  eux, comme 
leurs  hauteurs,  ou,  ce  qui  i-evient  au  même,  comme  les 
segments  BE,  ME  5  on  a  donc 

BC  _  BE 
MD  "~  Mt' 

et  comme  BC  et  BE  sont  des  quantités  fixes,  il  eu  résulte 
que  la  force  qui  sollicite  le  corps  est  proportionnelle  à  sa 
dislance  au  point  E.  Elle  est  maximum  en  B,  et  nulle 
en  E.  La  vitesse  du  corps  est  au  contraire  nulle  en  lî  et 
maximum  en  E. 

A  partir  de  E  le  corps  continue  à  se  mouvoir  en  ligne 
droite,  mais  d'un  mouvement  retardé,  et.  pour  deux  jx)- 
sitions  symétriques  du  mobile  par  rapport  à  E,  il  csl 
animé  de  vitesses  égales  mais  de  sens  contraires.  Il  en  ré- 
sulte qu'ayant  parcouru  un  espace  EB'=BE,  sa  vitesse 
est  nulle,  et  il  se  dirige  de  nou\e.iu  vers  E;  son  mouvr- 
menl  est  oscillatoire. 
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QUESTION  6555 

Solution  de  M.  CORKILLE, 

Elève  du. lycée  de  Strasbourg  (classe  de  ^].  Saint-Loup). 


Enokcé.  —  Soient  OA,  OB  les  demi-axes  d'une  ellipse 
dont  le  centre  est  O  ;  ANC  la  circonférence  décrite  du 
point  O  comme  centre  avec  OA  pour  rayon;  NM  une 
perpendiculaire  à  Vaxe  OA,  rencontrant  V ellipse  au 
point  M  et  la  circonférence  ANC  au  point  N;  V  le  point 
oit  r ellipse  est  rencontrée  par  le  rayon  -vecteur  ON,  et  Q 
le  point  de  rencontre  de  la  circonférence  et  d^une  per- 
pendiculaire à  Vaxe  OA,  menée  par  le  point  P  :  si  Voji 
prend  OJX  =  01?  sur  la  direction  du  rayon  OQ,  la  droite 
RM  sera  tangente  à  l'ellipse  et  perpendiculaire  à  OR. 

(Sacchi.) 

Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  M,  on  aura  la 
relation 

ay' 
Les  coordonnées  du  point  N  seront  x',  -y- j  et  1  équa- 
tion du  rayon  vecteur  ON  sera,  par  conséquent, 

or' 
bx 

Si  l'on  détermine  les  coordonnées  du  point  d'intersection 
(le  cette  droite  et  de  l'ellipse,  on  obtiendra 

ab'x'  aHy' 

y      _ 


On  aura  alors  pour  les  coordonnées  du  point  Q 

ab-x'  a"'}' 

-r  =  -^=^  ■>        .)  —  -=    - 

Sn\y'^-\-b'x'-  \'n\y'-  +  b'x'- 


(  455  ) 
L'équalion  de  la  droite  OQ  sera  doue 

On  voit  déjà  que  cette  droite  (2)  est  perpendiculaire  à 
la  tangente  à  l'ellipse  menée  au  point  {a/,  y'). 
Le  cercle 

coupe  la  droite   (2)   en  un  point  dont  les  coordonnées 
sont  évidemment 

a-'b*x'  a'b\y' 

(0) 


rt'j"-+-^'-c'»         '  a*y''  +  b'x'' 

L'équation  de  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  M  est 

(4)  a\yf'-+-  b^xx'  =  (ûb\ 

et,  en  cherchant  les  coordonnées  de  son  intersection  avec 
la  droite  (2),  on  trouve  identiquement  les  valeurs  (3). 
Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Note. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Ch. 
de  Trenquelléon  ;  J.-Ch.  Dupain;  A.  M.,  élève  du  col- 
lège de  Douai;  Godart,  élève  de  AL  Bourgeois-,  Albin 
Laval,  élève  du  lycée  de  Lyon-,  Auguste  (irouaid.  élève 
du  lycée  Louis-le-Grand  ;  G.  Monniot:  A.  Pelletrcau, 
élève  en  spéciales  à  Poitiers;  Demmler;  A.  .Mastio.  élève 
en  spéciales  au  lycée  de  Rouen  (classe  de  .M.  \incenl); 
John  Risser;  Abraham  Schnéc,  élève  du  Ivcéc  Charle- 
magne^C.  13.  (de  Gand)  ;  Ch.  Contel,  élève  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  lycée  de  Besancon  (classe  de  M.  Che- 
villiet);  P.  R.,  du  collège  Rollin  ;  Arthur  Grassat,  élève 
de  INlathématiques  spéciales;  René  Passaguay,  élè\i'  m 
Mathémaliques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 
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QUESTION  64 i; 

Solution  he  M.  A.   G., 

Élève  en  Mathématiques  élémentaires  (Rhétorique  scientifique). 


Démontrer  la  relation 

cos  (rt  4-  6+c)  cos  [a-\-  b  —  c)  cos  [a-\-  c  —  b)  cos(b  -{-  c  —  a) 
—  ^cos^a  cos'^b  cos^c 
=  —  (cos«  -h  cosè  H-  cosc)  (cosa  -\-  cosb  —  cosr) 
X  (cosa  -t-  cosc  —  cosb)  [cosb  -+■  cosc  —  cos«). 

(Catalan.) 
On  a 

(cosa  +  cos  b  ■+-  cosc)  (cosa  -+-  cosb  —  cosc) 
=  2  cos  a  cos  b  -\-  (cos^  a  +  cos^  b  —  cos-c) 
et 

(cosa  H-  cosc  —  cos^)  (cosZ*  +  cosc  —  cosa) 
=  2  cosa  cos  b  —  (cos'a  -+-  cos^Z»  —  cos'c). 

INIulti pliant  membre  à  membre  les  égalités  précédentes  et 
nommant  P  le  premier  membre  de  l'égalité  résultant  de 
cette  multiplication,  il  vient 

P  =  2  cos'  a  cos^  A  H-  2  cos'  a  cos^  c  -h  2  cos^  ^  cos'  c 
—  cos'  a —  cos'  b  —  cos'  c. 

D'autre  part, 

cos  [a  -\-  b  -{-  c)  cos  [a  -\-  b  —  c)  =  cos^  (a  +  6)  -f-  cos^  c  —  i 
et 
cos  {a  +  c  —  b)  cos  {b  -\-c  —  fl)  =  cos'  (a  —  b)  -+-  cos'c  —  i . 

La  inultiplicalion  de  ces  deux  dernières  égalités  donne. 
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en  nommant  V  le  produit  des  quatre  lac teurs  des  pre- 
miers membres, 

P'  =  [cos{rt  +  b)  cos(rt  —  i)p  H-  [cos=(«  -\-  b)  -\-  cas- {a  —  b)] 
X  (cos^c  —  0  +  (cos'c  —  i)- 
=  (cos'a-hcos' ^ — i)^-f-(4cos^a  cos'A  —  2cos^a  — 2cos'i4-'.>.) 
X  (cosV  —  I  )  -h  (cos'c  —  I )'  ; 

d'où 

P'  =.  CCS*  «  -I-  cos'  b  -\~  cos'  c  —  2  cosV/  cos'  b  —  i  ces-  a  cos'r 
—  2  cos'  ^  cos'  c  +  4  cos-  a  cos-  b  cos^  c  ; 

donc 

P'  —  /^cos'a  cos-b  cos'c  =  —  P. 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


SOLUTION  DE  LA  QlESTIO\  653; 

Par  m.  J.   DK  VIRIEU, 
Professeur  à  Lyon  (institulion  Sainte-Barbe). 


(A) 


i.  Démontrer  l'identité 

(-f-cos'rt  +  cos-/;  H-  fos'c)*  —  4  sin-(aH-  b  -\-c) 
X  (cos-fl  v.os-b  -+■  cos' 6  cos'f-|-  cos-rcos'«) 

—  4  fosrt  cos^  costcos  [a  -\-  b  -{-r) 
X  [cosV/H-cos^^  H-C()s'c-Hcos\a  -f  b-^c)] 

—  2  cos'(«  +  b  -{-  c)  (cos'«  -+-  cos^b  -+-  cos'r) 

-f-  4  cos'fl  cos'^  cos'c 

-f-  8cosrt  cosb  cosc  cos  [a  +  b  -^-  c) 

-H  cos'(<^/  4-  ^  +  ''" 

(Streboi;  .) 
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2.  Rappelons  les  identités  connues 

cos{p  -h  q)  -h  cos(p  —  q)  ■=  1  cospcosq, 

cos  [p  -+-  q)  cos  {p  —  7)  =  cos^p  ■+■  cosV/  —  I, 

ces'  [p-\-  q)  -h  ces'  {p q)  =:  /\.  COS^ p  COS^q  —  2  COS'7 

—  2  COS^/J  -f-  2. 

3.  On  a  identiquement 

Î[x  —  cos  {+  a  -^  b  -\-  c]]  [x  —  cos  ( —  a  +  b  -\-c)] 
=  x' —  2cosrt  cos(^  +  c)x  -i-  [cos'(i  4-c)  -h  cos^a  —  i], 
l         [.r  —  cos  (h-  a  —  b  -i-  c)]  [x  —  cos  (+  a  +  b  —  c)] 
I   z=  x^ —  1  cos  a  cos  (b  —  c)  X  -h  [cos-  (b  —  c)  - 


[cos-  (b  —  c)-{-  cos'«  — i]. 


4.   Multipliant  (i)  et  (2)  membre  à  membre,  on  a  la 
nouvelle  identité 

[x  —  cos  (h-  a  -i-  b  -{-  c)][x  —  cos  ( —  a  -\-  b  -}-  c)] 
X  [•»  —  cos (+  a  —  b  -h  c)][x  —  cos (+  a -+-  b  —  c)] 
x^  —  2  eosa  [cos  [b  -{-  c)  -j-  cos  {b  —  c)]x^        \ 
^cos^acos{b  +  c)cos(b — c)  —  2 
(3)     /        j       |_-i- 2  cos^«  4- cos-(^  H- c) -t- cos^  (^  —  c) 
=  [  —  2  cos«  [cos  [b  -+-  c)  -\-  cos  [b  —  c)] 

X  [cos  [b  -{-  c)  co%{b  —  c)  -l-cos^rt  —  i]  x 
H-  cos  (-{-  a  -\-  b  -\-  c)  cos  ( —  a  -{-  b  -\-  c) 
\  X  cos  (-4-  rt  —  b  -\-c)  cos  ;+  a  -{-b  —  c) 

o.   Mais,  d'après  une  proposition  de  M.  Catalan  (*), 
on  a 

cos  [-\-  a  -\-  b  -ir  c)  cos  ( —  a -{-  b  -\-  c) 
X  cos  {+  n  —  b  -\-  c)  cos  [-\-  a  -\-  b  —  c) 
=  4cos-flcos-écos-c —  (cosa-f-cosè  +  cosc"!  (cosa  +  cosé —  coso 


(*)  Page  /,56. 
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X  (cos^  +  cosc  —  cosfl)  (cosc-f-  cos«  —  cos/» 
=  4  cos'fl  cos-  b  cos'c  +  cosV/  -|-  cos'6  -+■  cos'c 

—  ?  cos^«  cos^  0  —  ?.  cos^Z»  ros'r-  —  2  cos'ccos-/-/ 
= -h  4  cos' <7  cos'/j  cosV — ^[cos^ac.o%^b-\-cos-ùcos^c-\-cos-ccoi,'a) 

-\-  (cos' a  +  cos- 6  +  cos'c)'. 

0.  En  venudeceltedernièreidenlitéetdesideniilés  (B), 
Téquation  (3)  devient 

\x  —  cos  (h-  rt  +  i  H-  c)]  [ar  —  cos  ( —  a-\-  b  -\-c)] 
X  [^  —  cos  (H-  a  —  b  -\-  c)]  [x  —  cos  (-h  a  +  b  —  c)] 
'  +  ,r'  —  4  cosrt  cos^  cosr  .r'  * 

4  cos'rtcos'i-f-cos'^cos'c-|-cosVcos^a)"j      j- 

^'  I 

-  2  [cos-fl -f- cos-^  4- cos'f)  J      I 

=  {  —  icosflcosè  cosc  (cos'«  -f-  cos'^  +  cos-f  —  'J.)x  ,' 
4  cos'  a  cos'  b  cos'  c  \ 

4  (cos'fl  cos'Z»  -h  cos'^  cos'cH-  cos'ccos'rt)       | 
icos'cj  -h  cos' 6  -f-  cos'c)'  , 

Posant  tour  à  tour 


(4i 


X  =:  cos  (4-  rt  -+-  /^  -I-  C^, 

X  =  cos  (-H  rt  —  b  -\-  c), 


cos  ( —  a  -h  b  -+-  c), 
cos  (+  a  -h  ^  —  c). 


on  a  ([iiatre  expressions  idenlicjuenieiil  nulles,  dont  la 
première  eoïncide  avec  ce  que  devient  le  premier  membre 
•  le  ridenlité  proposée,  (A),  quand  on  y  remplace 
f,in^ [a -\- b -{- c)  par  i  —  cos*  (a  -\-  b  -^ c) ,  et  ([u'on  ordonne 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  cos  [a  -]-  b  -\-  c) . 
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DESCRIPTION  WM  MOIJYEMEM  CONTIM  Dl  LlEl 

qui  fait  Tobjel  de  la  Composition  de  Géométrie  analytique  au  Concours 
d'admission  à  l'École  Polytechnique  en  1863  j 

Par  m.   h.   LEM0>NIER, 

Professeur  de  Mathématiques  au  lycée  Saint-Louis. 


L'énoncé  du  problème  revient  au  suivant  : 

Etant  donnés  deux  cercles  sur  un  planton  fait  mou- 
voir  un  point  mobile  P  sur  la  circonférence  du  premier, 
on  prend  les  polaires  de  ce  point  par  rapport  aux  deux 
cercles ^  on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
deux  polaires. 

Quand  des  cercles  sur  un  plan  ont  uu  même  axe  radi- 
cal, on  sait  que  les  polaires  d'un  point  quelconque  du 
plan  par  rapport  à  ces  cercles  concourent  en  un  même 
point.  C'est  un  cas  particulier  d'un  théorème  général 
concernant  les  coniques  qui  passent  par  quatre  points 
réels  ou  imaginaires. 

Qu'on  prenne,  au  reste,  pour  axe  des  Y  l'axe  radical 
commun,  l'équation  générale  des  cercles  sera,  en  coor- 
données i^ectangulaires, 

{x  —  a'/  -{-  (y  —  by  —  A=  l\x, 
celle  de  la  polaire  du  point  (X\  )  sera 

{x  —  a)  {X  —  a)  -h  {y  —  b)  {Y  —  b)  —  k  =  l  [x  -h  X). 

Par  conséquent   la  polaire  passe  par  le  point  fixe  que 
donnent 

T  =  —  X     et     —  : X=  ~  fl')  +  ( r  —  t)  (  Y  —  /^  —  A  =  o. 
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Cela  posé,  soil  O  le  cciilic  du  cercle  de  i.ivon  II  sur 


lequel  se  prend  le  point  mobile  P,  et  soit  II'  l'axe  radical 
de  oc  cercle  et  du  second  cercle  donné. 

Si  M  est  un  point  du  lieu  correspondant  au  point  P,  et 
que  leurs  projections  sur  la  droite  OA  perpendiculaire  à 
II'  soient  m  et  p^  on  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  ces 
projections  sont  symétriques  l'une  de  l'autre  à  l'égard  du 
point  A. 

Donc,  si  on  prend  AO,  =  OA,  on  aura  0,m  =  ^O. 

Menons  sur  OA  la  perpendiculaire  0,Y',  sur  P.M  la 
perpendiculaire  MQ,  et  soil  iMm'  une  parallèle  à  OA. 

Le  triangle  QM//i'  se  trouve  égal  au  triangle  Po/7, 
d'où  il  suit  que 

QM  =  î>0  — R. 

Donc,  si  on  prolonge  O^I  de  ÎMS  =  MQ,  la  droite  OS 
sera  parallèle  à  PM,  l'angle  S  sera  droit. 

Donc,  si  on  fait  mouvoir  un  angle  droit  S  de  façon  que 
l'un  des  côtés  indéfinis  passe  par  le  i)oint  fixe  O  et  que 
l'autre  côté  s'appuie  sur  la  droite  0,Y'  par  un  point  () 
situé  sur  ce  côté  à  une  dislance  constante  i  R  du  som- 
met S,  le  point  AI  milieu  de  SQ  décrira  le  lieu  demandé. 
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Qu'on  ait  SQ  =  00,  =  aOA,  le  lieu  sera,  d'après 
Newton,  une  cissoïde  ayant  le  point  A  pour  sommet,  etc. 

J'ajouterai  que  la  norraale  du  lieu,  au  point  M,  s'obtien- 
dra en  joignant  ce  point'âu  point  K  où  se  coupent  la  nor- 
male menée  en  Q  sur  la  directrice  rectiligne  Oi  Q  et  la 
normale  menée  en  O  sur  OS. 


QUESTION  D  EXAMEN;  | 


Solution  dk   M.    G.    DUBOIS, 

Professeur  de  Mathématiques. 


i 


Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  le 
rapport  de  leurs  distances  à  deux  droites  données  AB, 
CD,  non  situées  dans  un  même  plan,  soit  égal  à  un 
rapport  donjié  k. 

Soient  a.  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  don- 
nées, a  l'angle  qu'elles  font  entre  elles. 

Prenons  pour  axe  des  z  l'une  des  droites  AB,  pour  axe 
des  X  la  plus  courte  distance,  et  pour  axe  des  j  une  per- 
pendiculaire aux  deux  premiers  axes. 

La  distance  d'un  point  M  [x,  j,  z)  du  lieu  à  la  droite 
AB,  prise  pour  axe  des  z,  est  évidemment 


On  obtiendra  la  distance  du  môme  point  M  à  la  droite 
CD,  en  remarquant  qu'elle  est  l'iiypolénuse  d'un  trian- 
gle rectangle  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont,  dune 
parti  [x  —  a),  et  de  l'autre  la  distance  de  la  projection 
du  point  M  sur  le  plan  YOZ  à  la  projection  de  la  droite 
CD  sur  ce  même  plan.  Or,  cette  dernière  distance  est 
égale  à 

)  cosa  —  z  sin  a, 
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donc:  la  distance  du  point  M  à  la  droite  CD  csl  égale  à 


y(jr  —  «)'  -j-  [jr  cosa  —  z  sinaj'- 
L'équation  du  lieu  demandé  est  donc 

(.r  —  «)'4-(7COSa  —  zsina)' 
ou  bien 

A'(rcosa  —  csina)'  —  j^  +  {/>'' —  i)  (-^  — 71 


'  A-  —  1  ' 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  immédiatement  que  ce 
lieu  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  ayant  pour  plans 
diamétraux  conjugués 

«/' 
r  cosa  —  zsina  =  o,      y  =  o,      x  ■= —■ ? 

c'est-à-dire  le  plan  des  zx,  un  plan  parallèle  au  pl.in 
des  zj.)  et  un  plan  passant  par  la  droite  CD  et  Taxe 
des  X. 

11  en  résulte  que  le  centre  de  1  hyperboloïde  est  situé 
sur  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  données  AB, 
CD,  en  un  point  qui  partage  cette  droite  en  deux  sei;nicnls 
soustractifs  dont  le  rapport  est  égal  au  carré  du  rapport 
donné  A;  et  que  les  parallèles  aux  deux  droites  donni'cs 
menées  par  ce  centre  sont  des  diainètres  de  cet  hyperbo- 
loïde, 

Dans  le  cas  particulier  où  A  =^  i ,  l'équalioii  (i)  peut 
s'écrire 

(/  cosa  —  zsina)'  — j'  z=  2«  1  .r j  ; 

elle  représente  alors  un  paraboloïdc  hyperbolitpic,  (p»i 
passe  au  milieu  de  la  plus  courte  distance  des  deux  droites 
données,  et  a  (elle   plus  courte  distaiic»'  pour  diamètre 
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conjugué  (les  plaus  parallèles  à  ces  deux  droites,  lesquelles 
sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  toutes  les 
sections  faites  par  ces  mêmes  plans. 


NOTE   Sl!R  LES   ANNIITES; 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIS. 


Une  personne  contracte  un  emprunt  remboursahie 
au  moyen  de  n  annuités  de  a  francs  •  on  a  calculé  quil 
serait  aussi  ai^antageux  pour  elle  de  payer  m  annuités 
de  b  francs.  On  demande  à  combien  on  évalue  le  taux 
de  r intérêt.  Le  premier  payement  s'effectue  un  an  après 
le  jour  de  V emprunt. 

Appelons  x  l'intérêt  annuel  d'un  franc-,  la  valeur  d(! 
la  dette  au  moment  où  elle  est  contractée  peut  se  repré- 
senter indifféremment  par 

a\[i  -\-  .x)"  —  \]  hVl-frx)"' l] 

—^ —- ou  par     — !^ — -■■; 

on  en  conclut  que 

[a  —  b)  {\ -\- xY  —  a[i-^r  x)"'-''-\- b  =  o, 
ou,  en  posant^  =  i  -4-  o", 
,  .  a  b 

i)  y" Tj'"-"H 7  =  0. 

'  a  —  b  a  —  b 

Les  annuités  étant  évidemment  inégales,  on  peut  sup- 
poser a^by  ce  qui  exige  par  compensation  m^n. 

L'équation  (1)  a  pour  racine  l'unité,  et  comme  d  ailleurs 
son  pi'cmier  membre  présente  deux  variations,  le  nombre 
des  racines  positives  est  certainement  deux. 


(  '1«^>  ) 

La  règle  de  Descai  les  permet  de  compter  les   racines 
négatives  : 

(  m  impair une  racine  néi;alive, 

\  (   n  pair deux  racines  négatives, 

1  m  pair {        .        . 

\  (  n  impair.  .  .    pas  de  racines  négatives. 

Les  racines  négatives  n'ont  pas  d'imporlanee  dans   L 
question  proposée. 
L'équation  dérivée 

2  )  mY'"~' T  (  ///  —  n  )  ■>•"-"-'  :=  o 

a  —  y 

a  toujours  ni  —  n  —  i  racines  nulles,  une  racine  positive 

"a  {m  —  rt)  .  .  .  ,       .  , 
TT?  et,  SI  n  est  i)air,  une  racine  negalivc.    La 

racine  positive  de  la  dérivée  sépare  les  deux  racines  po- 
sitives de  Téqualion  (i).  Or,  d'après  la  nature  du  pro- 
blème, il  faut  que  y  ait  une  valeur  supérieure  à  15  il  faut 
donc  aussi  que  la  racine  positive  de  la  dérivée  soit  supé- 

,    , ,       .    ,  .  .  ,  m        a 

rieurc  a  1  unité,  ce  qui  revient  a— ">  y 

^  no 

La  règle  de  Lagrange  donne  pour  limite  supérieure  des 


\/ 


racines  de  léquation  (1)  SJ      "_  ,'  I^"  <^''^^''  *^^^^^  (juan- 

tité  est  plus  grande  que  rnnité,  et  si  on  la  substitue  à  ^ 
dans   le    premier  membre  de    l'équation   (1),  on    trouve 

un  résultat  positit  r- 

La  valeur  convenable  de  )  étant  ainsi  comprise  entre 
deux  nombres  connus  peut  s'obtenir  par  les  méthodes  or- 
dinaires d'approximation. 

Dans  (piebpies  cas  parliculieis  ellt>  est  une  fonction 

Ann.dcyialhvmal.,  >"  scri»'.  t.  II.   ;()cl.>l>io  \'è«\:,  3o 
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explicite  des  données.  Soit  2771  =  3/?^  l'équation  (t)  de- 
viendra 

a  b 

yHm-n)  _  . ^     ym-n  _| _  q 

a  —  0  "  a  —  b 

le  premier  membre  est  alors  divisible  par  j'"~" — i ,  et  l'on 
trouve 


X  = 

Si   771  =271, 

y'"—- — r  y 


\J-\-^\/\  +  7r^ 


a—b'      '    a—b  ' 

le  premier  membre  est  divisible  par  j'" —  i,  et  l'on  trouve 


Si   771  =  3  /2  , 


«,3n yn 


a  —  b  a  —  b 

le  premier  membre  est  encore  divisible  par  j  " — i,  et 

l'on  trouve 

I 

y 


\/-^\/-;-- 


—  b 


DÉMOXSTRATION  ANALYTIQUE 
DE  QUELQUES  THÉORÈMES  SIR  LA  PARABOLE 


Par  m.  J.-J.-A.   MATHIEU; 

Capitaine  d'artillerie. 


Sur  la  parabole  inscrite  dans  un  angle  donné,  on  peut 
démontrer  les  iliéorèmes  qui  suivent  : 

1.  La  clîTectiice  passa7it  par  U7i  poi/it  fixe,  le  lieu  du 
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fojer  csl  le  cercle  cii  conscrit  au  triangle  dcterniinê  par 
V  angle  donne  ci  le  point  fixe  pris  pour  point  d' inter- 
section des  trois  hauteurs. 

2.  Inversement,  si  le  lieu  du  foyer  est  un  cercle  pas- 
sant par  le  sommet  de  V  angle  donné,  In  directrice  passe 
par  u?i  point  fixe,  intersection  des  trois  hauteurs  du 
triangle  délernùné  par  V  angle  donné  et  le  cercle  pris 
pour  cercle  circonscrit. 

3.  La  parabole  étant  tangente  à  une  troisième  droite, 
la  directrice  passe  par  un  point  yîxe,  intersection  des 
trois  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  tangentes. 

A.  Il  résulte  des  théorèmes  1  et  3  que  le  lieu  du  foyer 
d'une  parabole  tangente  à  trois  droites  est  le  cercle 
ci/conscrit  au  triangle  formé  par  ces  droites  (ihéorème 
bien  connu). 

5.  TJ un  des  jwinis  rie  contact  de  la  parabole  inscrite 
étant  donné,  la  directrice  passe  par  un  point  fixe,  in- 
tersection de  la  perpendiculaire  élevée  par  le  sommet  do 
r angle,  au  côté  dont  le  point  de  contact  est  connu,  a^'cc 
la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  de  contact  sur 
Vautre  côté. 

6.  Il  résulte  des  lliéorènjcs  I  et  o  que  le  lieu  du  foyer 
d'une  parabole  inscrite  dans  un  angle,  awec  un  point 
de  contact  donné,  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
déterminé  par  l'angle  donné  et  le  point  fixe  de  la  di- 
rectrice pris  pour  point  d'intersection  des  trois  hauteurs. 

7.  La  direction  des  diamètres  de  la  parabole  inscrite 
étant  {tonnée,  la  directrice  passe  par  un  point  fixe  si- 
tué à  Vin  fini,  le  cercle  lieu  du  foyer  de\'icnt  alors  une 
droite  passant  par  le  sommet  de  l'angle  et  ayant,  par 
rapport  aux  côtés  de  F  angle  jiris  pour  axes,  un  coefji- 
cienL  angulaire  rccipro(pie  de  celui  de  la  direction  des 
diamètres. 

3o. 
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J'indiquerai  succinclemeut  l'analyse  bien  simple  qui 
fournit  la  démonstration  de  ces  théorèmes.  Les  candidats 
pourront  y  trouver  d'utiles  exercices  de  calcul  et  des 
moyens  pour  résoudre  plusieurs  problèmes  sur  la  con- 
struction des  paraboles  soumises  à  des  conditions  don- 
nées. 

L'équation  générale,  contenant  deux  paramètres  va- 
riables, des  paraboles  inscrites  dans  un  angle  peut  rece- 
voir la  forme 


(0 


{dj  —  ex)'  -i-  2.  {(iy  -h  ex)  -h  i  =  o. 


Cherchant  la  condition  pour  qu'une  droite  y  =  mx-]-n 
soit  tangente  à  la  parabole  (i),  on  trouve 


(2) 


n  (  dm  ~  e)  -+-  m 


On  déduit  de  là  que  l'équation  de  la  directrice,  consi- 
dérée comme  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circon- 
scrits à  la  parabole,  est 

(3)         y{c-^dcosQ)  +  X  {d-\-  e  cosB)  -h  cosQ  =zo. 

Par  l'identification  de  cette  équation  avec  celle  de  la 
polaire,  ou  trouve  les  équations  qui  déterminent  les 
coordonnées  du  pôle  de  la  directrice,  c'est-à-dire  du 
foyer  : 

)■,  (ri  H-  2e  ces 9)  -+■  x,  c  -{-  i  =z  o, 
j-,  r?H-  Xt  {e-{-  aricosG)  +  i  =  o. 


(4) 


L'élimination   de  d  et  e  entre  les  équations  (3)  et  (4) 
conduit  à 


(5j 


)  (x,  4-;>i  cosô)  ■+■  X  (  )-,  H-  X,  ces  6) 

—  cosQ  (.r;  H-  y-^  -t-  2Jt:,  }  ,  cosG]  =o. 


La  directrice  passant  par  un  point  donné,  on  voit  sans 
difficulté   que  l'équation   (5)    en  .r,,   y^    représente   un 
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cercle  passant  pai   le  somim-t  dr  1  angle  et  coupant  les 
axes  (le  manière  que  le  lrian;j;le  inscrit  a  pour  point  d'iri- 
lerseclion  des  hauteurs  le  point  donné,  ce  qui  démontre 
le  théorème  1 . 
Si  on  a 

^'t  ~^y'\  +  2j:,  ) ,  cosO  =  a.r,  -+-  b)  ,, 

c'est-à-dire  si  le  lieu  du  foyer  est  un  cercle  passant  jjar 
le  sommet  de  l'angle,  l'équation  (5)  devient 

—  [x  +  >  ces  6  —  b  cosG)  -\-  y  -\-  X  cosO  —  a  r(»sO  =:  o. 

La  directrice  passe  donc  par  un  point  fixe,  inlerseclion 
des  deux  droites  : 

i.T.  +y  ces  9  —  b  cosO  =  o, 
y  -\-  jrcos9  —  a  cos9  =  o, 

ce  qui  démontre  le  théorème  2,  car  ces  é(|uaiion!5  repré- 
sentenldcux  hauteurs  du  triangle  inscrit. 
Poui-  démontrer  lo  théorème  3,  soit 

>  X 

o        n 

l'équation  d'une  troisième  tangente:  l'équation  de  condi- 
tion (2)  donne  entre  a  et  h  la  rel.ilion 
r/i  +  f «  H-  I  =  o. 

Par  réliniinalion  de  c  entre  celle  relation  et  1  ('qua- 
lion  (3)  de  la  directrice,  on  trouNC 
r/[j(acosO  —  i)-H.r(rt  — /m-osO^]-(-  rrcosO  —  j  — .r rosO  =0. 

Cette  équation   représente  une   droite  passant  par  un 
point  fixe,  intersection  des  deux  droites  : 

(  y  {a  cosO  —  />)  -f-  x^n  —  b  cosO)  =  o, 
(    it  (  osO  —  >   -      I  rosO  ■=-.  :>. 
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Ces  droites  représentant  deux  hauteurs  du  tiiangle,  les 
théorèmes  3  et  4  sont  démontrés. 

Les  théorèmes  o  et  6  s'aperçoivent  tout  de  suite  au 
moyen  de  l'équation  (3),  qui  ne  contient  plus  qu'un 
paramètre  variable  quand  l'un  des  points  de  contact  de 
la  parabole  inscrite  est  donné. 

Enfin  le  théorème  7  se  démontre  en  posant 


e  , 

—  =.  const.  =:  / , 
a 


et  en  éliminant  les  paramètres  variables  des  équations  (4), 
ce  qui  conduit  simplement  à 


j,  =  |^. 


Note  de  M.  Mathieu. 

J'ai  donné,  dans  l'article  précédent,  la  démonstration 
de  sept  théorèmes  sur  la  parabole;  voici  la  démonstration 
non  moins  facile  de  cinq  autres.  Ces  douze  théorèmes 
sont  susceptibles  d'une  foule  d'applications  à  un  grand 
nombre  de  problèmes  sur  la  parabole,  qu'ils  permettent 
de  résoudre  graphiquement  de  la  manière  la  plus  simple. 

8.  Par  quatre  points,  formant  un  quadrilatère  con- 
vexe, on  peut  faire  passer  deux  paraboles.  Les  dia- 
mètres de  ces  paraboles  sont  parallèles  aux  côtés  de 
riai  quelconque  des  trois  parallélogrammes  construits 
en  prenant  pour  diagonales  un  système  de  droites  pas- 
sant par  les  quatre  points,  et  pour  sommets,  des  points 
conjugués  harmoniquement  aux  sommets  du  quadri- 
latère. 

9.  Dans  le  triangle  dciiué  du  quadrilatère,  qui  a  pour 
sommets  les  points  d^ intersection  des  deux  droites  de 
chaque  système,  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des 
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côtés  sont  des  tangentes  communes  aux  deux  paraboles. 

10.  Il  résulte  de  ce  cjui  précède  que  les  directrices  des 
deux  paraboles  circonscrites  ci  un  quadrihitl're  se  cou- 
pent au  cenlie  du  cercle  circonscrit  au  triangle  dérivé. 

il .  Il  en  résulte  aussi  que  les  foyers  des  deux  paraboles 
sont  sur  le  cercle  qui  passe  par  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  dciivé. 

12.  Enfin,  si  l'on  mène  par  les  sommets  du  triangle 
que  forment  les  tangentes  communes  trois  droites  a)  ant, 
par  rapport  aux  côtés  de  ce  triangle,  une  inclinaison 
réciproque  de  celle  des  diamètres  de  lune  des  para- 
boles, ces  trois  droites  ironise  coupe?  en  un  même  point, 
situé  sur  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  qui  est  le 
foyer  de  la  parabole  que  Von  considère. 

Je  prends  pour  axes  Fun  quelconque  des  svslèmes  de 
droites  passant  par  les  quatre  points.  Représentant  par  p 
dp',  q  et  q'  les  distances  comprises  entre  lorij^iue  et  les 
sommets  du  quadrilatère,  on  reconnaît  facilement  que  les 
deux  paraboles  circonscrites  au  quadrilatère  ont  pour 
équations 


^J  J 


PP         si'pp'  77'        91 

Les  coeHicients  angulaires  des  diamètres  de  ces  deux 

i)araboles  avant  pour  valeurs  ±  -p4=  ^  le  théorème  8  en 
résulte  {'•'). 


■  Scjil  o  le  [loiiil  de  lenconlie  des  côles  pp',  qq' ,  axes  des  x  cl  dosr. 
Prenez  sur  opp' ,  oqq'  les  dislances  oni,  on  res|ieclivement  égales  .i  \Jop.op', 
\joq  .01)'  -  la  inodiaiie  0/  du  triangle  omn  sera  parallèle  aux  diainclres  de 
l'une  des  deux  paraboles.  Cela  résullo  du  lliéorémo  de  >e>vlon  sur  les 
segments.  Car,  si  l'on  njènc  à  la  parabole  deux  tangentes  */,  si'  parallèles 
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Dans  l'équaiiou  d'une  parabole  la  somme  des  termes 
du  premier  degré  et  du  terme  indépendant  représente 
toujours  l'équation  d'une  droite  tangente  à  la  courbe. 
Mais  la  droite 

\/^      J' /  \7        7/ 

passe  évidemment  par  les  points 

2jr        2  >" 

\-  —. 1  =  0, 


2Jr 

■+- 

2  >■ 

P 

V 

9..r 

2  1 



■+- 

— ^ 

P' 

y' 

1  =  0, 


p       'I 

P  7 


Or,  il  est  facile  de  voir  que  ces  points  sont  justement  les 
points  milieux  des  côtés  du  triangle  dérivé,  qui  aboutissent 
à  l'origine,  et  comme  on  pouvait  prendre  pour  origine 
l'un  quelconque  des  trois  sommets  du  triangle  dérivé,  le 
tliéorème  9  est  démontré. 

Les   théorèmes    10,    il   et   12  sont   des   conséquences 
immédiates  de  théorèmes  démontrés. 


à  om,  on,  elles  seront  entre  elles  dans  le  rapport  — •  La  corde  des  con 

on 

tacts  tt'  sera  donc  parallèle  à  nm,  et,  par  conséquent,  les  diamètres  seront 
parallèles  à  la  médiane  ol.  L'équation  de  0/  est  y  =  ■  x.  Le  coefii- 


^op  .op' 


\oq  .on' 
cient  angulaire  des  diamètres  est  '•  C'est  un  des  résultats  du  calcul 

\op.op' 

de  M.  Mathieu  G. 
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IIECIIERCIIE  DES  AXES  DTXE  tOMQlE  SIU  l\  VIW 
ET  DA\S  L'ESPACE^ 

Par  m.   J.-J.-A.   MATFIIEU, 

Capitaine  d'arlillciic 


Je  donne  dans  cet  article  un  moyen  pour  trouver  les 
axes  d'une  conique,  âans  retoiirir  à  ]a  tiansl'ormation  des 
coordonnées. 

La  mélliode  consiste  à  décrire  du  centre  de  la  coniqu»' 
un  cercle  de  rayon  p,  à  clieicher  Téquation  des  diai^onales 
du  rectangle  déterminé  par  les  points  d'intersecliondes 
deux  courbes,  et  à  exprimer  que  les  deux  coxirhes  sont 
tangentes,  en  exprimant  que  ces  diagonales  se  confondent. 
On  trouve  ainsi  une  équation  bicarrée  en  p,  qui  a  pour 
lacines  les  longueurs  des  demi-axes  de  laconique. 

§  1".   —   Conique  sur  un  phiti. 

Les  axes  coordonnés  sont  quelconques.  Lcrivons  : 

Aj'H-  Bj-j-i-Cx-  +  Dj  -+-Ex-4-F  =  o, 

(•(jualion  de  la  conique;   0  angle  des  axes   coordonnés; 
x'j'  coordonnées  du  «entre; 

_  D  7^  4-  Y.x'  ->-  ?.  F  _  ÂÊ'+CÏ)  —  BDE  -I-  Fi  D^  —  4  AC  ) 

''' ~~  2  ~"  ij'— 4ac: 

lésultat  de  la  substitution  de  x\  j' h  x,  )  ilans  1  étjualion. 
[/origine  étant   transportée  au   <  entre   *le   la   coni(|ue 
on  a  : 

A/--»-  Bx>  -t-  C'-'-t-  y  =  o, 

é([ualioM  (le  la  c(Miu|iie; 
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j'-l-  2J-JCOS9  -\-  X^ —  p''  =  o, 

équation  du  cercle  j 

équation  des  diagonales,  immédiatement  déduite  des  deux 
équations  précédentes  ; 

(Bp^+  2(pCOs9)^— 4(  Ap'  +  <p)(Cr>'+  ^)=o, 

condition  de  contact  des  deux  courbes. 

Cette  dernière  équation,  ordonnée  par  rapport  à  p, 
devient 

(i)     p^(B'— 4AC)  —  4p'(AH-C  — Bcos0)(p— 4(p^sin'Ô  =  o. 

Si  A  représente  le  coefficient  angulaire  d'un  axe,  A  sera 
la  valeur  du  rapport  -5  tiré  de  l'équation  des  diagonales 
confondues;  on  aura  donc 

Bp'-|-2ç)cos9 

—  ~"  ■      Ap^+(j- 

L'élimination  de  p-  entre  cette  relation  et  Téquation  (i) 
conduit  à  l'équation  aux  coefficients  angulaires  dos  axes: 

(2)       A-{B  —  2AC0SÔ)  —  2A-iA  — C)  —  (B  —  2Ccos9j  =  o. 

Cercle.  —  La  condition,  pour  que  les  carrés  des  demi- 
axes  soient  égaux  et  de  même  signe,  sera,  d'après  l'équa- 
tion (i), 

(A-f-  C  — Bcosô)-+  (B=— 4AC)sin'9  =  0; 

mais  cette  condition  se  transforme  facilement  en  la  sui- 
vante : 

(A  -  C)=sin^9-1-[B— i;A-fC)c<)s9]==:-  o, 


(  47r»  ) 

laquelle  eiilraîne 

A  =  C,      lJ  =  ?AcosO. 

Telle  est  la  vérification  foun)ic  [)ar  laiialyse,  vt'i  i(i(  aiion 
déjà  signalée  par  M.  Gerono  dans  ce  journal,  de  te  fait 
(|a'ilne  faut  que  trois  coudilioiis  j)our  déiciininor  Tellipse 
équilatère  ou  le  cercle,  tandis  qu'il  en  faut  ({ualre  poui- 
déterminer  l'iiypcrbolc  équilatère. 

Hyperbole  érjuilatèrc.  —  La  condition,  poui*  que  I(-> 
carrés  des  demi-axes  soient  égaux  et  de  signes  contraires, 
sera,  d'après  Téqualion  (i), 

A-t-C  —  BcosO  =  o. 

Considérons  les  hyperboles  équilatères  circonscrites  à 
un  triangle  ayant  les  côtés/;  et  q  et  l'angle  comprise.  Il 
est  facile  de  voir  que  Téquation  générale  de  ces  liv})er- 
boles  peut  recevoir  la  forme 

A  J--  -h  xy  -I-  C  j:-  —  A  rjy  —  Cp.r  =  o  ; 

avec  la  condition 

A  -F  C  —  cos  0  =  0. 

On  déduit  bien  facilement  de  là  que  toutes  ces  hyper- 
boles se  coupent  en  un  point  fixe,  jîoint  d'intersection 
des  hauteurs  du  triangle,  et  que  le  lieu  dis  centres  de  ces 
livperboles  est  un  cercle. 

Ces  conséquences  méritent  d  être  développées. 

I .  On  vient  de  voir  que  les  hyperboles  équilatères  qui 
passent  par  trois  points  se  coupent  eu  un  fjuatrièu«e  point 
lixe  :  ceci  impliipie  forcément  une  relation  de  positions, 
entre  chacpie  point  (  t  les  trois  autres,  (pii  ne  change  pas 
avec  le  point  que  l'on  considère.  Les  trois  sommets  d'un 
triatigle  et  le  point  de  concours  des  Inuleurs  l'oiinenl  en 
cllel  un  syslèiue  de  ([uati  e  points  jouis.^aiil  île  cette  pro- 
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priété  que  luii  quelconque  des  quatre  est  le  poiul  de 
concours  des  hauteurs   du  triangle  formé  par  les   trois 
autres. 

2.  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  pas- 
sant par  ti'ois  points,  qui  est,  d'après  ce  que  nous  avons 
dit,  un  cercle,  se  confondra  avec  le  lieu  des  centres  des 
coniques  passant  par  quatre  points  placés  dans  les  condi- 
tions énoncées. 

3.  On  sait  qu'en  général  le  lieu  des  centres  des  coni- 
<|ues  passant  par  quatre  points  est  une  ligne  du  second 
ordre  passant  par  neuf  points  qui  sont  :  les  milieux  des 
six  droites  qui  joignent  les  quatre  points  deux  à  deux  et 
les  trois  sommets  du  triangle  qui  dérive  du  quadrilatère, 
c'est-à-dire  les  trois  points  d'intersection  des  trois  sys- 
tèmes de  droites  qui  passent  par  les  quatre  points. 

4.  Il  résulte  évidemment  des  théorèmes  précédents 
que  :  les  trois  sommets  d'un  triangle  et  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  forment  un  système  de  quatre  points 
jouissant  de  cette  propriété  que  les  milieux  des  six  droites 
qui  les  joignent  deux  à  deux  sont  sur  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  dérivé  du  quadrilatère  des  quatre  points:  ce 
cercle  étant  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équila- 
tères, en  nombre  infini,  qui  passent  par  quatre  points 
placés  dans  les  conditions  énoncées. 

5.  Quatre  points,  donnés  au  hasard  sur  un  plan,  dé- 
terminent en  général  une  hyperbole  équilatère  et  quatre 
triangles.  Les  quatre  points  de  concours  des  hauteurs  de 
ces  triangles  sont  sur  l'hyperbole  équilatère,  et  les  quatre 
cercles  des  neuf  points  de  ces  triangles  se  coupent  en  un 
même  point,  centre  de  l' hyperbole. 

Parabole.  —  Je  donnerai  ici  le  moyen  de  trouver  le 
paramètre  de  la  parabole  représentée  par  léquation 
générale. 


(  477  ) 
Avaiil  (le  supposer 

B^  — 4AC  =  o, 
faisons 

B'  — 4AC=4a,      A  +  C— BcosO=   '.[i; 

l'équation  (i)  deviendra 

p'  a  —  0  (?  pcp  —  o'  sin'  0  ==  o, 
d'où 


V.  ^  —  v^ri-+asin'0 


v/p=H-asin='0 

Par  un  calcul  facile,  on  trouve  à  la  liinilc.  |)Our  a— ,  d. 
/^'       (Ae'+Cd' —  BDEl^sin^O 

;,=  -  = ^. 

?.(A  +  C—  BcosQ)- 

§  II.  —  ConKjue  dans  r espace. 

Lca  axes  coordonnés  sont  reciani^ulaires.  arrivons  : 

A  x'  +  A'j'  +  A"z=+  2  B  )-z  -+-  :•.  B'.r;  H-  2  B".»t 

+  aC.r  +  2C'j  -t-  2  C"z  4-  D  =  o, 

é(|uation  d'une  surface  du  second  degré; 
tnx  -f-  ny  -\-j)z  —  i  =  o, 

é(iualion  dn  plan  sécant;  x\  y\  z\  coordonnées  du 
centre  de  la  section;  (p,  '^^.^  o' , ,  (j)^, ,  résultats  de  la  sub- 
stitution de  x\  j',  z'  h  X,  y,  z  dans  le  premier  membre 
de  ré(|uation  et  dans  ses  dérivées. 

Les  coordonnées  du  centre  de  la  section   sont  données 
par  le  système  d'é(|uations  du  premier  degré 

mx'  +  ny'  -+-  /^-'  —  i  =  o, 
/7ç'   —  n  7,   r=  n. 


(478  ) 
L'origine  étant  transportée  au  centre,  on  a 

mx  H-  rtj  +  /?3  :^  o , 

équations  de  la  conique^  et 

WvT  +  nj  -{-  pz  ^  o, 

équations  du  cercle. 

On  déduit  de  là  les  équations  des  projections  des  deux 
courbes  sur  le  plan  des  xj,  puis  l'équation  des  diagonales 
du  parallélogramme  formé  par  les  quatre  points  d'inter- 
section de  ces  deux  projections.  En  exprimant  que  les 
deux  diagonales  se  confondent,  on  exprime  que  les  deux 
projections  sont  tangentes  et,  par  conséquent,  que  le 
cercle  et  la  conique  le  sont  aussi.  On  arrive  de  la  sorte  à 
l'équation  bicarrée  en  p  que  voici  : 

f'[/«^(B^  — A'A")  +  /2=(B'2  — AA") 

_l_  p2^  B"-  —  A  A'  )  +  2  /;///  (  A"  B"  ~  BB'  ) 
+  2 mp{A' B'  —  BB")  +-  2 np  (  AB  —  B' B"  )] 

—  p^[/«-(A'  +  A")  +  «MA  +  A")  H-/?'(A  + A') 

—  2 /««  B"  —  2  /np B'  —  o.np'B]f 

—  [m-  -+■  «=  +  /^^]çp'  ==  o. 
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QIESTIONS. 


671.  Par  un  point  A  d'une  ellipse  donnée,  on  mène 
deux  cordes  AB,  AC  également  inclinées  sur  la  normale 
en  ce  point:  démontrer  que  la  droite  15C,  qui  unit  les  ex- 
trémités de  ces  cordes,  passe  par  un  point  dont  la  position 
est  indépendante  de  leur  inclinaison  sur  la  normale,  et 
déterminer  la  ligne  que  ce  point  décrit  lorsque  le  point  A 
parcourt  l'ellipse  donnée.  (H.  D.) 

672.  Etant  donnés  deux  ellipsoïdes  de  même  centre, 
semblables  et  semblablement  placés,  on  mène  de  chaque 
point  de  la  surface  du  plus  grand,  des  plans  tangents  à 
l'autre  :  démontrer  que  l'enveloppe  des  plans  des  lignes 
de  contact,  ainsi  déterminées,  est  un  ellipsoïde  semblable 
aux  deux  premiers.  (II.  D.) 

673.  Inscrire  dans  une;  parabole  un  triangle  ahc  sem- 
blable à  un  triangle  donné  ABC,  et  dont  un  des  som- 
mets a  soit  situé  en  uji  point  donné  sur  la  courbe. 

Cas  particulier  où  le  triangle  ABC  est  é(juilaléial. 

07i.  Soient  AB(]  un  triangle  dont  1  angle  C  est  droit; 
y  le  milieu  de  1  liypolénnse  Ali  ^  r  le  pied  de  la  baulrur  C/"; 
P  un  point  quelconque  de  la  circonférence  du  cercle  i\ry 
(cercle  des  neuf  points)  ;  C.r  la  tangente  à  celte  combe 
au  point  C  :  démontrer  (pie  le  produit  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  P  sur  les  tlroiles  Cy,  C/'  est  égal  au 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  d(î  ce  même  point 
sur  riiypolénusc  et  la  tangente  C.r.      [(i.  J.  (Oxford.)) 

67o.  Soient  ABC  \\n  triangle  isocèle  dont  chacun  des 
deux  angles  A,  B  a  pour  mesure  arc  lang  a  \  2  ;  /',  q^  r  les 


(  48o  ) 
loDgueurs  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  A, 
B,  C  sur  une  ligne  droite  quelconque  située  dans  le  plan 
du  triangle  :  mener  par  un  point  donné  une  droite  telle, 
que  la  somme  algébrique 


[G.  J.   (Oxford.)] 


676.  Si  a  et  Z»  sont  les  demi-axes  d'une  conique,  /',  /•, , 
;■,  trois  demi-diamètres  quelconques,  démontrer  que  l'on 
aura 

4  sin-  r/-,  sin^ r^r 2  sin' r/-,  sin' /-,  r-,        2  sin'  /•,  r^  sin' r^  r 


tr  è^ 


(0 


2  sin' r> r  sin^ ;•/•,        sin'/v, 


sin'  /•,  T2        sin^  r,  r 


[V 


I        I  \    .  -      .  /  ^  .  /'• 

Ht-     sm /v,  sin/-, /-j  sm/^jr 

a'        b-  ) 

sin.2(r/-,  )        sin.2(A-|r2)        sin.2  (/'î/-} 


relations  dans  lesquelles  /v,,  Tj/j,  /'jr  i^eprésentent  les 
angles  que  les  demi- diamètres  /",  /'],  z*,  font  entre  eux. 

Conséquences  de  ces  formules. 

Ces  deux  dernières  questions  sont  proposées  p.ir 
M.  l'abhé  Aoust. 
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LIEl  DES  POIXTS  DE  RENCONTRE  DES  TA\(iE\TES  COMMIVES 
A  mi  COMQIE  ET  A  l!^  CERCLE 

'voir  l,  X,  p.  408    ■  ,  cl  I    M,  |i.  «2    ; 

Par  mm.   MISTER   kt  NKUBERG, 

Professeurs  de  Mathématiques  à  Nivelles  (Belgique). 


1 .  Problème.  —  Par  deux  points  donnes  sur  une 
ellipse  on  fait  passer  une  circonférence  quelconque^ 
puis  on  mène  à  ces  deux  courbes  des  tangentes  cnni- 
tnunes  :  troui'cr  le  lieu  géométrique  du  puinl  dr  ren- 
contre de  ces  tangentes.  (Cha>l!  >.  ) 

Le  lieu  reste  le  marne  lorsque  la  corde  commune  se 
déplace  parallèlement  à  elle-même. 

Le  lieu  reste  encore  le  même,  que  la  corde  commune 
fasse  r angle  d,  ou  V angle  i8o"  —  J,  avec  le  grand  axe 
de  V ellipse. 

Rapportons  rpllipso  à  ses  axes  principaux  :  son  équa- 
tion sera 


Soient 


y  ■+-  mjT.  ^-  «  =  o, 
1  -\-  m'  X  -\-  n'  =  o 


les  éfjualions  des  deux  tangentes  C(uninunes,  et 

y  -\-  ax  -\-^=^  o, 
}  -\-  a'x  -\-p'  =  o 


(*)  Tome  X,  p.i(îe  .'(!  i,  on  lit  colle  note  de  M.  Terqiicm  :  •  La  solution 
»  purement  annlyliquc  prescrite  îles   ililTicultes    de  ralcul    a    cause   de» 
>•  quatre  tangentes  communes.  Cette  solution  serait  très-instructive.   » 
Ami.  de  Mntiu'-nuil..  ■>'"m'rii\  t.  II.     Novemlire  iSTi^i.'  Jl 


(  48o.  ) 
les  équations  des  cordes  de  conlact  relatives  à  ces   tan- 
gentes, dans  le  cercle  variable  et  dans  l'ellipse. 

Les  équations  du  cercle  et  de  l'ellipse  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme 

(2)  (  r  H-  mx  H-  n  )  [\  +  m' x  -h  n' )  +  /.  (  j  +  a  j:  -h  ,S)- =  G, 

(3)  {Y-\-mx-\rn)  [y  -]- m' x  -\- n' )  -\-\'  (j-i-  c/.'  x  ->r^'Y  z=  o. 

L'équation  [■>.)  représentant  un  cercle^  les  coefficients 
des  carrés  des  variables  di)ivent  être  égaux,  et  le  rectangle 
des  variables  devra  disparaître,  ce  qui  exige  que  1  on  ait 

(  4  )  I  -f-  "/.  =  /;////  +  ).x% 

( 5  )  m  4-  m'  -f-  2  /.x  =  o. 

En  retranchant  les  équations  (2)  et  (3)  membre  à 
membre,  on  obtient  les  équations  de  deux  droites  passant 
pai-  les  points  d'intersection  du  cercle  et  de  l'ellipse  5  ces 
équations  sont  : 

U ~  {y  +  «,r  ^^)=  'j  +  '/.r  +  W), 
-  y  j,  [y  H-  ax  +  ^)  =  ( y  4-  a'.r  H-  p'). 

Or,  si  l'on  veut  que  l'une  des  cordes  communes  soit  fixe, 
il  suffira  d'identifier  l'une  de  ces  deux  équations  avec 
celle  de  la  droite  passant  par  les  deux  points  commuus 
aux  deux  courbes,  équation  que  nous  supposons  être 


Mx4-  R 


On  aura  donc 


(<ii  -J^= =  M, 


(  4H3  )    • 

(7)  — ^—-= =l\. 

-\/7-      , 

Si  nous  appelons  X  et  Y  les  coordonnt'esdii  lieu,  Irsijuan- 
lités  m,  m'.  À',  a',  ,3'  seront  des  fonctions  de  X,  Y,  a,  b 
faciles  à  délerrainer.  Dès  lors,  les  équations  (4),  (5). 
(C),  (7),  qui  expriment  toutes  les  conditions  du  pro- 
blème, ne  contiendront  plus  que  trois  paramètres  varia- 
bles, /,  a,  ,5,  et  par  suite,  si  nous  éliminons  a,  |5,  /  entre 
ces  quatre  équations,  nous  aurons  l'équation  delà  couibe 
cherchée. 

Pour  (lélermincr  les  valeurs  de  ///  et  de  m',  rcmar- 
(fuons  que  Téqualion  d'une  tangente  à  l'ellipse  peut  s'é- 
crire 

V  -f-  iiix  -t-  si fi'  m^-h  b'  ■=.  o, 

et  si  nous  vouhms  déterminer  les  deux  tangentes  passant 
par  le  point  (\,  Y),  il  sullira  de  résoudre  l'équiition 


Y  +  /«  X  -f-  V  "'  lit'  -h  0-  =  o, 
ou 

(  X'  —  a-}  m'  -h  2  YX  .  ///  4-  Y-  —  A  »  =  o, 

par  lapporl  à  ///.  En  conséquence,  nous  aurons 

(8)  /"  ■+-  /// 

(9)  "" 


X'-  rr 
Y^  -  ù 


l)e])lus,  Tccpialion  (U;  hi  iinde  de  contact,  lelalive  à  ces 
deux  l;ini;entes,  étant 


a- Y)  4-  l>'\.r  —  n'b'=n. 
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on  a  immédiatement 

(.0) 

-!;^ 

('•) 

^—^ 

Comme  réquation  (3)  doit  être  identiquement  la  même 
que  l'équation  (  i),  on  obtiendra  la  valeur  de  X'  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  du  rectangle  des  variables,  ce  qui 
donne 

(  I  2  '  m  -f-  '"'-+-  2  /'  7.'  =  o . 

En  comparant  l'équation  (5}  avec  l'équation  (12),  on 
obtient 

(5')  /a=/a'. 

I/équation  (6)  étant  rendue  rationnelle  devient 

/(a  — M)'  =  V(a'-  M)=; 

remplaçant  dans  cette  équation  X  par  sa  valeur  - —  tirée 
de  (5'),  nous  aurons 

aa'(a  — a')  =  I\P(a  —a'), 

et.   comme  généralement  a  est  différent  de  a',  on  peut 

poser 

■j-j!  =  ]\P, 

ou 

_  M' 

a' 

par  suite,  les  équations  (4)  et  (5)  deviendront 

M' 
j  —  uun'  -h  /  1  I I  =  o , 


k 


2).ap 

///  -+-  ///   -I ; —  •=z  o  : 


(  .««.'»  ) 

d'où,  eu  élitiiiiiaiil  /, 

,    .,  .  I  —  inni         j."  —  M' 

(  •  J  )  7    =   .-  » 

m  -^  m'  2 M- a 

el  en  faisant  usage  des  équations  (8),  (9)  cl  (10)  et  posant 
a*  — Z»"  =  c*,  il  vient,  réduelions  faites, 

(i4)      (M'«*4-MV/'i^)j'— (i\P«'/;M-  b')x'  =  —'S\,rb,\ 

équation  du  lieu  cherché. 

Remarquons  que  pour  ohtenir  cette  équation  on  ne 
fait  nullement  usage  de  rétjuation  (^),  (jui  est  la  seule 
renfermant  le  paramètre  R;  donc  le  lieu  est  indépendant 
de  R,  et  par  conséquent  il  reste  le  même  lorsque  la  corde 
commune  se  dcplnce  parallèlement  à  elle-même^  Si  les 
deux  extrémités  de  celle  corde  viennent  se  réunir  en  un 
seul  point,  la  corde  devient  tangente  cl  l'on  rctomhe  siir- 
le  prohlème  proposé  au  concours  général,  année  i844- 
[\ o\t  Nouvelles  y/nnales,  t    III,  p.  425  et  p.  4'^9-) 

Remarquons,  en  second  lieu,  que  le  coelli(ienl  xM  qui 
fixe  l'inclinaison  de  la  corde  commune  n'entre  qu'à  des 
puissances  paires  dans  ré([uation  de  la  courbe  ;  par  con- 
séquent, celle  équation  lestera  la  même  lorsf|u On  v  rem- 
placera M  par  —  -M,  d'où  Ton  conclut  que  le  lieu  reste 
encore  le  même,  que  la  corde  conimune  fasse  l'ani^le  0 
ou  l'angle  180"  —  0  avec  le  grand  axe  de  f  ellipse. 

2.  L'équation  (i4)  du  lieu  peut  se  mettre  sous  une 
forme  assez  simple.  A  cet  eilét,  menons  une  tangente  à 
l'ellipse  parallèle  à  la  corde  commune,  et  soirn(  p  et  ^  les 
coordonnées  du  point  de  contact  :  on  aura 

et,  par  la  substitutinn,  TéipLilioii  (i4)  de\ieiit 
/;^/-»-(/»7>'-4- rt-7-)  Y-  —  n-<p  ib-p-  -\-  rt'q']  \- =.  — p   if   a   b   1    . 


(  m  ) 

Mais,  le  point  x  z:=^  jf,    >=  ^,  étant  situé  sur  l'ellipse, 

on  a 

b-p-  ■+-  fi'fj':=ia^h-, 

et  par  suite  l'équation  (i4)  pourra  s'écrire 

(.4')  ^, =  -■• 


■1^-2 


Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  la  courbe  cherchée 
est  une  hyperbole  rapportée  à   ses  axes   principaux,  et 

ayant  pour  excentricité    2  4  /  — — \ :p  =  2C.  iLlle  est 

donc  horaofocale  avec  l'ellipse  donnée.  On  voit  d'ailleurs 
qu'elle  passe  par  le  point  (/?,  g). 

Si,  au  lieu  d'une  ellipse,  on  donnait  une  hyperbole, 
l'équation  (i)  serait  remplacée  par 

.r'         j  - 

;7^  ~  F  "^  '  ' 

et  ou  trouverait  pour  l'équation  du  lieu 


,2„5 


~1F     IF 

qui  est  celle  d'une  ellipse  homofocale  avec  l'hyperbole 
donnée. 

Supposons  en  troisième  lieu  que  la  courbe  donnée  soit 
une  parabole  ayant  pour  équation 

(i5)  v'=2Pa-. 

Les  calculs  se  traitent  de  la  même  manière,  et  l'on 
arrive  encore  à  l'équation 

i  —  ////;/         a'-  —  T\r 

(«3  r  =  — rrrr-- 


(  4«7  ) 
Mais  comme,  dan?,  la  parabole,  léqualiuii  tl  une  laiiyenie 


est 

P 

r  -4-  rnx  H =  o, 

1111 

les  valeurs  de  m  et  de  m'  seront  les  racines  de  réquatioii 
,       Y  P 

A  ?.X 

et  par  suite 

Y  ,         P 

///  +  ///   =  —  ~t       mm   =  . 

X  2X 

iJe  plus,  Téquaiion  de  la  corde  de  contact  étant 

Y  >  —  P-r  —  PX  =  o, 
un  aura 

,       —  P 

et,  en  substituajil  dans  1  équation  (i3j,  on   obtient   pour 
l'équation  du  lieu  : 

(16)  (2X— P)  PM'=P=— M'Y^ 

On  voit  encore  que  le  lieu  reste  le  même  lorscpie  la  corde 

commune  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  en  lai- 

sant  l'angle  0  ou  180" — 0  avec  l'axe  de  la  parabole. 

En  apjielant  encore  p   cl  q  les  coordonnées  du  poini 

de  contact  de  la  tangente  pai-allèle  à  la   corde  cnujniunf, 

on  aura 

P 

'/ 

el  ré(|uation  (16)  deviendra 

ou 

(17)  Y'=-4/,X   +-4/,'-4-v=. 


(  488  ) 
Ou  trouve  donc  pour  le  lieu  une  parabole,  rapportée 
à  son  axe  principal,  ayant  même  foyer  que  la  proposée, 
et  tournée  dans  un  sens  opposé.  Elle  passe  par  le  point 
(^,  q)  et  elle  a  pour  paramètre  4p?  c'est-à-dire  quatre 
fois  l'abscisse  du  point  de  contact. 


TUÉORÉMES  SLR  LES  SLRFACES  DL  SECOND  ORDRE 

(voir  page  426); 

Par  m.    HIOUX, 

Répétiteur  au  lycée  Bonaparte, 

Et  m.   BODF.MER, 

Professeur  au  lycée  de  Caen. 


III,  Parmi  les  plans  ABC  considérés  au  §  I,  il  peut  y 
en  avoir  dont  le  pôle  M  s'éloigne  à  l'infini  ;  les  cônes  cir- 
conscrits de  sommet  M  se  transforment  alors  en  cylindres. 
Cherchons  le  lieu  des  directions  des  génératrices  de  ces 
cylindres. 

Pour  cela  divisons  l'équation  (4)    par  y^,  et  faisons 

tendre-»  -  vers  des  limites  finies,   à  mesure  que  y  tend 

vers  l'infini. 

L'équation,  toutes  transformations  faites,  devient 

H(a/'.r,  +S/'j,+7/'z,)^ 
-  Wf'-^.  (/'  a  -  -2^)  +  b^f'y,  (/'g  _  2c';i 
.  +c=/'z,  (/'v--^c")] 

^  X(«/'.r,  H-ê/'j.  +  v/'.,) 

f   -f-/;[a^(/'a-2c)=H-Z)=(/'6-2c')  = 

+  ^M/'7— 2c")^]  =  o. 

Elle  est  homogène  par  rapport  à  a,  §,  y  et  représente  un 
cône  du  second  ordre  dont  le  sommet  est  à  l'origine. 


(  48y  ) 

Les  génératrices  de  ce  cône  sont  les  directions  des  gé- 
nératrices des  divers  cylindres  circonscrits. 

IV.  Si  l'on  considère  une  génératrice  parliciilièn;  du 
cône  précédent, 

f  —  Z  — f 

a  6  y 

l'équation    (lo)  représente  le  lieu  des  points  P,   ce  qui 
donne  un  théorème  analogue  au  théorème  II. 

La  surface  du  second  ordre,  lieu  des  points  P,  définie 
par  l'équation  (lo),  coupe  la  surface  S  suivant  deux 
courbes  situées  dans  les  plans 

a/'x, -HS/'/.-hv/';,  =  0, 
n(a/'.r,-h6y'7,H-v/'2,) 
-  [«'/'t,  (/'  a  -  2c)  +  ir-f'y,  (/'6  -  le') 

H-^'/'3.  (/'j-2c")J  =  .. 

Le  premier  est  le  plan  diamétral  de  la  surface  S,  conjugué 
de  la  direction 

f  —  £  — f 

Le  second  passe  par  une  droite  DE,  intersection  des  deux 
plans 

-<-  '■'/'  2i  \f'  V  —  2t";  =  o. 
Ce  dernier  plan  est  conjugué  de  la  droite 

y  2 


a\f''x — ■>.<•)         Ir    f  fi  —  ■y.c'\         r[f'-/  —  -y. 

par  rapport  à  la  burlace  S. 

Cette  droite  elle-mcuie  est  conjuguée  du  plan 

xf  r,  4-  €/■'>,  ■+-  •//'  5,  =  o, 
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par  rapport  à  l'ellipsoide  E,  ce  que  l'on  voit  en  écrivant 
l'équation  de  ce  plan  sous  la  forme 

X,  {/'  a  —  2c)  +  j,  (/'g  -  2r')  H-  z,  (/'  7-20") 
-1-  2<:-a  -f-  2c'  o  -h  2c"7  =  o. 

Remarquons  encore  que  le  plan  qui  contient  cette 
dernière  droite  et  la  génératrice  particulière  considérée, 
est  conjugué  de  la  droite  DE  par  rapport  à  la  surface  S. 

V.  Quand  le  point  iixe  P  est  sur  la  surface  S,  le  lieu  S' 
se  réduit  à  deux  plans. 

Dans  ce  cas, en  cfTet,  fi  =  o,ei  l'équation  (4)  se  décom- 
pose en 

(H)  V,=rO, 

(12)    [-lV,-(..^/'^,/'a  +  i^^'j,/'e+C^/'z,/'y)  =  0. 

L'équation  (11), 

•^i/'a-!- J'i/'ê-h  Zi/'  7  -f-  2ca  +  î.c'ê  4-  2r"7  4-  2  =  o, 
peut  s'écrire 

a/'-^i  +  6/'j,  4-  7/'z.  -t-  ic.T,  -h  2c'j)-,  +  2c"s,  H-  2  =z  o; 

elle  représente  le  plan  tangent  à  la  surface  S  au  point  P  : 
Cest  le  lieu  des  pôles  de  ceux  des  plans  Ai5C  qui  con- 
tiennent le  point  P. 

Quant  à  l'équation  (12),  elle  représente  un  plan  pas- 
sant par  une  droite  DE  définie  par  les  équations 

(II)  V.=  o, 

(i3)  n\f'  x,f'  y.  -^  b^/'j;/'  S-^  c^f  zj'  y  =  o. 

La  polaire  réciproque  du  corollaire  I  se  réduit  h  deux 
points  :  l'un  est  le  point  P  lui-même;  l'autre,  que  nous 
appellerons  I,  est  le  point  de  rencontre  de  ceux  dos  plans 
ABC  dont  le  pôle  appartient  au  })lan  (12). 


(  4yi  ) 

L'équation  (12),  mise  sous  la  l'oiiiu- 

4-  2ca  -4-  ar'S  -j-  •?./'/  -\-  2  =  o, 

fait  voir  que  les  coordonnées  x',  y' ,  z'  du  point  I  oui 
pour  valeurs 

"=''--fr-'  ■'^=' H~'   '='--»- 

La  droite  PI  a,  par  suite,  pour  équations 

■t  —  j:,  _  X  —  J-|  _  ::  —  -, 
a^f'x,        Vf'ys        c^f'z' 

Cette  droite  est  la  polaiie  réci])roqu(;  de  DE  ])ai'  iai)poii 
à  la  surface  S.  Elle  est  conjuguée  du  plan  (i3)  par  rap- 
port à  celte  inême  surface,  et  du  plan  (11)  pai'  rapport  à 
rdlipsoïde  E.  Donc  : 

Si  d'un  j'oftil  P  rriinc  surface  du  second  o'drc  S,  oji 
mène  trois  droites  PA,  PB,  PC,  etc.,  le  plan  ABC  coupe 
en  un  point  fixe  I  la  droite  menée  d<:  P  (pii  a  ses  deux 
conjuguées  tangentes  à  la  sur/ace  S  en  ce  point. 

Quand  on  prend  pour  surface  à  centre  une  sp!;ère,  la 
droite  PI  devient  la  norniilc  à  la  surface  S  au  point  P. 
Donc  : 

Si  d'un  point  P  d'une  surface  du  second  ordre,  on 
mène  trois  droites  rectangulaires  qui  percent  la  suijace 
aux  trois  points  A,  B,  C,  le  plan  AlîC  coupe  en  un  point 
Jixe  la  normale  à  la  surjace  au  point  P  (*). 

W.    Quand  le  point  P  est  sur  la  surface  S,   l'écpialion 


(")   Voir,  pour  ci-  r;is  pailiriilior,  le»   Noiifi-lles  Annales,  raliit'r  «le  ic\>- 
icinl>re  iSfi?,. 
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(lu  cône  (lo)  considéré  au  §  III  se  décompose  en 

H(a/'^,  +  ê/'j.-t-7/'z,) 
—  [a'/'  X,   f  a  —  ic\  +  b'f'y\  (/'  6  —  ?  c') 

+  c-/'  z,  (/'  V  —  2c")]  =  o; 

ce  cône  est  donc  alors  Fensemble  de  deux  plans  respecti- 
vement parallèles  aux  plans  (ii)  et  (12)  du  paragraphe 
précédent,  et  il  y  a  lieu  de  considérer  deux  séries  de  cy- 
lindres circonscrits. 

Les  premiers  ont  pour  plan  tangent  commun  le  plan 
(11),  tangent  en  P  à  la  surface  S  5  les  plans  des  courbes 
de  contact  passent  par  une  même  droite  PK,  conjuguée 
du  plan  (i  i)  par  rapport  à  la  surface  S. 

Les  seconds  admettent  pour  plan  tangent  commun  un 
plan  parallèle  au  plan  (12)  et  tangent  à  la  surface  S  en 
un  point  H  •,  les  plans  des  courbes  de  contact  passent  par 
une  même  droite  HL,  conjuguée  du  plan  (12)  par  rapport 
à  la  surface  S.  Ces  plans  passent  d'ailleurs  par  le  point  I, 
pôle  du  plan  (12),  car  on  sait  que  ce  point  I  est  situé 
sur  HL. 

Il  est  clair  que  les  trois  droites  PI,  PK,  HL  sont  situées 
dans  le  plan  diamétral  de  la  surface  S,  conjugué  de  l'in- 
tersection DE  des  plans  (11)  et  (ja). 

\  IL  Quand  le  point  P  décrit  la  surface  S,  le  point  I 
décrit  une  surface  du  second  ordre  E. 

Les  coordonnées  x,  y^  z  du  point  I  sont  données  en 
fonction  des  coordonnées  a^j,  y ^^  Zy  du  point  P  par  les 
équations 

a^/'x,  h\f'y,  r'/'z, 


On  obtiendra  ré.|ualion  du  lieu  2  en  éliminant  j:i,j',, 


(  4.9:'.  ) 

f      Zi    entre  ces   équations  et  l'i-cjuation  J\  =  o  de   la  sur- 
face S. 

On  tire  de  lecjuation  (14)5  pour  j:,,  },.  z,,  des  va- 
leurs de  la  forme 

x,  =   r/.r  -4-    h  y    -(-  rz  -)-  d, 
r,  =  a'  X  -+-  b'  y  -4-  r'  z-^  d' , 
z,  =  a"x-{-  b"j'  ■+-  c"z-hd". 

Substituons  ces  valeurs  dans/j  =  o  et  nous  aurons  une 
équation  du  second  degré  en  x,  r,  z  qui  sera  Téquation 
de  la  surface  Z. 
Cette  équation  est 

Aj:J+  A'j]  +  A"i-  4-2BJ,  z, -1-2  B'.r,  2,-1-?.  B"x,.>-, 
-+-  aCx,  -f-  2C' r,  -t-  ?.  C"  Z|  -f-  I  =:  o, 

en  y  considérant  0:1,   j',,  z,  comme  tenant  lieu  des  \a- 
Icurs  ci-dessus. 

Pour  reconnaître  la  nature  de  cette  surface,  prenons 
pour  plans  coordonnés  des  x'  y\  desx'z',  des  y'  z'  les 
r       plans 

2,  =  o,      _>',  =^  o  ,       .r,  =r  o. 

Soit  7  l'angle  que  la  perpendiculaire  INIP,  abaissée  d'un 
point  quelconque  M  de  2  sur  le  plan  r,  =  o,  fait  avec 
l'axe  des  z' .  Vax  éj^alanl  les  deux  expressions  de  la  lon- 
gueur de  cette  perpendiculaire,  on  a 


:  C0S7  = 


d'où,  en  posant 


on  lire 

2.  =  k-J. 
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On  liouverait  d'une  manière  analogue 

L'équation  de  la  surface  2  rapportée  aux  nouveaux 
plans  coordonnés  est  donc 

A  [gx'Y  +  A'  (///)-  +  A"  (  hz'Y  +  .  .  .  4-  I  =  o. 
Si  1  on  fait  maintenant 

gx'  =  X',      hy'  =  Y',      hz'  =  Z', 
c  esl-à-dire  si  l'on  diminue  les  coordonnées  de  cette  sur- 
face dans  les  rappojts  -•>  j->  -ri  on  obtiendra  une  nouvelle 
g    h     k 

surface,  de  même  nature  que  S,  représentée  par  l'équa- 
tiou 

AX'^  -f-  A'  Y"  -h  A"  Z'-'  4- .  .  .  +  I  =  o. 

InclinoTis  d'un  autre  côté  les  coordonnées  de  la  sur- 
face S  dans  les  directions  des  nouveaux  axes,  nous  forme- 
rons une  autre  surface  de  même  nature  que  S,  et  il  est 
clair  qu'en  la  transportant  parallèlement  à  elle-même  on 
pourra  la  faire  coïncider  avec  la  surface  précédente. 

On  en  conclut  que  les  surfaces  2  et  S  sont  deux  sur- 
faces de  même  nature.  (Fin.) 


QIESTIOXS  658,  059,  060  ET  061 
(PROPOSÉES  PAR  ^\.  HATOiV  «E  LA  GOlPILllÈRE); 

SoLUTioiNS  DK  M.  ROUQUEL, 

Licencié  es  Sciences  mathématiques  et  es  Sciences  physiques. 


Question  658. 
La  développante  d'un  cercle  est  la  roule  que  suit  le 


(  Mp  ) 

pôle  (l'une  spirale  logarithmique  roulant  sur  un  autre 
cercle. 

Faisons  rouler  une  spirale  logaritlimi([iie  sur  un  cenle 
de  rayon  arbitraire  Olî,  et  proposons-nous  de  détermi- 
ner la  courbe  décrite  par  le  pôle  P. 

Soient  B  le   point  de  contact  des  deux  couîbes.    P  la 


position  correspondante  du  pôle.  BC  la  tangente  com- 
mune. Tirons  OD  per[)endiculairc  à  PB  piolongée.  D'a- 
près une  propriété  (onnue  de  la  spirale,  Tangle  DBC  est 

constant.  11  en  sera  tlonc  de  même  de  l'angle  OBI),  et  par 
suite  de  la  distance  OD. 

D'un  autre  côté,  lîP  est  normale  à  la  traje(  loire  du 
point  P,  et  l'on  vient  de  voir  (juc  cette  ligne,  BP,  se 
trouve  à  une  dislance  constante  du  point  O,  c'est-à-dire 
(pi'elle  est  constammenr  tangente  au  cercle  décrit  du 
point  O  comme  centre  avec  OD  poiu'  rayon.  La  route 
du  point  P  est  donc  la  développante  du  cercle  OD. 

ïicmanjuc  I .  —  Soit 

r—ar'"'' 

1  énualiim  polaire  de  la  spirale;  on  trouvera  aisément, 
pour  le  rappf)rt  des  rayons  des  denx  rci(lfs: 

OD  _        m 
Olî  ~  v7^~W'' 
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Remarque  II.  —  Si  la  spirale  roule  à  T extérieur  du 
cercle  OB,  le  pôle  engendrera  la  portion  de  développante 
du  cercle  OD  extérieure  au  premier  cercle.  Pour  avoir  la 
position  initiale  A  du  point  P,  il  faut  observer  que  l'arc 
BA  doit  être  égal  à  la  longueur  de  l'arc  de  spirale  com- 
pris entre  le  point  B  et  le  pôle,  c'est-à-dire  à  la  portion 
de  tangente  BC  limitée  en  C  par  une  perpendiculaire 
menée  par  le  point  P  au  rayon  vecteur. 

Le  point  de  départ  étant  toujours  en  A,  si  Ton  fait 
rouler  la  spirale  dans  l'intérieur  du  cercle  OB  et  dans  le 
sens  AB,  le  point  P  engendrera  la  partie  restante  de  la 
développante  du  cercle  OD.  Lorsque  le  pôle  sera  par- 
venu en  E  sur  le  cercle  OD,  le  rayon  de  courbure  de  la 
spirale  correspondant  au  point  de  contact  égalera  le  rayon 
du  cercle  OB  :  les  deux  courbes,  ayant  un  contact  du  se- 
cond ordre,  se  traverseront.  Le  mouvement  continuant, 
il  est  clair  que  le  cercle  OB  sera  intérieur  à  la  portion  de 
spirale  qui  doit  rouler  sur  lui.  En  E,  la  courbe  décrite 
par  le  pôle  offrira  un  point  de  rebroussement,  et  l'on  ob- 
tiendra une  développante  symétrique  de  la  première,  ou, 
pour  mieux  dire,  l'autre  brancbe  de  la  développante. 

Remarque  III.  —  Relativement  à  la  partie  mobile  du 
plan,  le  lieu  du  point  C  est  une  spirale  égale  à  la  pre- 
mière, et  dont  celle-ci  est  la  développée.  Dans  l'espace 
fixe,  le  point  C  décrit  la  développante  du  cercle  OB.  On 
voit  tout  de  suite  que  la  deuxième  spirale  et  la  dévelop- 
pante AC  ont  en  C  un  contact  du  deuxième  ordre,  ce 
qui  conduit  à  ce  théorème  : 

Quand  une  spirale  logarithmique  roule  sur  un  cercle, 
Venveloppe  d^une  deuxième  spirale,  dont  la  première 
serait  la  développée,  est  la  développante  du  même  cercle^ 
l'ordre  du  contact  de  l'enveloppe  et  de  F  enveloppée 
étant  toujours  le  second. 


Quesfio/i  OoO. 

La  caustique  par  réflexion  de;  la  ilcvcloppanta  iT un 
cercle,  pour  les  rayons  èniancs  du  centre,  est  une  déve- 
loppée de  la  spirale  d' Archiniéde. 

La  spirale  (F Arcliimède  jouit  tic  cett<;  propjjéié  bini 
connue,  que  la  normale  en  un  point  de  cette  courbe  fait 
avec  le  rayon  vecteur  aboutissant  en  ce  point  un  angle 
dont  la  cotangente  est  égale  à  l'angle  formé  par  ce  rayon 
et  Vaxe  polaire. 

Cela  posé,  je  considère  l'un  des  rayons  lumineux  qui, 
partant  du  centre  O  d'un  cercle  OA,  vont  se  rélléchii- 
sur  la  développante  AM  de  ce  cercle.  Soient  G.M  le 
rayon  incident  dont  je  désignerai  par  p  la  longueur  com- 
prise entre  le  centre  et  le  point  (rincidence  M;  .Mlî  la 
normale  à  la  développante,  toucliant  en  M  le  ceicle  OA  ; 
MC  le  rayon  rélléchi. 

Par  le  point  O,  je  tire  02S  parallèle  à  B.M,  rencontrant 
en  N,  MC  prolongée.  En  outre,  je  mène  OX  perpendi- 
culaire à  OA  ,  choisissant  le  sens  OX  de  manière  que 
l'arc  AX  vaille  270  degrés. 

Je  me  propose  de  démontrer  (pac  le  lieu  des  points  ^ 
est  une  spirale  d'Archiinède  avant  pnur  é(jualion 

/ï  désignant  le  rayon  du  ceicle  et  OX  étant  1  axe  polaire. 
F.n  ellet,  on  a 


OM  =  2MB  1=  2  vV  — «S 


y^^^       ^^"\       arc  AB        B.M        v/> 
iNOX  =  BOA  =  = =  IJ— 


Les  coordonnées    polaires   du   point  [S  satisfont  à   I  é- 

Ann.  lie  Miuhéwat.,  •i'=  >.(!i-ii?,  l.  II.  (No>eml)ie  iSliil.)  oi 
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(luation  de  la   courbe,   comuie   il  csl  facile  de  s'en  as- 
surer. 

De  plus,  la  normale  en  N  à  cette  spirale  forme  avec  le 
rayon  vecteur  ON  un  angle  a  tel,  que 


rotu  — XON  =^ 


rotONC=rotOMB 


vp- 


par  suite 


a  =  ONC, 

NC  est  normale  eu  N  à  la  spirale  considérée,  et  la  caus- 
tique demandée  n'est  aulre  que  la  développée    de   celle 

spirale. 

Question  660. 

La  courbe  réciproque  de  la  développante  d'un  cercle, 
pour  des  rayons  cuianés  du  centre,  est  une  spirale  trac- 
trice.  (On  appelle  ainsi  la  courbe  qui,  en  coordonnées 
polaires,  a  une  tangente  constante.) 

Soient  M  un  point  appartenant  à  la  développante  AMM' 
d'un  cercle  OA;  MB  la  normale  à  la  développante,  tou- 
chant en  B  le  cercle  OA  :  vi  le  pied  de  la  perpendicxi- 
lairc  abaissée  du  point  B  sur  OM.  On  propose  de  déter- 
miner le  lieu  du  point  ni. 

Considérons  sur  la  développante  un  point  M'  infini- 
ment voisin  de  M;  soit  m'  le  point  qui  lui  correspond 
sur  la  courbe  réciproque.  Posons 

OM  =  R,  mil  =  /-,  j 

OM'  =  R  H-  c/R,      nin'  =  r  -f-  dr,    ,   n  :=  rayon  du  cercle. 

L'équation  différentielle  de  la  développante  est 

^i)  R^/R  =  ^/^/S. 


(  4î)9  ) 
L<î  uianglc  rectangle  MOIÎ  (lorinc 

(2)  Krz=a\ 

d'où  I  on  (lérluit 

(3)  Rf/r+  n/[{  =  n. 


Les  deux  Iriar.gles  Omni',  OMM'  «'laiii  .soinl)labli's.  il 


vient 


(4)  R        . 

Entre  les  équations  (i),  (2),  (3),  (4),  éliminant  R,  ^R, 
fis,  on  obtient,  pour  l'équalion  dilVérenlielle  de  la 
courbe  demandée, 

(5)  rds  -\-  adr  =z  <>, 
d'où 

d.s- 
r  —  =  —  fi. 
dr 

Cette  dernière  égalité  démontre  la  propriété  énoncée, 
en  remarquant  que  /•  —  rcpiesenle,  en  <  oordonnecs  po- 
laires, la  lon^Mieurdc;  la  tangente. 

Noie  sur  la  spirale  tractrice. 

l.a  longueur  de  la  tangente  étant  négative,  il  s'ensuit 
que  Tanglc  formé  par  la  partie  positive  de  la  tangente 
avec  le  rayon  vi-rleur  est  obtus.  Cela  résulte,  ;iu  reste,  de 
ce  (pie  les  lignes  MM',  mm'  sont  antij)arallèles  relative- 
ment à  OM,  et  de  ee  que  Tangle  O.MM  e^t  toujours 
aigu. 

I^a  valcui-  maximum  du  ra\un  \ecteur  est  a;  si  lOn 
compte  les  arcs  à  partir  du  poinl  A  cù  le  ravon  r  at  (piier  l 

Sx. 
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celte  valeur,  en  trouve  aisément 


5=i«XL(-)  =  —  r<xL  (sin  a) , 

a  étant  Tangle  formé  par  le  rayon  vecteur  et  la  normale, 
puisque  cet  angle  est  fourni  par  l'équation 


De  l'équation  différeniielle 

rds  -\-  odr  =  t), 
on  peut  déduire  la  valeur  du  rayon  de  courbure  p  : 


Cette  formule  fournit  une  construction  très-simple  du 
centre  de  courbure. 

La  courbe  offre  un  point  d'inflexion,  pour  la  valeur 

cosaa  =  o,  qui  correspond  à  /' =  -^• 

On  pourrait  trouver  l'équation  finie  entre  /'  et  0,  en 
intégrant  Téquation  (5),  mais  on  peut  y  parvenir  plus 
simplement  de  la  manière  suivante  : 

L'axe  polaire  étant  OA,  l'équation  de  la  développante 
est 


9  =  zt     -  v  R'  —  fi'  —  arc  cos  — 
\a  R 

0  étant  le  même,  on  a 

K  /■  =  a-,    d  où     R  =  —  ; 
r 

remplaçant  R  par  cette  valeur,  il   vient,  pour  l'équation 


(  :■"»•  ) 

polaire  de  la   lra(  li  ice, 


I     f. 

0  :=±  (  -  '^(0  —  r'  —  ;iic  eus  - 


La  spirale  se  compose  de  deux  branches  symélriques 
pai-  rapport  à  OA,  ayant  leur  point  de  départ  en  A  où 
elles  admettent  OA  pour  tangente  commune,  el  se  rap- 
proclianl  indéfiniment  du  centre,  qui  est  un  point  asvmp- 
loiicjue.  Les  points  d'inflexion  correspondent  aux  valeurs 


(-i) 


Question   001. 

La  spirale,  iraclrice  est  hi  trajectoire  que  suit  le  pâle 
d'une  spirale  liyperholique  roulant  sur  elle-niénic  en 
partant  fie  la  coïncidence  des  deux  pôles. 

Pour  se  trouver  dans  les  conditions  de  Ténoncé,  il 
faut  imaginer  que  l'une  des  branches  d'une  spirale  hy- 
perboli(jue  loule  sur  l'autre,  en  parlant  du  pôle,  où  ces 
deux  blanches  admettent  pour  tangente  commune  une 
perpendiculaire  à  Taxe  polaire. 

Soient  P  le  pôle  iixe,  A  le  point  de  rontact  des  deux 
courbes  correspondant  à  la  position  M  du  pôle  mobile; 
AN  la  tangente  commune  évidemment  perpendii  ulaire  à 
PM  en  son  milieu. 

La  ligne  MA  est  normah-  à  l.i  lra|ecloire  du  point  M. 

Je  mène  MT  perpendiculaire  à  AM,  rencontrant  en  > 
la  tangente  commune,  et  en  T  la  perpendiculaire  VV  au 
rayon  vecteur  PM. 

MT  est  la  longueur  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  M,  et  MN  représente  la  sotis-tangenic  de  la 
spirale  hyperbolicpie. 

n'apr«''s   une    piopriété   tonnnctji'  l.t  '«pii.ilr   li\|'<il'' 


(     502    ) 

lique,  MN  est  constante  j  il  en  sera  donc  de  même  de  MT, 
puisque  ]MT=  2 MN. 

Le  lieu  du  point  M  est,  par  suite,  une  spirale  trac- 
trice  (*). 


QIESTION  650  5 

Solution  de  M.  A.  P., 

Elève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis 
(division  de  M.  Amiot). 


Énoncé.  —  On  donne  un  point  P  dans  le  plan  d'une 
conique ^  on  sait  que  le  lieu  des  pieds  des  peipendicu- 
laiies  abaissées  de  ce  point  sur  toutes  les  tangentes  à  la 
conique  a  un  point  double  en  P.  Démontrer  que  les 
centres  de  cou? bure  de  cette  courbe  coriespondant  à  ce 
point  double  sont  à  égale  distance  du  diamètre  qui  con- 
tient le  point  P. 

Soient  PN  et  Vy  les  tangentes  menées  par  le  point  P 
à  la  conique.  Par  un  point  M  de  la  courbe,  voisin  de  N, 


je  mène  la  tangente  MR,  sur  laquelle  j'abaisse  du  point  P 
une  perpendiculaire  PPt;  le  point  R  est  un  point  du  lieu; 
on  sail  que  le  cercle  décrit  sur  MP  comme  diamètre  passe 

(')  MM.  Laquière,  Paul  Mansion  de  Marchin  et  j\icolaïdés  ont  résolu 
les  mêmes  questions  ;  nous  ferons  prochainement  connaître  leurs  solutions 


(  5<Jvi  ) 
par  le  poiiii  11  cl  a  même  langenle  en  ce  poiui  <jii<j  h* 
lieu  cousidéré.  Il  a  donc  aussi  même  normale  CR,  C 
étant  le  milieu  de  PM.  Si  le  point  M  se  rapproche  indé- 
finiment du  point  N,  le  point  11  tend  vers  le  point  P,  et  la 
normale  CR  tend  vers  la  tangente  PiN^,  limite  de  la  sécante 
PM  et  de  la  tangente  MR.  La  droite  PîV  est  donc  la  nor- 
male au  lieu,  au  point  P.  Comme  le  point  P  est  un  point 
double,  la  seconde  tangente  PIN'  à  la  conique  est  la  se- 
conde normale  au  lieu,  au  point  P.  Les  deux  centres  de 
courbure  correspondant  au  point  P  se  trouvent  donc  sur 
les  droites  PN  et  PiN'. 

Soit  I  le  point  de  rencontre  des  tangentes  Mil,  P.N  à  l.i 
conique.  Dans  le  triangle  PLM,  la  transversale  Cil  pas- 
sant par  le  milieu  du  côté  PM,  on  a 

VK        RM 

k1  ""  lîT' 

d  où  l'on  déduit 

liiii.  de  --=  liiii.  (le  -— -• 

Kl  RI 

Or,  les  deux  termes  du  dernier  rapport  RM  et  111  ien(l(Mit 
vers  PN,  lorsque  R  se  rapproche  de  P  :  donc  les  deu\  lon- 
gueurs PK  et  Kl  tendent  vers  PL  moitiédePJN,  e'est-à- 
dirc  que  le  point  de  rencontre  K  de  deux  normalis  infi- 
niment voisines  PiN',  RC  lend  vers  le  point  L  qui  est  par 
suite  Tun  des  centres  de  courbure  correspondant  au 
point  P.  Par  la  même  raison,  le  point  L',  situé  m  milieu 
de  PjN',  est  le  centre  de  courbure  situé  sur  la  seconde 
normale  PiN'  du  point  P.  Mais  le  diamètre  OP  de  la 
conicjue  passe  par  le  sommet  P  du  triangle  PJNiN'  et  par 
le  milieu  de  la  base  >-N';  il  divise  donc  en  deux  parties 
égales  la  droite  LL'  parallèle  à  la  base  >JN',  et  les  points  L 
et  L'  se  trouvent  don»  é;^alement  distants  du  diamèlie  OP 

i  O .      t.      II. 


(  5o4  ) 
THÉORÈMES  DE  M.  PAIL  SERRET 

(voir  2*  série,  t.  I",  p.  324'. 

Démonstralion  du  tliéorèrae  V  (*)  ; 

Par  m.   a.   MOGNI, 

Professeur  de  Mathématiques  f  Tortone). 


É>'ONcÉ.  —  Soient  une  spirale  logarithmique,  une 
corde  mobile  ime  de  l'origine  sous  un  angle  constant, 
et  le  pôle  de  cette  corde  par  rapport  à  la  spirale^  ou  le 
point  de  concours  des  tangentes  à  la  courbe  menées 
par  les  extrémités  de  la  corde  :  V enveloppe  de  la  corde 
mobile  et  la  ligne  décrite  parle  pùlc  sont  deux  spirales 
logarilluninues.  Le  sommet  d'un  angle  constant  circon- 
scrit à  une  spirale  logaritlunique  décrit  de  même  une 
spirale. 

i.  Soient  (po5  0o)î  (pu  ^i)  'es  coordonnées  polaires  des 
points  M.  N  d'une  spirale  logarithmique  dont  l'équation 
est 

1  équation  en  coordonnées  polaires  d'une  droite  passant 
par  M  et  N  est  donnée  par 

(A)  r,=  p.p.sin(G.  —  6,) 

'        poSin(G  —  &o) — p,sin(Ô  —  6,)' 

<'t  observant  que  l'on  a 


(*)  Ce  théorème  n'est  pas  compris  au  nombre  de  ceux  qui  ont  été  dé- 
montrés par  M.  Nicolaidès  (  î*"  série,  t.  P"",  p.  [\(M^). 


(  5o5  ) 
l'équation  (A)  devient 


(B)  p  = 


e'"""sin(0-0,    -6'""''sin(ô-0. 


Mainlenani,  si  Ion  veut  que  la  corde  MN  soii  viu;  do  l'o- 
rigine O  sous  un  angle  constant  A,  il  faut  poser 

9,  —  0„  =  /-. 
Avec  celte  relation,  éliminant  G,  de  Téqualion  (M),  on  a 
ar'"(''<'-^'^)  sin  / 


(c 


sin  (Ô  —  0„)  —  6>"*sin  (0  —  0,  —  /-j' 


Prenant  la  dérivée  de  l'étjuation  (C)  par  iappf)rl  à  0,,  et 
égalant  cette  dérivée  à  zéro,  on  a,  apiès  quelques  dé- 
veloppements et  réductions  faciles, 

/7?  sin  (  0  —  Oo)  —  me'"''  cos  /  sin  (  0  —  6„) 

+  wt-^^sin/?  cos(0  —  Oo)  -j-cos(G  —  9o)  —  C"*  cos ^  cos  ( 0  —  0.) 

—  (?™*  sin  /•  sin  (  0  —  0„  )  =  o, 

d'où 

f"*  cos  /  —  ///r"*  sin  X  —  i 

lanj'   0  —  0„    =  r-. 1 ,  • 

^  '         m  —  /■•"'*  sin/  —  /«r"* cos / 

Pour  lang  [Ô  —  0^),  on  aurait  o])l('nu 

r~"'vos/'  -'-  wr""*  sin /•  —  i 


rang;  0  —  0,)  = 


iin/  ■+-  ftir^'"''  cosX 

Les  valeurs  de  6 —  0^^  0  —  0,  étant  constantes,  je  pose 

0  —  0„  =  a,      0  —  0,  =  p. 

Substituant  ces  valeurs  dans  1  équation   (M),  on  a   pour 
l'écpiation  de  Tenveloppe  de  la  «ortie  mobile  ÎNI.N 

_         af,w{x  —  p)  g 

sin^ 


(  5o6  ) 
équation  d'une  spirale  logarithmique  semblable  à  la  pre- 
mière, semblablement  placée,   le  rapport  de  similitude 

sin  f  X  —  6) 

étant  — ^ — 

6-'"''sina  — e'"=^sinji 

2.  Menons  par  le  point  M  une  tangente  à  la  spirale 
logarithmique  dont  l'équation  est  toujours  p  =  ae"'  . 
Observant  que  dans  cette  courbe  la  tangente  est  toujours 
également  inclinée  sur  le  rayon  vecteur  du  point  de  con- 
tact, et  que  la  tangente  de  cette  inclinaison  est  donnée 

par  —5  on  a,  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  M 
dont  les  coordonnées  sont  jCoi  ^o? 


P« 


d'où 

(D) 


///  sin  (0  —  Oj)  +  cos  f  0  —  0„) 

ci^ 

///  biii  (Q  —  ^0  j  H-  t'os  (Çi  —  b^) 


et,  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  N  dont  les 
cooidonnées  sont  /^i,  ôj, 

(E)  p:= -. 

^  ^       /«sm  (6i  —  G,)  +  eus   Cl  —  0,j 

On  obtiendra  la  ligne  décrite  par  le  pôle  de  la  corde  MN, 
vue  de  l'origine  sous  un  angle  constant  A,  en  éliminant 
Go,  01  entre  les  équations  (D),   (E)   et  la  relation 

^i,  —  ^),^  h. 

Si  l'on  divise  membre  à  Jiiembre  l'éqviatioa   (E)  par 
réquation  (D),  on  ol)tient 

ac"''\in  sin  ^G  —  Oj-h-  cos  (0  —  0^)]  =/«sin  [0  —  Ô,)-i-  cos(0  —  0,) 

et  aussi 

ad"''\jn  sin  (0  —  0^;  +  cos(Ô  ~  0„)] 

=  m  sin  (  0  —  0,  —  /■  )  +  cos  (  0  —  9.,  —  / }. 


(  5o7  ) 
Développant  et  réduisant,  on   tiouve 

tang  (  ô  —  0„    =  -T—, . 

sin  Al  +  m  cosX  —  niad"'' 

Pour  lang  (Q  —  0,  ),  on  aurait  trouvé 

mot"'''  sin  k  ~k-  ni-"'''  cos/  —  i 


tang  (0  —  0,)  = 


flc"'*  sin  /•  —  niae^''  cos/- 


CoinmL'  clans   le  cas   précédent,  on  oblicnl   des  valt'uis 
constantes  pour  0  —  0^,,  ô  —  0, .  Posant  doiu; 


0—0,= 


cl  suLstiluanl  dans  l'équation  (L)),  on  obtient  pour  lé- 
([iiation  du  lieu  cherclié 


P  = 


«•quation  d'une  spirale  logarithmique  semblable  à  la  [)ro- 
poséc. 

3.  Soient  T  le  point  de  concours  des  tangentes  aux 
points  iM  cl  jN,0  l'origine.  Dans  le  quadrilatère  O.M.N'l'  b  s 
angles  en  M  et  ^i  sont  constants  pai-  une  pnq)riélé  de  la 
courbe.  Donc,  si  l'angle  T  est  constant,  il  en  est  de  inècne 
de  1  angle  2sO.M.  Dortc  le  sommet  d  un  angle  constant 
circonscrit  à  une  spirale  logaritbmirjue  décrit  une  spi - 
raie  (.le  la  même  espèce. 

4.  L'angle  formé  par  les  tangentes  en  .M  et  N  étant 
constant,  si  1  on  mène  [lar  les  mêmes  [)ointsdes  normales 
à  la  courbe,  l'angle  des  normales  sera  constant. 

Le  lieu  décrit  par  le  [)oint  de  concours  des  noiinalcs 
est  une  spirale  logarithmicpie  semblable  à  la  première. 
Les  é([uations  des  normales  aux  points  iM  et   .N   sont 


(  5o8  ) 
données  par 

rnae     " 

'        sin  ( 0  —  5/i  -f-  w  cos  (G  —  9„ ) 

sin(6i  —  O|)  +  wcos    G  —  G,} 
Le  calcul  s'achève  comme  dans  le  cas  des  tangentes. 

3,  Il  est  évident  que  le  point  de  concours  des  normales 
se  trouve  sur  une  même  circonférence  avec  l'origine  O, 
le  point  de  concours  des  tangentes,  le  point  INI  et  le 
point  2s ,  On  peut  démontrer  que  le  centre  de  cette  cir- 
conférence décrit  une  spirale  logarithmique  lorsqu'on 
fait  mouvoir  la  corde  MN  vue  de  l'origine  sous  un  angle 
constant. 

On  détermine  le  centre  par  le  point  de  concours  de 
deux  perpendiculaires  menées  aux  milieux  des  rayons 
vecteurs  031.  ON.  Les  équations  des  perpendiculaires 
sont 

_            Po             _         ae"^^' 
'       2  cos  (  ô  —  G„  )        2  ros  (  Q Ôo  ) 


p> 


'         2cos(0  —  G|)         2  cos  (6*  —  G,j 

Le  calcul  s'acliève  comme  dans  le  cas  des  tangentes. 

Si  l'on  cherche  l'enveloppe  de  cette  circonférence,  on 
trouve  de  même  une  spirale  logarithmique. 


(  -^"î;  ) 


XOTE 


Sur  les  coefficients  du  (Jévcloppenient  de 

Par  m.   J.-J  -A.   MATHIEU, 

Capitaine  d'artilli-rie. 


J'ai  lu,  t.  XX,  p.  397  (les  Nouvelles  Annales^  un 
ihéorème  qui  est  inexact. 

L'énoncé  porte  que  si  l'on  acldiiionni;  de  (j  en  q  les 
coeiTicieiitsdu  développement  (le  (i  +  a'-i-a'-h... -h  a''"*)" 
(</  ne  dépassant  pas />),  les  sommes,  en  nombre  r/,  que 
Ton  peut  ainsi  former  ne  sont  susceptibles  de  prendre  cjue 

les  trois  valeurs  ••> ±  i. 

La  formule  (pie  j'indiquerai  à  la  lin  de  celte  Note  ex- 
pliquera assez  comment  ce  ihéorème  peut  se  vérilîer  dans 
certains  cas  sans  être  général.  Voici  un  exemple  où  il 
tombe  en  défaut  : 

Les  coefficients  du  développement  de  (  i  H-.t -H . .  .-hj:'")- 
forment  la  suite 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ir, !(),(), 8, 7, 6, 5, 4, 3,  ?.,i; 

si  l'on  additionne  de  j  en  7,  les  sept  sommes  présenteront 
quatre  résultats  dilî'érenls:  iG,  17,  18  et  ig. 

Mais  mon  intention  en  publiant  cette  INote  est  bien 
moins  de  rectifier  une  erreur  cpi'a  sans  doute  déjà  recon- 
nue un  ancien  camaïade  et  ami  (|ue  de  me  joindre  à  lui 
pour  appeler  l'attention  des  savants  collaborateurs  de  ce 
recueil  sur  les   nombres  (jui  forment  les  coeiricienls  du 

/  xf I  \  " 

développement  de  ( j  »  nombres  (|ui  me  paraissent 

jouir  de  propriétés  arillinioloi;i(|ues  assex  curieuses. 


(   ^lo   ) 

Une  étude  ébauclice  de  ces  coefficients  m'a  conduit  à 
quelques  foi^mules  qui  mériteront  peut-être  un  examen, 
et  parmi  lesc[uelles  je  ne  citerai,  pour  le  moment,  que 
celle  relative  à  la  somn^ation  des  termes  de  q  en  q. 

Soit  p  =  q  -^  i\  r  pouvant  être  par  conséquent  le  reste 
de  la  division  de  p  par  q -^  soit  S^  une  somme  de  termes 

pris  de  q  en  q  dans  le  développement  de  ( 1  ?  et  a^ 

la  somme  analogue  dans   ( ]  ?  les  termes  qui  ser- 


vent de  points  de  départ  aux  sommations  occupant,  dans 

les  deux  suites,  le  même  rang  qui  ne  peut  évidemment 

dépasser  q  : 

On  a  toujours 

jj"  —  r" 


SLR  LES  DIFFÉRENTES  SOLITIONS  DE  LA  QIESTION  654  5 

Par  m.   s.   REALIS 


Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Prouhet. 

Dans  la  note  (p.  307)  qui  suit  la  solution  générale, 
donnée  par  M.  E  Beltrami,  de  la  question  Gol  (p.  191) 
vous  demandez  :  «  Pourquoi  les  méthodes  employées 
»  (p.  285  et  286)  nont-elles  conduit  qu'à  une  solution 
»  particulière?  »  Voici  ce  que  j'avais  remarqué  à  ce  su- 
jet, même  avant  la  publication  de  Texcellent  article  de 
M.  Beltrami. 

Soit  une  fonction  o  (w)  satisfaisant  à  la  condition 

sinw 

(1)  <p(w)=:a)(o)  : 


on  aura  aussi 

.  ,    ^  sin:>.o)  ,    ,  sinu  cos&) 

«p  [  ?,&))  =  '■,  (o)  —  »(o) 

Subsliluaîil  dans  telle  foi  mule  pour  c;  (o)  la  valeur  '^^  ^" 
déduite  de  la  première,  on  obtient 

(  ?.  )  o  (  ::>  w  ^  =:  y  '^  0)  )  cos&i. 

La  formule  (2)  esi  donc  une  eonséqucnec  immédiate  de 
la  forn)ule  (i),  et  elle  est  pins  généi'ale  que  celle-ei,  ainsi 
qu'il  lésulte  des  développements  fournis  par  M.  Beltrami, 
en  ee  qu'elle  esl  indépendante  de  la  valeur  particulière 
(jue  prend  la  fonrtion  o  quand  on  y  fait  oj  =  o. 

Maintenant,  si  Ton  considère  les  solutions  données 
aux  pages  285  et  286,  on  verra  qu'elles  ne  prouvent 
autre  chose  sinon  que  la  formule  (i)  satisfait  à  la  condi- 
tion exprimée  par  la  formule  (2). 

Dans  la  première  de  ces  solutions,  par  un  habile  em- 
ploi d'une  formule  d'Euler,  on  passe  d'une  manière  très- 
éléyante  de  l'équation  (2)3  réqualion  (i)  ;  mais  en  cher- 
chant à  vérifier  le  résultat  à  posteriori,  sans  l'introduction 
du  produit  des  cosinus  auxiliaires,  on  reconnaît  que  la 
solution  revient  à  celle  (  i-dessus,  c'est-à-dire  à  faire  voir 
qu'en  multipliant  entre  elles  les  équations  (i)  et  (2)  on 
retombe  sur  l'équation  (i)  : 

'4>     u  ;  .  oi  \  2  w  ;  =  tp  (  O  )  •  i<  (  w  )  COS  w. 

M 

,    ,  sin  2  G) 

tp  (  ?  w  >    1=   CD  '  o  ' < 

^  '   '  2w 

sin  w 


o  [  w  ]  =  «p  \  o  )   


La   secontle  solution  s  applique  de   minic  parfaitemenl  à 
la  question  inveisc  de  1  enoiu'c  ().)i.   (   i'sl-;i-(]ii c  ;i  la  <lf- 


{ Sï^  ) 

monstraiioii  de  la  formule  (2)  au  juoyeii  de  la  furiiiule  (i). 

Cela  doit  être, puisque  la  fonction  (f  (o) est  dévelop- 

pable  en  une  série  à  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable*, mais  quant  à  l'expression  générale  de  la  fonction 
cj  (&))  déterminée  par  la  condition  (2),  elle  ne  saurait 
être  développée  à  l'aide  de  la  série  de  Maclaurin  qu'eu 
tant  que  la  fonction  générale  indiquée  par  M.  Beltrami 
ne  tombe  pas  dans  les  cas  d'exception  de  cette  série.  Or 
elle  tomberait  dans  un  de  ces  cas  si,  au  lieu  de  la  valeur 

o'(o)  =  o'"  (o)  =  .  .  .  =  o, 

on  prenait  les  valeurs  infinies  qui  satisfont  aussi  aux 
dérivées  de  l'équation 

cp(2w)=zcp(w)  ces  (xi . 

Ces  métbodes  ne  sont  donc  que  des  procédés  particu- 
liers, conduisant  à  une  conséquence  exacte,  mais  qui 
n'est  elle-même  qu'une  solution  particulière  de  la  ques- 
tion. 

Le  cbapitre  X\I  du  Calcul  ùifinitésiinal  de  M.  Duha- 
mel renferme  des  cfuestions  qui  ont,  sous  un  certain 
rapport,  de  l'analogie  avec  celle  qui  nous  occupe.  Des 
formules  (2)  des  diiïërents  paragraphes  de  ce  chapitre, 
considérées  dans  des  cas  particuliers  relativement  aux 
constantes  arbitraires  qui  y  sont  contenues,  on  remonte 
bien  facilement  aux  formules  générales  (  i)  ^  mais  de  celles- 
ci  on  ne  pourrait  arriver  aux  solutions  complètes  sans 
avoir  recours  à  des  méthodes  générales,  telles  que  les 
procédés  de  l'intégration  des  équations  différentielles 
déduites  des  équations  de  condition,  qui  donnent  le 
moyen  d'introduire  dans  les  résultats  toute  la  généralité 
dont  ils  sont  susceptibles. 


{  5i.', 


QUESTION  1)60; 

Solution   de  M.    Abraham  SCHNÉE, 
Élève  du  lycée  Clharlemanne. 


Énoncé.  —  Etant  donnrs  un  triangle  conjugue  à  una 
conique  et  un  cercle  circonscrit  au  triangle,  le  produit 
des  distances  du  centre  de  la  conique  aux  côtés  du 
triangle,  multiplié  par  le  diamètre  du  cercle  circon- 
scrit, est  égal  au  produit  des  carrés  des  demi-axes  de  la 
conique.  (FAtuE.) 

Soient  a  =  o,  j6  =  o,  y  =  o  les  trois  côtés  du  triangle 
donné  que  je  prends  pour  triangle  de  référence;  re 
triangle  sera  conjugué  à  la  conique 


/«^ 


H-//'/-  =  o. 


Si  l'on  pose,  conformément  à   la  notation  du   Mémoire 
(p.  289  du  tome  II.  1"  série)  : 


où  a,  bj  r  sont  les  longueurs  des  trois  (  ôtés  du  triangle  d<' 
référence,  et 

1    /       o       . 


A  = 


0     /// 
0     0 


les  distances  du  centre  de  la  conique  aux  côtés  du  triangle 

Ami.  de  Malhémal.,  i'  si-rie,  t.   11.  ^Novt'tnbro  l863.}  3j 


(  5i4  ) 

seront  données  par  les  formules  {^voir  le  Mémoire  cité)  : 

,      S  dv 

a  =  -  -—■> 
V  d,a 

,      S  rfv 

7  =-— -, 

OÙ  s  est  la  surface  du  triangle  de  référence. 

Le  produit  des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la 
conique  est  donné  [voir  le  même  Mémoire)  par  la  for- 
mule 

fl*  b'  c^  A- 

où  R  est  le  ra^on  du  cercle  circonscrit  au  triangle  5  mais 

on  a 

nhc 

ce  qui  réduit  l'expression  à 


Cela  posé,  il  s'agit  de  prouver  que 

abc   S'  dv  dx  dv         .     c  2    -  /  5   ,  '^' 
2S    v'  da    db    de         ^       '  v' 


ou,  en  réduisant,  que 
Or,  on  a 


dj_  ^^_^^^^  ^. 
da    db    de 


V  =  a'^  nin  4-  b^  ni  -\-  c'  lin,      A  =:  //«/?, 

d'Ç  dv  ,    ,         ^^^  , 

—  =  2  amn,       —-  =  2  bitl,       —  =  o.clm, 
da  itb  de 

et  la  substitution  donne  une  identité. 


(  5i5  ) 


PROBLÈME  PROPOSÉ  AU  COXCOIRS  GÉNÉRAL 
DANS  LA  CLASSE  DE  RIIÉTORIQIE  (SCIENCES,  A\\ÉE  I8«r>); 

Solution  de  M.  R.  MALLOIZEL, 

Élève  du  lycée  Louis-lc-Grand  (*). 


Enoncé.  —  Dans  un  triangle  ABC,  où  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  est  égal  à  Vuiiiiè,  on  mène  les  bissec- 
trices des  suppléments  des  angles  •  on  Jorme  ainsi  un 
deuxième  triangle  A'R'C  [le  sommet  èiJ  se  trouvant 
dans  l'angle  A,  e(c).  On  donne  le  rapport  X  du  côté-  AB 
à  la  somme  des  deux  autres  BC  et  AC  ^  le  rapport  ^  du 
côté  A' B'  à  la  somme  des  deux  autres  B' C  et  A'C. 
On  demande  de  résoudre  le  triangle  ABC,  et  de  trouver 
les  conditions  de  possibilité  du  problème. 

Appelons  A,  B,  C;  «,  è,  c  les  angles  et  les  côtés  du 
premier  triangle;  A',  B',  C'5  a\  b' ^  c'  les  angles  et  les 
côtés  du  second. 

L'énoncé  nous  donne  les  relations 


rt  -h  6 


i"  Calculons  les  angles  A,  B,  C. 
On  .1,  dans  le  triangle  ABC, 


d\)ù 


a 

— 

b                r 

sin  A 

siiib        sin(^ 

c 

sinC 

a  -4-  b        sin  A  -h  sniB 


(")  M.  R.  Malloizel  a  obtenu  le  premier  prix  .tu  Concours. 


(  ^'6  ) 


ou 


ou 


C 

C 

2  sin 

— 

cos 

— 

2 

2 

A 

H- 

B 

A 



B 

1  sin 

S>. 

cos 

c 

i. 

Sin 

— 

2 

A, 


A  — B 

cos 


Nous  avons  ainsi  une  première  équation  entre  les  angles 

p  A     T) 

-  et Cherchons-en  une  seconde. 

2  2 

Nous  aurons  dans  le  triangle  A'B'C,  comme  dans  le 
triangle  ABC,  l'équation 

.    C 
sin  — 


a'  -H  b'              A'  —  B' 
cos 


Oi-,  on  reconnaît  facilement  sur  la  figure,  eu  menant  les 
bissectrices  des  trois  angles  A,  B,  C,  les  relations  : 

2  2  2 

Notre  dernière  égalité  devient  donc 

.    A+B 

sin  — T — 


A  — B 

cos z 


On  sait  que 


sin  — 

2 


/i  —  cos.r  X  I  \ 


(5.;) 
Appliquant  ces  formules,  il  vieui 


v/' 

A  + Ji 
—  cos 

2 

V 

/                A  — B 

.    /  1  -h  cos 

OU 

.    C 
1  —  sin  - 

(=)  r^B  =  ''" 

i  -4-  cos 

2 

Reste  donc  à  résoudre  les  deux  équations  (i)  et  (a)  du 

,        ,          .    C              A-B 
premier  degré  en  sin  -  et  cos : 

.    C  .    C 

sin—  1  —  sin  — 

=  ^'        ■ — 1 B  =  f*  ' 


A  —  B  '  A  —  B 

cos 1  H-  cos 


.    C  A  — B 

sin  —  1=  A  cos ' 

2  2 

.    c  A  — B 

—  sin  -  =  ^jL^  -\-  fi-  cos • 


Remplaçons  dans  la  seconde  équation  sin  -  par  X  cos 

il  viendra 

A  —  B  A  —  B 

I  —  X  cos  =  u-  -+-  a-  cos ' 


ou 

A—  B        I  —  u^ 

cos  — =  : —  • 

■2  A  H-  u- 

(X  et  fx  étant  dos  nombres  donnes,  celte  expression  sera 
l"acil«^mcnt  calculable  par  logarithmes.) 


(  5i8  ) 
Nous  pourrons  alors  calculer  ,  par  suite  -■>    et 

enfin  les  trois  angles  A,  B,  C. 
2°  Passons  au  calcul  des  côtés. 
On'  a  les  relations 

abc 
sinA       sinB       sinC  ' 

le  rayon  du  cercle  circonscrit  étant  égal  à  l'unité  5  d'où 
l'on  tire 

a  =  1  sin  A, 

6  =  2  sinB, 
c  =  -2  sinC. 

Les  angles  A,  B,  C  ayant  été  calculés,  nous  aurons  les 
valeurs  des  trois  côtés  «,  b,  c. 

3°  Discussion. 

La  valeur  de  cos doit  être  positive  et  plus  petite 

que  l'unité,  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir 


>o 


f*<I, 


et 
On  a 

et 

ou 


)i  -t-  p.- 

I  —  p.-<^>.+  p.-       ou       2f>!.-^I  —  A. 


.    C  A  — B 

sin  -  =  /  cos 

2  2 


A  — B               A^-B 
cos ^  cos : 


A— B^     .     C 
cos ]>•  sin  -  ; 


donc  il  faut  qu'on  ait 


).<! 


(  ^«9  ) 
Les   trois  cuiidilion^  de  la   possibilité  du   problème  sont 
donc 

Les  deux  premières  conditions  élaienl  évidentes  à  priori. 
Le  problème,  quand  ces  conditions  sont  remplies,  iTad- 
mel  qu'une  soluliou. 

Comme  cas  limite,  [j.  =  t  / '■',  on  a  alors 

A  — B 

ros  =  I  , 

'). 

d'où 

A  =  B. 
Le  triangle  est  alors  isocèle. 


CORRESPOXDAI^CE. 


Extrait  (Vuiic  lettre  de  M.  l dhlê  Aoust. 

((  11  est  loin  de  ma  pensée  de  vouloir  diminuer  le  mé- 
l'ite  des  recherches  géométriques  de  .M.  Faurc,  mais  je 
dois  vous  faire  observer  que  le  théorème  publié  par  ce 
géomètre,  dans  la  question  668  des  Nouvelles  Annales 
(numéro  de  septembre  i863,  p.  421),  n'est  autre  chose 
(jue  la  reproduction  de  la  formule  (7)  du  Mémoire  rpie 
j'ai  présenté  à  flnstilut  dans  le  mois  de  juillet  dernier. 
Ce  Mémoire  a  été  publié  le  'ij  du  même  mois  dans  les 
Comptes  rendus  <\v.  l'Académie,  et  la  formule  dont  il 
s'agit  s'y  trouve  à  la  page  'i\[)  du  tome  L\  IL 


(     020    ) 

»  Ce  théorème  et  tous  les  théorèmes  du  même  ordre 
appartiennent  à  la  fois  à  la  géométrie  des  surfaces  et  à  la 
géométrie  des  coniques,  suivant  une  remarque  intuitive  et 
consignée  dans  presque  tous  les  auteurs  élémentaires.  La 
formule^  dans  les  deux  cas,  reste  la  même:  mais  les 
lettres  qui,  dans  le  premier  cas,  représentent  des  rayons 
de  courbure,  représentent,  dans  le  second,  les  carrés  des 
demi -diamètres  d'une  conique.  Si  l'on  veut,  on  peut 
affecter  de  l'exposant  2  toutes  les  lettres  qui,  dans  le 
premier  cas,  représentent  les  rayons  de  courbure,  et  ces 
mêmes  lettres  représenteront,  dans  le  second,  des  demi- 
diamèlres  d'une  conique.    » 


Un  Abonné  nous  adresse  la  jNote  suivante  au  sujet  de 
la  méthode  exposée  (p.  34 1)  pour  résoudre  l'équation 

.r^  -!-  nx'  H-  b.T-  -\-  ex -\- d^o. 

<(   Dans  le  chapitre  XIV  de  son  Algèbre  (éd.  de  1807, 
]).  4^5),  Euler  pose  Téquation 

x^  -\-  ax^  4-  6 x-  -)-  r.r  4-  <i  =     .r-  -\ .r  -j-  />  j    —  (  ^x  +  r)% 


2 
f)U.  comme  il  le  dit  plus  loin. 

x'  -\-  ax^  -f-  bx-  +  vx  -f-  d 

=  \f'  -+-  ('^  +  y)  ^■-+-/^  +  '■J  [■^"-  +  (^  -  -z )  ^--f-p  —  ' 

»    L'identification  lui  donne 
8p''  —  4V'-r-  [idc  —  Sd}p  —  a-  d  -h  ^bd —  c-  =  o, 


ip  —  r 
1q 


7  =  I  /  7  r/'  -f-  op  —  /;,      / 
»   Faisant 


(  5..   ) 
on  a  : 

—  n 


2  y/z  — A 

^V     2vz-a;  ^V     v^^-a 

Ce  sont  précisément  les  équations  (4),  (5)  obtenues  pai 
la  méthode  dont  il  s'agit  (p.  ?)/{"?.). 

M   Dans  cette  méthode,  on  "donne,  pour  résoudre  1  é- 
quation 

x'  +  A  .r-  +  But  H-  C  --=  (  J."  -+-  p.r  +  <y  )  (x=  ~  j>.r  -\-  q')—  o  , 
les  formules  suivantes  ; 


—  A  7-'  —  4C7  —  (B'  -  4  AC)  r=  o  ,      /;  =.  V  7  —  A  , 


''^-^. 


(^-7=^)'    ^  =  i(^"77^)^ 


(le  la 

7.x  =      v'7 


r_^     /  2B 

—  A±i/— 7-A  H = 

V  y  7  _  A 


,        /  au 

2.r  =—  V7  —  A  ±  W  —  7  —  A  + 


V/7-A 
On  peut  reniar(pier  (ju  <'n  posant  y  —  A  =  5»,  on  a 

0'  -f-  •-'  A  ô  -f-  ;  A- —  4  C)  ô—  B'  =  o. 


V  vo 


=  —  V  ^^  ±  y  ~  '-i  A  —  «f  -h  ^ , 


aB 

y/ô' 

Idinuiles  donnée-^  jiaiM .    l.e   Hesgue.   à    la    page    \^S~  du 
tome  X\JI  i\vi^  Noitvilli'-'  ^/nnti/c^  (  \.  I>,  <"   r<'ni|ila(  an  I 


(  5'ji'j.  ) 

Exlrail  d'une  leltre  de  M.  Dewidf  à  M,  Gerono. 

Bougie,  22  septembre  i863. 

((  Il  y  a  fort  longtemps  que  j'ai  signalé  à  M,  Terquem 
les  rectifications  à  faire  aux  énoncés  des  théorèmes  Hel- 
lermann.  J'ai  une  lettre  de  M.  Terquem,  datée  du  2  juil- 
let iSSp,  dont  j'extrais  la  phrase  suivante,  qui  vous  prou- 
vera ce  que  j'avance  plus  haut. 

«  L'erreur  vient  d'une  mauvaise  traduction  que  j'ai 
»  donnée  du  mot  allemand  Sc/imiegungsjlache;  je  l'ai 
»  rendu  par  plan  osculateur,  et  c'est  faux  :  c'est  le  plan 
»   passant  par  la  normale  et  la  tangente. 

»  Je  me  propose  d'avoir  égard  cà  cette  correction  en 
»   publiant  un  beau  travail  de  M.  Valson.  »  Etc.  » 


OIESTIOXS. 


677.  Étant  donnés  trois  triangles  circonscrits  à  une 
même  conique,  on  peut,  en  considérant  ces  triangles 
deux  à  deux,  décrire  trois  coniques  contenant  chacune 
six  sommets  de  deux  des  triangles  proposés;  démontrer 
que  ces  trois  coniques  passent  par  un  même  point. 

678.  Si  trois  coniques  ont  un  point  commun,  les  neuf 
côtés  des  trois  triangles,  qui  sont  formés  par  les  autres 
points  d'intersection  des  coniques,  considérées  deux  à 
deux,  touchent  une  même  conique, 

679.  Trois  coniques  cjuelcouques  ont  généralement, 
deux  à  deux,  six  cordes  communes;  démontrer  que  les 
dix-huit  droites  qui  en  résultent  touchent  une  même 
courbe  de  la  troisième  classe. 

Ces  trois  questions  sont  proposées  par  M.  H.  Schrœler, 
professeur  à  1  Université  de  Breslau  (Prusse). 


{  5'23  ) 
08<).   Étant   J«jnnée  une  c(jurbe  ([ueltoiifjue  sur  une 
sphère,  si    d'un  point  O  de  la   sphèic  on   mène  1  arc  de 
grand  cercle  OA  coupant  en  A  la  courbe,  et  qu'on  pro- 

.    OA' 


looge  OA  eu  A'  de  manière  qu  on  ail 


OA 


///,  le  Ju'u 


du  point  A'  sera  une  seconde  courbe  ([u'on  peut  appeler 
courbe  semblable  à  la  preniièic.  J)émoiilrcr  (|ue  les  sur- 
faces déterminées  par  ces  deux  courbes  sont  entre  ell«;s 
comme  m*  est  à  i .  (Van>so>. ) 

H81 .  En  nommant  A,  B,  C  les  trois  angles  d'un  triangle 
recliligne  quelconque,  on  a 

isinA.sinB.sin(A  —  B) -+- sinB.sinC.sin  (B  —  C)   i    • 
H- sinC.siiiA.sin  (C  —  A)  .  =z  o , 

H-sin(A— B).sin  (B  — C).sin(C— Al  ' 

et 

c'osA  cosB  cosC 

sécA  sécB  sécC 

cosécA  cosécB  cosécC 

Rectijîcalion. 
Page  480,  ligne  10,  question  670,  au  lieu  de 


y^ 


/\ 


/^.   .     .-^  ....... 

a.sin-/-/-,  .sin- r,  r      ,.         ^.ûn' rr^.swi^  r,r,.s\n^  r-ir 
—  >    lisez  - 


a'ù' 


a^b^ 


AGRÉGATION  DES  LYCÉES.  -  CONCOIRS  DE  «863. 

Coiiiposilion  d'Aiialjse^ 

Solution  de  M.  ROUQUEL, 

Licencie  es  Sciences  malhcmatique»  et  es  Sciences  physiniics. 


Détcnitinci    /'r(pi(ili<>n    (lilfiiciilK-llc    des    lii;ius  tb 
cour  bu  rr. 


(  •''>^4  ) 

Lorsque  la  courbe  d'inlerseclion  cU  deux  surfaces 
est  pour  chacune  d'elles  une  ligne  de  courbure,  ces  sur- 
faces se  coupent  constamment  sous  le  même  angle. 

L'élude  des  ligues  de  courbure  et  de  leurs  propriétés 
générales  se  trouvant  dans  tous  les  traités,  je  me  borne- 
rai ici  à  écrire  leur  équation  dilTérentielle 

dans  laquelle  p,  q^  r.  s  et  t  représentent  respectivement 

,        ,,   .     ,  .   ,,       dz     dz      d- z      d- z  d"^  z 

les  dérivées  partielles  -r"'  "7~'  "t~'  "; ^t  "tt" 

d.r     dy     dx^     dx  dy        dy- 

On  peut  résoudre  la  seconde  question  par  l'analyse  de 
la  manière  suivante  : 

Considérons  un  point  quelconque  O  sur  la  ligne  d'in- 
tersection des  deux  surfaces  données.  Rapportons  la  figure 
à  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires,  ayant 
le  point  O  pour  origine  et  tel,  que  Taxe  Ojc  soit  dirigé 
suivant  la  tangente  en  O  à  la  ligne  d'intersection. 

A  l'origine,  on  aura  évidemment 

dy 

cl.T 

(les  lettres  accentuées   se  rapportent  à  la  seconde  sur- 
face). Si  \   désigne  l'angle  des  normales  menées  par  le 


')  On  a  donné  à  l'équation  diflerentielle  des  lignes  de  courbure  une 
;iulic  l'orme  qu'il  est  utile  de  rappeler.  Si 

X<ir-|-Yrfr  -i-Zd2  =  o 

représente  l'équation  différentielle  de  la  surface  considérée,  celle  de  ses 
lignes  de  courbure  est 

dry\dZ~-Zd\)  \   dy  [/.d\  -\rfZ)-Hrfr(\rfV  — VaX}  =  o.  G. 


(  ju.";  ) 

point  O  aux  deux  surfaces,  la  formule  générale 

cosV  = P"'-^ri'-^' 

donnera  dans  ce  cas 

.■osV=^        'f'^'^' 


De  plus,  Oo"  étant  par  hypothèse  tangente  à  l'une  des 
lignes  de  courbure  passant  en  O  de  la  première  surface, 
l'équation  différentielle  transcrite  plus  haut  devra  être 

satisfaite  lorsqu'on  y  remplacera  —  par  la  valeur  parti- 
culière qui  correspond  à  ce  point. 

On  verra  dès  lors,  en  tenant  complc  de  la  valeur  de  p, 
qu'à  l'origine 

.Vz=0, 

et  de  même  que 

s'  =  o. 

Cela  posé,  par  un  point  infiniment  voisin  O'  de  la 
ligne  d'intersection  menons  les  normales  à  chaque  sur- 
face. La  dillércncc  entre  le  cosinus  du  nouvel  angle  et 
le  cosinus  du  premier  sera  égale  à  la  diflérentielle  de 
cosV,  et,  si  Ton  prouve  que  cette  différentielle  est  nulle, 
ou  aura  démontré  par  cela  même  que  ces  deux  angles 
sont  rigoureusement  égaux. 

Or  l'on  a,  en  général, 

,      r/> 
(Ir/  =r  t(/)  -f-  sdc  =  r/.c  [  t    '- 

\      {/.C 

Mais  on  a  à  l'oiigine 

^) 
donc 


:r  =  °' 

d.t 


d<{  =  O  ; 


(  526  ) 

de  même 

dq'=o. 

Par  suite 

r/(cosV)  =  o. 

Le  même  raisonnement  pouvant  être  appliqué  à  tout 
autre  point  de  la  ligne  d'intersection,  il  s'ensuit  que, 
pour  tous  les  points  de  cette  ligne,  l'angle  des  normales 
aux  surfaces  ou  Tangle  de  ces  surfaces  elles-mêmes  est 
constant.  c.   Q.   F.   d. 

On  peut  également  arriver  au  résultat  qui  précède  par 
des  considérations  de  géométrie  in6nitésimale. 

Si  par  les  deux  points  O  et  O'  on  mène  les  normales 
à  la  première  surface,  ces  normales,  d'après  une  pro- 
priété bien  connue  des  lignes  de  courbure,  se  coupent  en 
un  point  A,  ou  pour  mieux  dire, leur  plus  courte  distance 
du  troisième  ordre  au  moins  par  rapport  à  00'  peut  être 
négligée.  Les  normales  en  O  et  O'  à  la  deuxième  surface 
se  couperont  de  même  en  B. 

Les  triangles  AOB  et  AO'B  ont  le  côté  AB  commun; 
les  côtés  AO  et  AO',  ne  différant  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  du  second  ordre  au  moins,  sont  égaux,  et  il 
en  est  de  même  des  côtés  BO  et  BO'.  Donc 

AOB  =  AO'B. 

c.     Q.     F.     D. 

ISole  du  Jiédacteur.  —  Celte  proposition^  que  si  îa 
courbe  d^ intersection  de  deux  surjaces  est  pour  chacune 
d^elles  une  ligne  de  courbure,  ces  surjaces  se  coupent 
constamment  sous  le  même  angle,  est  due,  je  crois,  à 
mon  ancien  collaborateur  ÎNL  Terquem.  C'est  une  des 
questions  proposées,  il  y  a  onze  ans,  dans  les  Nouvelles 
Annales  (question  209,  t.  XI,  p.  402).  Voici  les  solu- 
tions que  M^J.  Faure  et  Dewulf  en  ont  données. 


OIESTION  269; 

SoLUTiox  DE  M,   FATJRE, 

Officier  d'artillerie. 


Théorème.  —  Deux  surfaces  se  coupant  suivant  une 
ligne  de  courbure  commune  à  l'une  et  à  Vautre ,  le  long 
de  cette  ligne  les  deux  sur/aces  se  coupent  sous  le 
même  angle. 

/""  Démonstration.  —  Soient  MM',  M' M"  deux  élé- 
nients  consécutifs  de  la  ligne  de  courbure  que  nous  sup- 
poserons de  même  longueur;  A,  A'  les  milieux  de  ces  élé- 
ments. Menons  en  ces  points  les  normales  aux  deux 
surfaces;  elles  se  rencontieront  en  deux  points  B,  IV 
qui  seront  également  distants  des  deux  éléments.  Donc, 
si  l'on  joint  BB',  on  formera  deux  triangles  ABB',  A' BB' 
égaux  entre  eux;  par  suite  les  angles  en  A  et  A'  qui  me- 
surent ceux  des  surfaces  seront  égaux  entre  eux.  Cette 
égalité  se  succédant  pour  tous  les  points  consécutifs  de 
la  surface  démontre  le  théorème. 

//''  Démonstration.  —  Exécutons  encore  la  construc- 
tion précédente  et  soit  O  le  point  d'intersection  du  plan 
osculateur  MM' M"  avec  la  ligne  BB'.  Les  deux  plans 
BAB',  BA'  B'  étant  tous  les  deux  perpendiculaires  au  plan 
osculateur,  leur  intersection  BlV  est  perpendiculaire  à  ce 
plan;  de  plus,  les  dr-oites  OA  et  OA'  sont  égales  entre 
elles;  donc  les  angles  BAO,  BA'O  sont  égaux  entre  eux 
ainsi  que  B' AO  et  B'A'O.  Or  lîAO-hB'AO  mesure 
Tangle  des  deux  surfaces  au  point  A;  de  même 
BA'O  H-  B'A'O  mesure  l'angle  des  deux  surfaces  au 
point  A';  donc  ces  angles  sont  égaux  entre  eux. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie,  c'est-à-dire 
que  (Icnx  surfaces  se  ron pan I   siiivanl  une  cerlaine  ligne 
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sous  le  même  angle,  si  elle  esl  uue  ligne  de  courbure  de 
l'une  des  surfaces,  elle  est  aussi  une  ligne  de  courbure  de 
l'autre. 

Cela  se  voit  immédiatement  au  moyen  de  la  deuxième 
démonstration. 


QIESTÎOX  269; 

Solution  dk  M.  DEWDLF, 

Officier  du  génie. 


Deux  surfaces  se  coupant  suwant  une  ligne  de  cour' 
bure  commune  à  Vune  et  à  F  autre  ^  le  long  de  celte 
ligne  les  deux  surfaces  se  coupent  sous  le  même  angle. 

(Terquem.) 

Ce  théorème  est  uue  conséquence  immédiate  du  théo- 
rème de  Lancret  que  M.  Liouville  a  énoncé  comme  il 
suit  :  Pour  toute  ligne  de  courbure  d'une  surface,  la 
seconde  courbure  géodésique  est  nulle  [Journal  de  Ma- 
thématiques, t.  XXI).  Soient  m  et  m' deux  points  suc- 
cessifs de  la  ligne  de  courbure,  O  et  O'  les  plans  oscula- 
tcurs  en  ces  points,  T  et  T'  les  plans  tangents  en  ces 
points  à  la  première  surface.  /  et  t'  les  plans  tangents  à 
la  seconde  surface. 

D'après  le  théorème  de  Lancret, 


donc 

et  par  suite 


00'  —  OT  —  O'  T', 
00'  =  Ot—Q't'; 


OT  — 0'T'  =  Of  —  OV, 


OT  —  0/  =  0'T'  —  Où'. 

c.    Q     F.    n. 


.)'li) 


VUlTiniETIQlE  ET  ALGEBKE  DES  CHINOIS  ((in) 

voir  UCLLCTIM  UATULUATIOi:!:,  t.   VIII,  1862,   p.  3S}  ; 

Pau    m.    K.-L.    BIERNATZKI,    Doctkur    a   Bf.ru\. 


Ckkllf. ,  t.  LU,  p.  5g;  i8.')f). 


Telle  est  l'analyse  su(cincled(- celle  œuvre  iemarf|uable 
pour  son  antiquité-,  cliaciuc  division  et  sous-division  est 
accompagnée  d'une  stanre  pour  rimpriraer  dans  la  mé- 
moire. 

A  cet  ouvrage  sinfèrent  tous  les  développements  ulté- 
rieurs de  l'aritlimélique^  car  tel  est  le  culie  des  ancê- 
tres chez  les  Chinois,  qu'aucun  auteur  ne  se  permet  d'a- 
vancer une  règle,  comme  sienne;  il  la  rattache  toujours, 
comme  explication  ,  extension  à  une  règle  donnée  par 
un  ancien.  Celle  modestie  est  chez  eux  un  acte  de  reli- 
gion (*). 

La  règle  la  plus  féconde,  la  plus  remarquable  est  la  Ta- 
yueii  ou  la  grande  extension,  la  recherche  des  quantités 
inconnues  dans  l'analyse  indéterminée  du  i'"^  degré.  On 
la  trouve  sous  sa  forme  première  dans  le  Su'on-fxing^  clas- 
siques arithmétiques  du  célèbre  Sun-lzce.  Quelques  his- 
toriens chinois  croient  (jue  c'est  un  officier  qui  a  vécu 
aao  ans  avant  l'ère  vulgaire  j  d  autres  le  placent  avec  plus 
de  raison  au  iii*^  siècle  après  J.-C,  vers  la  fin  de  la  dy- 
nastie des  Han  et  au  commencement  de  la  dynastie  des 
If^ci/i.  La  règle  de  Snii-lzéc  (léhute  par  rpialrc  lignes  ri- 


C)  Cette  .il)iK'[;ali(iii  «lu  moi  n'est  p.is  la  plus  brillante  de  nos  qualités. 
Il  existe  chez  nous  deux  tendances  :  voiler  ce  que  nous  devons  aux  prédé- 
cesseurs, dévoiler  ce  que  le  voisin  leur  doit.       [[S'otc  Je  M.  Tcrquein.) 
Ami.  de  .Mjtiu'niat.,  j"  scric,  t.  II.  (Déten>l>rc  i863.)  3.| 
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mées  et  est  enveloppée  dans  les  questions  suivantes  : 
Un  nombre  divisé  par  3  donne  le  reste  2;  divisé  par 
5  donne  le  reste  3;  divisé  par  7  donne  le  reste  2;  quel 
est  ce  nombre?  Le  procédé  est  indiqué  sous  cette  forme 
mystique  : 

Divisé  par  3  donne  le  reste  2,  écris  i4o, 
Divisé  par  5  donne  le  reste  3,  écris  63, 
Divisé  par  7  donne  le  reste  2,  écris     3o; 

ces  trois  nombres  ajoutés  donnent  233,  en  retranchant 
210,  le  reste  23  est  le  nombre  cherché.  Ce  procédé  tron- 
qué est  suivi  de  cet  aphorisme  également  tronqué  : 

Pour  1  obtenu  par  3,  pose  70, 
Pour  I  obtenu  par  5,  pose  21, 
Pour   I   obtenu  par  7,  pose   i5. 

Si  la  somme  est  106  ou  davantage,  on  soustrait  io5  et  le 
reste  est  le  nombre  cherché. 

Un  auteur  plus  récent,  Tsiu-kiu-lschaou,  qui  vivait 
vers  la  fin  de  la  dynastie  Sung,  donne  l'explication  sui- 
vante de  cet  aphorisme  : 

On  fait  le  produit  3.5.7  =  io5  2eu-/WM,  extension 
fondamentale  5 

■ ;=  i5  Ycu-su,  nombre  extensif-,  ce  diviseur  7  porte 

7 
le  nom  de  nombre  fondamental  déterminé  Ting-mu. 

15  =  7.2  +  1,1  Tsching,  multiplicateur; 

i5.i  =  i5  Yeug-su,  nombre  auxiliaire; 
c'est  ce  qui  explique  la  locution  ci-dessus:  pour  i  obtenu 
par  7,  pose  i5. 

On  agit  de  même  par  rapport  aux  facteurs  5  et  3,  ainsi: 

-^  =  21,  nombre  extensif; 
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ai  =  5.4-f-ïî  ï  imiltiplicatiui  ; 
21. 1  =21,  nombre  auxiliaire; 
c'est  ce  que  signifie  ci-dessus:  i  obtenu  par  5,  pose  21 . 

I  05  ,,  ^  .  .n 

— -—  =  01),  nombre  extcnsii; 

35  =  3  .  1  I  -h  2,  2  multiplicateur; 

3.35  =:  jo,  nombre  auxiliaire. 
Ces  trois  nombres  auxiliaires  i5,  2X,  ^o,  serveiu  à  con- 
tinuer l'opération',  on  multiplie  chacun  par  le  reste  cor- 
respondant; ainsi 

i5X2  =  3o,     2ix3  =  63,     70X2=140, 
3o  +  63  -h  i4o  =  233, 

233  —  io5  =  128,      128  —  io5  =  23,  nombre  cherclic 

Cette  explication  a  besoin  d'explication. 

Supposons  ([u'on  cherche  xni  nombre  qui,  divisé  par 
pi  laisse  pour  reste  .Vj,  par/;,  laisse  pour  rester,,  par  /», 
laisse  pour  reste  53,  et  soient 

P7Pî  =  Pi-h  f\. 


et 


N  =  p,  P:  r,  s.  -hp,pi  r,  s,  -\-p:P:r,K,, 


IS  divisé  par  />,  laisse  le  même  reste  c[ue  ptPii\Si  divisé 
par  pi  ;  le  même  reste  que  r\s^  ;  donc  si  /  '  divisé  pai-  p^ 
laisse  pour  reste  l'unité,  X  divisé  par  /?,  laissera  pour 
reste  5,  ;  de  même,  si  r\  divisé  par  /»,  laisse  pour  rcst(.' 
1  unité,  N  divisé  par  /^,  laissera  pour  reste  5,,  et  si  /'  di- 
visé par  ^3  laisse  luiiité  pour  reste,  .N  di\isé  par  p^  lais- 
sera pour  reste  .v,.  Or,  dans  1  exemple  de  l'auteur  chinois, 
les  restes  /*,  ,  r- .  /j  satisfont  à  ces  conditions.  Si  elle» 
n'existe  pas.  la  solution  cesse  d'être  bonne.   Cette  règle 
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Ta-yefi  seixit  dans  la  suite  à  calculer  les  cycles  du  prêtre 
nommé  Yili-king,  qui  eut  le  mérite  d'eu  avoir  fait  la  pre- 
mière application  5  il  moui'Ut  peu  après  la  publication  de 
son  célèbre  ouvrage  Ta-yen-lei-scJtu  en  -{-ni'j^  Tsiu- 
Iviu-tscliaou,  ci-dessus  dénomraé,  a  composé  un  commen- 
taire sur  cet  ouvrage,  sous  le  titre  de  Neuf  sections  de 
Varithmélique^  pour  le  Kiu-tscliang. 

T"  Section.  —  Nombres  extensifs^  auxiliaires  comme 
ci-dessus. 

Je  n'ai  pu  comprendre  ce  qu'on  en  dit.  Ces  nombres 
servaient  chez  les  Chinois  à  prédire  l'avenir  et  consti- 
tuaient l'art  des  prédictions.  A  cet  effet,  des  signes  parti- 
culiers étaient  affectés  à  ces  nombres  comme  c/e/5,- l'unité 
était  figurée  par  deux  traits,  le  2  par  un  trait  brisé,  le 
3  par  un  trait  entier,  le  4  P^i"  i"^  trait  entier  et 
un  trait  brisé,  etc.  5  c'est  l'origine  des  diagrammes,  restes 
d'un  ancien  système  de  prédictions,  dont  on  ne  peut  trou- 
ver l'origine. 

Il"  Section .  —  Applications  astronomic{ues  au  calcul 
des  cycles. 

IIP  Section.  —  Traité  du  travail. 

Quatre  compagnies  d'ouvriers  renfermant  chacune  des 
nombres  donnés  et  différents  d'ouvriers  entreprennent 
la  construction  d'une  digue-,  on  assigne  à  chaque  compa- 
gnie une  partie  de  la  digue  à  construire. 

IV^  Section.  —  Calcul  des  capitaux. 

Sept  capitaux  égaux  sont  successivement  diminués  par 
des  effets  tirés  chaque  jour  sur  eux,  de  divers  montants. 
La  grandeur  des  capitaux  et  le  nombre  de  jours  cju'on  a 
tirés  sur  eux  sont  inconnus,  mais  on  connaît  le  montant 
des  effets  et  ce  cjui  reste  des  capitaux;  trouver  la  somme 
des  capitaux  primitifs. 
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V'  Seclion.  —  Trois  fennieis  possècleiii  ihacuii  la 
mèmequanlllcdeblé,  qui  a  clé  acheiéc  à  divers  marchés 
et  d'après  diverses  mesures.  L'excédant  au-dessus  de  la 
mesure  normale  est  connu  5  trouver  la  quantité  de  blé. 

f^P  Seclion.  —  Trois  régiments  marchent  vers  la  ca- 
pitale; on  connaît  le  nombre  de  lieues  que  fait  chaque 
régiment  par  jour  et  llieure  où  chaque  régiment  arrive  à 
ia  capitale;  trouver  la  dislance  de  la  capiialc  au  lieu  com- 
mun du  départ. 

VIP  Section.  —  Problème  des  courrieis  de  diverses 
vitesses. 

VIIl"  Section.  — Problème  sur  la  fondation  d'un  édi- 
fice où  l'on  emploie  quatre  sortes  de  bricjues;  on  donne 
les  dimensions  des  briques;  en  déduire  les  dimensions  de 
la  fondation. 

IX"  Section.  —  Problème  :  trois  tonneaux  remplis 
chacun  de  la  même  quantité  de  ri/,  ont  été  vidés  en  partie 
par  des  voleurs;  on  ne  sait  pas  combien  il  y  avait  de  riz 
en  tout,  mais  on  sait  qu'il  reste  : 

Dans  le  1"  tonneau i  ho. 

Dans  le  v.^    toimcaii ...  i   sching  cl   1   lia. 

Dans  le  3*^  tonnc.m  .     .       .       1   lio. 

Les  \oleurs  étant  pris  ont  avoué  : 

Le  voleur  A  d'avoir  puisé  à  diverses  fois  dans  le  i""  tonneau 
avec  une  pelle  ù  écurie; 

Le  voleur  B  d'avoir  |)uise  à  diverses  fois  dans  le  2' tonneau 
avec  un  sahot  ; 

Le  voleur  C  d'avoir  puisé  à  diverses  fois  dans  le  3'"  tonneau 
avec  une  rcuclle. 
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On  s  est  assuré  que  : 

La  pelle  à  écurie  contient.  ...       i  scfiing  et  i  ho. 

Le  sabot i  scliing  et  7  ho, 

L'écuelle i  sching  et  2  îio  ; 

combien  chaque  voleur  a-t-il  pris  de  riz? 

Réponse  : 

Le  voleur  A  a  pris  3  scJtih  i  tau  9  sching  2  ho, 
Le  voleur  B  a  pris  3  schih  i  tau  7  sching  g  ho, 
Le  voleur  C  a  pris  3  schih  i  tau  g  sching  2  ho. 

La  totalité  du  riz  enlevé  =  9  schih  5  tau  6  sching  3  Ao. 

Note.  —  10  Ao  valent  i  schùig,  10  sching  valent 
1  tau,  10  i^zz  valent  i  schih:,  réduisant  tout  en  ho,  on 
est  amené  à  Téquation  d'analyse  indéterminée 

IIJ:-|-I  =  I77-f-lI=:I2Z  +  I. 

La  seconde  partie  de  louvrage  de  Tsiu-kiu  traite  uni- 
quement de  calculs  relatifs  à  l'astronomie  et  à  la  physique 
et  toujours  par  la  célèbre  règle  Ta-vuen.  Les  Indiens  ont 
une  semblable  règle  sous  le  nom  de  Cuttaca.  Il  nest  pas 
vraisemblable  que  les  Chinois  l'aient  reçue  des  Indiens. 

yilgèhrc. 

Vers  la  fin  du  xiii*  siècle,  le  même  Tsiu-kiu-tschaou, 
ci-dessus  dénommé,  fit  paraître  le  Lien-  tien-yuen-yih, 
c'est-à-dire  Etablissement  de  la  monade  céleste.  Cet 
ouvrage  contient  pour  ainsi  dire  1  algèbre  des  Chinois; 
la  monade,  cest  noire  inconnue  x.  Comme  les  Chinois 
n'ont  pas  d'alphabet,  ils  écrivent  les  polynômes  par  un 
système  de  positions  comme  les  nombres;  ils  ont  un  signe 
particulier  qui  se  prononce  Tac,  pour  désiguer  la  quantité 
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toute  connue  cl  un  autre  signe  (jul  se  prononce  Kmcw, 
pour  designer  le  terme  qui  renferme  la  l'impuissance  de 
l'inconnue;  l'inconnue  elle-même  ne  s'écrit  pas,  elle  est 
sous-entendue  comme  unité^  monade ^  on  n'écrit  que  les 
coeflicients  numéricjucs.  Par  exemple,  soit  à  écrire  le  po- 
lynôme x'  4-  i5x^  H-  66x  —  36o,  ils  écrivent 

I :r' 

I  = i5x' 

7  J,..  . i:i6x 

IIITO  36o 

On  voit  qu'en  allant  de  bas  en  haut,  les  exposants  de 
la  monade  augmentent  dune  unité.  Dans  la  pratique, 
lorsqu'on  écrit  Tae  on  omet  Yueu,  et  quand  on  écrit  Yuen 
on  omet  Tae. 

Les  quantités  s  écrivent  avec  de  l'encre  rouge  et  les 
quantités  négatives  avec  de  l'encre  noire,  signes  distincts 
qu'on  rencontre  déjà  dans  les  écrits  du  vi''  siècle 5  mais 
le  Yay-king-jui-king,  qui  a  écrit  un  commentaire  sur  le 
Lei-ti en-y  lien.,  parait  être  le  premier  qui  ait  distingué  le 
membre  à  droite  d'une  équation  par  un  trait  transversal. 
Le  terme  qui  est  immédiatement  au-dessus  du  Tac  est 

la  racine  carrée  ou  x^ ,  au-dessus  de  celle-ci  c'est  la  racine 
cubique,  et  ainsi  de  suite. 

Voici  nn  exemple  de  résolution  numérique  d'une 
équation  du  quatrième  degré  tiré  de  Touvrage  de  Tsiti. 
Nous  nous  servirons  des  chillrcs  arabes.  L'é'piation  est  (*) 

x'  —  i534î64'^'  +  73ii248oox  =  52G7?.7577Goo. 


(*)  L'cqnation  duniioc  dans  lo  Mémoire  do  IM.  Hicrual/ti  e^t  l'aulivc  : 
a  porto  le  signe  -+-  et  b  est  (<nblic.  Tu. 
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On  ne  donne  que  des  résultais  sans  expliquer  ropération. 
Voici  ce  que  j'ai  compris. 

Faisons,  pour  épargner  de  la  place, 

«  t=  1534464»     ^  =  731124800,     c  =  526727677600, 

x^  —  ax-  +  6a:  =  c. 

La  racine  quatrième  approchée  de  c  est  720. 
Faisons 

X  =  Y  -h  700, 

(j-t-700)'  —  rt(jr4-7oo)'  +  b{y-h'joo)  —  c  =  o, 

ou 

j'H-  28oo>^-f- 1 4o5536j- —  4^  '  24800J  —  526727677600  =  o. 

A  la  même  époque  un  autre  géomètre,  nommé  Tscliu- 
schi-kils,  publia,  en  iZo'i,\e  Sze-yuen-yuh-fiihu  (Miroir 
précieux  des  quatre  éléments).  Son  ouvrage  commence 
par  le  rapport  des  Lihu  (coelBcients)  dans  le  calcul  des 
nombres  jusqu'à  la  huitième  puissance.  Il  donne  la  table 
suivante  comme  une  ancienne  méthode  : 

I somme  primitive, 

I        I facteurs, 

I        2        î carre, 

I        3        3        I  .  .  .  .  carré  cube, 

I        4       6       4        '  ■  •  carré-carré, 

I        5      10      10       5        I  cinquième  puissance,  etc. 

C'est  le  triangle  de  Pascal  (*). 

Les  quatre  éléments  sont  quatre  signes  tirés  de  l'écri- 
ture chinoise  et  représentant  le  ciel,  la  terre,  l'homme,  la 
chose -j  les  trois  premiers  sont  consacrés  aux  quantités 
connues  (notre  a,  b,  c)  et  la  dernière  la  quantité  iucon- 


C)  Ce  U'iangle  se  retrouve,  en  Europe,  dans  presque  toutes  les  arithmé- 
tiques du  xvi*^  siècle.  P. 
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nue  [x)  ;  il  les  dispose  ainsi  aulour  de  Tac  : 

I 

I      Tae      I 
I 

Le  I  supérieur  est  la  cJiose,  soit  x:  l'inférieur  c'est  le 
ciel  («);  à  droite  c'est  Vhomnie  (c),  et  à  gauche  la  terre 
[h)  ;  ainsi 

.T 

h     Tae     c 
a 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'écrire 

[a  -\-  b  -\-  c-\-  .ry 
=  «^ -f-  2 (7^1  -f-  ?.  r/c  -I-  2  n.r  +  A •  -;-  2  bc  -\-  2  b.r  -f-  <"'  -f-  2  ex  -f-  x\ 

Tschu  le  figure  ainsi 

I 

2  <>  2 

2 

I  o        Tae        o  I 

2  o  2 

I 

ce  qui  équivaut  à 

2  bx  o  2  ex 

2  a.v 
b'  'J  ae 

2  //C 
2rti  ()  •.».flC 

On  voit  que  la  disposition  des  quantités  conuuo>  cl  in- 
connues correspond  au  tableau  des  qualrc  elcnieiiis. 
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Vers  la  fin  du  xvii''  siècle  les  missionnaires  composèrent 
une  Algèbre  en  chinois  sous  le  titre:  Tseay-kan g-fang^et 
la  présentèrent  à  l'empereur  Kang.  C'est  à  cette  occasion 
que  cet  empereur  ordonna  la  confection  de  la  célèbre 
encyclopédie  dont  il  révisa  chaque  feuille.  Le  litre  chi- 
nois est  :  Leuh-lei-yuen-yuen  {Sources  secrètes  de  l'har- 
monie et  des  nombres).  La  troisième  partie  de  cet  excel- 
lent ouvrage,  intitulée  :  Suh-li-tsing-wan g  (Dépôt  des 
finesses  des  règles  arithmétiques),  traite  des  sciences 
exactes  et  sert  encore  au  collège  d'astronomie  de  Péking. 
Il  est  divisé  en  deux  sections  principales  :  la  première 
traite  de  l'origine  des  nombres;  on  raconte  comment  Fohi 
vit  sortir  de  la  rivière  Jaune  un  dragon  portant  sur  son 
dos  le  système  décimal.  Un  dessin  reproduit  cet  événe- 
ment^ suivi  d'un  autre  dessin  qui  représente  une  tortue 
sortant  du  fleuve  Lo  et  sur  la  carapace  est  figuré  ce  sys- 
tème décimal,  qui  se  montre  à  l'éminent  philosophe 
Yu.  Cette  première  partie  est  terminée  par  l'ouvrage 
Tschan-pi\  mentionné  ci-dessus.  Les  trois  parties  sui- 
vantes sont  en  XII  livres  avec  une  introduction  à  la  géo- 
métrie, mais  moins  claire,  moins  solide  que  celle  d'Eu- 
clide.  On  y  expose  ce  qui  est  nécessaire  sur  les  surfaces  et 
sur  les  corps  de  diverses  formes.  Dans  le  dernier  livre  on 
parle  des  proportions  et  on  donne  des  plans  et  des  pro- 
jections pour  la  confection  des  coupes  et  dessins.  La  cin- 
quième partie  comprend  ce  qu'on  pourrait  appeler 
V arithmétique  en  Jigures ^  la  théorie  des  calculs  est  ex- 
posée par  principes  et  éclaircie  par  des  figures  et  des 
exemples.  La  seconde  section  piincipale  traite  en  qua- 
rante chapitres  de  l'application  de  l'arithmétique  et  con- 
tient cinq  divisions.  La  première,  en  deux  chapitres,  ser- 
vant d'introduction,  contient  des  tables  de  poids  et 
mesures,  des  règles  pour  les  quatre  opérations  et  1(!S  frac- 
tions. La  seconde  division,  en  huit  chapitres,  traite  des 
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ligues,  dos  proportions ,  des  piogiessioiis,  du  la  réyle 
\  d'alliage,  de  la  règle  de  société,  des  prolits  el  perles  cl 
des  équations.  La  tioisiènic,  eu  huit  chapitres,  s'occupe  de 
calculs  de  la  surface  des  corps,  de  rextracliou  des  racines 
carrées,  de  l'ancienne  et  de  la  nouvelle  trigonométrie,  de 
l'usage  des  huit  lignes  Irigonométriques,  de  la  méthode 
pour  déterminer  les  côtés  d'un  triangle,  de  la  mesure  des 
ligures  rcctilignes  ou  curvilignes,  des  segments  circulaiies 
et  des  polygones  réguliers.  La  quatrième  section,  en  huit 
chapities,  contient  ce  qui  concerne  les  valeurs,  l'extrac- 
lion  de  la  racine  cubique,  la  mesure  des  polyèdies  et  des 
surfaces  courbes,  des  sphères  et  des  segments  sphériques, 
les  poids  de  diverses  substancesdu  règne  animal,  végétal  ou 
minéral  5  enfin  les  Tas.  La  cinquième  division,  eu  dix  cha- 
pitres, comprend  des  dissertations  sur  l'algèbre,  sur  dî- 
\  erses  questions  y  relatives,  sur  les  logarithmes  et  l'usage 
des  secteurs;  il  y  a,  en  outre,  huit  volumes  supplémentaires 
avec  des  Tables. 

Les  deux  premiers  volumes  donnent  le  calcul  des  sinus, 
cosinus,  tangentes,  colatigenies,  jusqu'au  90*^  degré. 
Le  troisième  et  le  quatrième  volume  contiennent  les 
diviseurs  de  tous  les  nombres  de  i  à  100  000,  pour 
faciliter  le  calcul  par  logarithmes.  A  la  fin  de  chac|ue 
série  de  dix  mille,  on  donne  la  liste  des  nombres 
premiers.  Le  cinquième  et  le  sixième  volume  contiennent 
les  logarithmes  des  nombres  de  x  à  100000  avec  dix 
décimales  qui  sont  évidemment  une  copie  des  Tables  de 
Vlaeq,  imprimées  en  Hollande  en  1628.  A  la  lin  ou  trouve 
des  règles  pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres  plus 
grands  que  100000  et  une  Table  des  pesanteurs  spéci- 
fiques de  diverses  substances.  Le  septième  et  le  huitième 
volume  sont  des  Tables  de  logarithmes  dv  sinus,  cosinus, 
tangentes,  cotangentes,  sécantes,  cosécantcs  de  o"  à  90°. 

Le  style  de  celte  en<yr|opédie  est  clair,  populaire,  cl 
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destiné  à  être  lu  et  compris  par  tous  les  Chinois  instruits. 

Les  Chinois  s'attribuent  la  découverte  des  logarithmes. 
Du  moins  un  mathématicien,  nommé  Le-sclieu-lan,  vivant 
aujourd'hui  à  Schang-liaï,  dans  son  ouvrage  Taj-suh-tan- 
juen  (Découverte  de  l'origine  des  logarithmes),  dit  qu'il 
possède  une  méthode  pour  calculer  les  logarithmes  par 
des  considérations  géométriques  et  qui  n'est  pas  connue 
des  Européens.  Un  mandarin,  nommé  Ta-heu,  est  aussi 
occupé  à  Hang-tschau  à  publier  une  nouvelle  manière  de 
calculer  les  logarithmes. 

A  ce  qu'on  apprend,  les  sciences  tendent  à  prendre  un 
nouvel  essor  en  Chine.  L'anti-empereui-,  qui  réside  à 
Nanking,  a  ordonné  le  rétablissement  des  examens  an- 
nuels des  jeunes  étudiants,  qui  avaient  été  supprimés;  il 
est  savant  lui-même  et  on  peut  espérer  qu'il  protégera  la 
culture  des  sciences. 


SOLUTION  DE  U  QUESTION  671 , 

Par  m.   P.-G.   DE  SAINT-MICHEL, 

Élève  de  M.  Kevnac. 


Si  par  un  point  P,  pris  sur  une  conique,  on  mène  deux 
droites  également  inclinées  sur  la  normale  en  ce  point,  et 
si  l'on  joint  les  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  la 
courbe,  i°  toutes  les  cordes  ainsi  obtenues  passent  par  un 
point  fixe:  2°  trouver  le  lieu  de  ce  point,  quand  le 
point  P  se  meut  sur  la  conique. 

i"  Soient  PA,  PB  deux  droites  également  inclinées  sur 
la  normale  PX;  C,  D  les  points  de  rencontre  de  la 
corde  AB  avec  la  tangente  PC  et  la  normale  PD.  Les 
droites  PD.  PC,  bissectrices  des  angles  en  P,  divisent  la 
corde  harmoniquement  ;  donc  PjN  estla polaircdupointC, 
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cl  par  suite  C  est  un  })oiiil  tixe,  pôle  Je  la  normale  don- 
née PN. 

2°  Le  point  C  est  le  lieu  des  pôles  des  normales  à  la 
courbe.  Pour  en  trouver  l'équation,  soit 

^- =  1  px  -\-  (J  X- 

l'équaiion  générale  des  coniques;  la  condition  pour  qu'une 
droite  j  =  mx H- ii  soit  normale  est 

or,  l'équation  de  la  tangente  au  point  [jc^j]  et  menée  du 
point  C  (X,  \  )  est 

Yjr  =:  /;  X  -h  <7  X X  -h  px  ; 

en  y  regardant  X  et  }  comme  des  coordonnées  variables, 
elle  lepréscnte  la  polaire  du  point  (X,  Y)  et  peut  s  écrire 

Pour  exprimer  que  cette  polaire  est  normale  à  la  courbe, 
remplaçons  dans  Téquation  (1)  ///  et  //  par  leurs  valeurs: 
on  a  pour  l'équation  du  lieu 

,  =  (7  +  .)Y'(/>  +  7X)^ 
^  Y'-7(/.-f-ryX)= 

En  prenant  la  droite/?  -\-  (j\=  o  pour  nouvel  axe  des  \  , 
et  mettant  x  et  >  à  la  place  de  X  et  de  Y,  1  équation  géné- 
rale du  lieu  est 

/>'j'  — p^qKr''  =z  [q  -\-  l}'^'  >'x'. 

Ellipse.  —  L'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d'  )'■  -+-  h' x^  =  r*  .1-  >  ' . 

C'est  une  courbe  conc  enti  Icjue  à  rdlipse,  avant  a\ec  elle 
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Jes  mêmes  a\es  de  symélrie:  Tongine  est  un  point  isolé; 
elle  a  pour  asymptotes  les  couples  de  droites  représentées 

par  les  équations  a:=±— 5j'  =  d=  —  5  elle  est  intérieure 

aux  asymptotes. 

Hyperbole .  —  Changeant  h^  eu  — ^-,  on  a 

courbe  concentrique  avec  riiyperbole,  ayant  les  mêmes 
axes  de  symétrie.  L'origine  est  un  point  quadruple  et  en 
même  temps  un  point  d'inflexion  :  les  tangentes  en  ce 
point  ont  pour  équation 

-  —  -^î 
fi'      ' 


J 


la  courbe  est  comprise  entre  les  deux  asymptotes 


Parabole.  —  q  =  o.   Si  Ion  fait  ç  =  o  dans  1  équa- 
tion (i),  Tune  des  valeurs  de  n  devient  infinie,  Tautre  se 

présente  sous  la  forme  -  :  faisant  disnaraître  rindélernii- 

'■  o  '  '^ 

nation,  on  a 

nip  ["2  -\-m-) 


Remplaçant  m  par  — 5  n  par  -?  on  trouve  pour  l  équa- 
tion du  lieu 

2  \p  -\-x)  ' 

courbe  svmélriquc  ])ar  rapport  à  1  axe  de  la  [)aiabolt', 
ayant  cet  axe  pour  asymptote,  ainsi  que  }  =  —  /?,  et  tout 
entière  à  gauche  de  cette  asymplot?'. 
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Note. — La  même  question  a  éié  résolue  par  MM.  Mirza- 
Nizani,  élève  du  lycée  Saint-Louis  :  Mu/.cau,  lieutenant 
d'artillerie;  Desgranges;  Sclinéc,  Tivollicr  et  Grassat, 
E.  P.  et  A.  T.,  Picfjuct,  Grouard,  Léon  Dyrion  et  Pété- 
rencino,  élèves-,  Dupain  et  E.  M.,  professeurs.  Ce  der- 
nier démontre  que,  si  par  un  point  A  d'un  ellipsoïde 
donné  ou  décrit  un  cône  de  révolution  dont  Taxe  s(jit 
la  normale,  le  plan  de  la  courbe  d'intersection  de  ce  cône 
avec  rellipsoïde  passe  par  une  droite  dont  la  position  est 
indépendante  de  l'angle  d  ouverture  du  (  ône.  -NL  Dupain 
observe  que  la  première  partie  de  la  question  a  été  résolue 
par  ]\L  Poncelet  [Piopriêtés  jyrojecllvcs,  §  484)  <-t  pai" 
Frégicr  [Gcrgonnc,  ^L  229  et  32i).  P. 


SIR  LES  tOlVTlONS  DE  OIELQIES  CERCLES; 


Pau  m.   John  GRIFFITUS, 
Jcsns  collège,  Oxford. 


Soit  ARC  un  triangle  dont  les  côtés  BC,  CA,  AB  sont 
rcprésertés  par  les  équations 

'y.=  o,      |i  =  o,      7  =  0. 

Désignons  par  A,  B,C,  ;  AjBjC. ',...  A„B„C„,  une  série 
de  triangles,  dont  les  sommets  A,,  B,.  C,  ;  Aj,  B,,  C,  ;.,. 
A„,  B„,  C„,  sont  les  milieux  des  côtés  BC,  CA,  AB  : 
B.C.,  C,A,,  A,B.-v..  B„_.C„_,.  C„_,  A„_„  A„_,B„_,', 
respectivement  :  trouver  l'écjuation  en  a,  (i,  y  dn  cercle 
des  neuf  points  passant  par  A„,  B„,  C„. 

Pour  obtenir  l'équation  cherchée,  il  faut  dabord  trou- 
ver les  équations  des  droites  1V:C„,  C„  A„,  A„B„. 

Si  ^/,  7^,  r  désignent  les  côtés  opposés  aux  sommets  A,  M,C; 
et /7,  <y-  '■  h'f^   pei  [)cndi(ulnires  abaissées  de  «es  ^onunels 
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sur  une  droite  quelconque,  l'équation  de  cette  droite  sera 

(l)  pay. -\-(jb^ -\-rc^i  r=  o. 

Or,  en  représentant  par  ;?„,  /7i,  />2v5  Pn  les  longueurs 
des  perpendiculaires  abaissées  du  sommet  A  sur  les  droi- 
tes BC,  BiCi,  BsC,,.--;  B„C„,  on  a 

I 

P^=    -Pa, 

P2=    -    {p,    +Pa), 


Pn   =   -  iPn-<   -hP„-7), 


d'où,  par  l'intégration  de  l'équation 

on  trouve 

et,  par  conséquent, 

Pa  —  Pn=^^l-^ J    Pa  ', 

donc,  d'après  (i),  l' équation  de  B„Cn  et  par  suite  celles  de 
C„A„,  A,.B„  seront 

I    [2"  +  (— l)"+'](i!î  +  r7)  — [2«+'-l- (—!)«]  «a  =rO, 

(2)        [o.'>+{—iY-^']{ry-hny.)-[2''+'-h{-iY]bp  —  o, 
{   [2"  4- (— !)"+'](«:'.  +/^S)  — [2"+'  +  (—  iy]cy=o. 
11  reste  à  trouver  l'équation  du  cercle  passant  par  les  points 
d'intersection  des  lignes 

/  A,a  -H  fXifH- v,7  =  O, 
J  >2a  -T-  [t-ïp  +vj7  =^-o, 
(  >3 «  -+-  a.  ?j  H-  vj 7  =  o. 
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Elle  est 


(>M,   Pl,V,) 


abc 

>3      f*-.      •■'l 


-f  l).,,fX„Vj), 


abc 

^3     P3     Vj 
>1     K'     ^' 


I   «     /»    c 

)■!      P-l      V, 
).,      p,     V2 


•(>S.P»'-'3) 


=  0, 


où  nous  posons,  pour  abréger, 

(X,  p,  v)  =  X'4-p'  H-/  —  apvcosA  —  2vXcosB  —  2XpcosC. 
Ainsi,  on  a  pour  l'écjualion  cherchée, 

a'  /;'  r' 

. 1 -| =  G, 

b^-hcy  —  /,„a'jt.        cy-{-r2'x  —  /„^P        au.-\-bp  —  />,.C'/ 

OÙ 

_   0"+'  H-  (  —  I  )" 
"  ~"   2"   -t-  (—  1)"+'" 

Quand  on  pose  n  =  00  ,  on  a  /„  =  2  5  d'où  l'on  voit 
que  ces  cercles  de  neuf  points  ont  pour  limite  le  point 
de  concours  des  droites 

(  /;  P  +  f  7  —  2  rt  a  =r  o  , 
<  cy-\-ax  —  lbp=zo, 
'  ax-\-  b<^  —  -icy  =  o. 

Le  point  dont  il  s'agit  roïcindo  évidcinincnl   (*)  avec  le 
centre  de  gravité  do  l'aire  ABC. 
En  faisant 

L  =  aoL-hbp  +  ry,      p„=:(n-X„), 


(")  Cela  devient  encore  bien  plus  CTidcnt  quand  on  fait  usage  de  quel- 
ques considérations  gcométriqucs  très-simples  tirées  de  la  similitude  des 
triangles  considérés.  P. 

Ann.  de  Miiihi'mat.,'iy  série,  I     11.  (  Déccnilirc  iSfi!?!.  35 
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nous  aurons  pour  les  équations  des  cercles  passant  par 
A,.,  B,,  C,  -,  A^,  B^,  C^  respectivement, 

S,  =  «'(L  — p,ép)(L— p.C7)  +  Z'=(L  — p,c7)(L— &,na) 

-i-c'(L  —  ^r»y-)  'L  —  Orbp)  =o, 

S,  =r  rt'(L  —  Ç'sàp)  (L  —  o,ry)  -f-è^(L  —  Pj^v)  (L  —  Ostix) 

+  c2(L  — p.fla)  (L  —  p,  &j5)  =  0  , 
J  où 

p;S„—  &;'  S,  =  L=(p;  — p,'  )(«'-)-/>=  4-  r^)  —  Lp,p,(c,  — p,) 
X  {a^{b^-T-c-i'.-^h-[c'j  4-  (7a)  +  f=  (^/a  +  ép  )], 

cl  par  conséquent 

p^S,  — p,:S,r=L(p,  — p,) 

X[(«--t-^=+c-)(p,H-p,  — p,.p,)L-+-p,p,  >'a4-è-'p  +  f'7)]; 
donc  l'axe  radical  des  cercles  S, ,  S,  a  pour  équation 

(  -  H--  —  I  )  (fl^  +  i--hc2)L-hrt3aH-i'ri  -f-r'v  =  G. 

11  suit  de  là  que  l'axe  radical  de  deux  quelconc[ucs  d(>s 
cercles  considérés  est  donné  en  direction  par  l'équation 

Si  l'on  fait  S  :=:  u,  on  aura  h,  =  oc  ,  et,  par  conséquent, 

I 

Oj  =  00  ,    ou  -  =  o. 

Doue  Taxe  radical  de  S,.,  So  a  pour  équation 

(-  —1]  («--+- ^'  +  c2)L-t-a'a  +  i3p  +  c3Y=zo; 

le  cercle  représenté  par  S^  est  évidemment  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  ABC. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  droite 

rt=a  -h  ^'p  4-c'7  =  o 
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est  jvarallclc  ;i 

y.  cos  A  -h  1^  i"f>s  B  +  7  ^"«'S  C  =  «t. 

Or,  celte  tleinièiecqualiou  représnitc  Taxe  radical  com- 
mun des  cercles  So,  S,  2,  où  S  désigne  le  cercle  par  rap- 
port auquel  chaque  souinael  A,  15,  C  est  le  pùle  du  côte 
opposé.  On  trouve  donc  (jue  tous  les  axes  radicaux  du 
système  2,  So,  S„  S^,...,  S„  sont  parallèles. 

On  peut  démontrer  d'une  manière  analogue  (jue  l  rcpia- 
tion  du  cercle  inscrit  au  triangle  A„  R„C„  sera 


V' 


2  " 


-+.  i/cot  -  (  «  a  +  ft  p  —  ^ncy  ■  -  "■ 


SOLUTIONS  GÉOMÉTRIQIES  DE  QIEIQIES  QUESTIONS 
DES  NOIVELLES  ANNVLES, 

Par  m.  m.  LAQUIKRE, 

I.icutcnanl  d'aitillorio. 

•    Question  f)58.   (Hato.) 
Tm  de.cloppanle  rlc  cercla  es,  la  trafcctoue  du  (u.le 
rrnncs/wolclogarnhmirfnr  roulnu,  sur  un  cercle. 


Soit  A  le  point  .!,•  con.nd  «le    la  spirale  dont    le  polc 
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est  en  P  sur  le  cercle  qui  a  pour  centre  O.  L'angle  du 
rayon  vecteur  de  la  spirale  PA  avec  sa  normale  OA  étant 
constant  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  il  en  résulte 
que  la  droite  PA  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon  du 
point  où  elle  coupe  le  cercle  O,  Elle  enveloppe  donc  un 
cercle.  c.   q.   f.  d. 

Si  R  est  le  rayon  du  cercle  enveloppe  de  la  spirale 

et  a  la  base  de  celle-ci  \p  =.  a],  la  trajectoire  du  pôle 
aura  pour  développée  un  cercle  de  centre  O  et  dont  le 
rayon  ;■  est  égal  à 

R 


y/i  -+-  (log  nepa)2 

Question  659.  (Hatow.) 

La  caustique  par  réflexion  de  la  développante  de 
cercle,  le  point  lumineux  étant  au  centre,  est  une  déi^e- 
loppée  de  spirale  d' Jtrchimède. 

Soient  OA  le  rayon  incident,  AP  la  normale  en  A  à 


la  développante  5  N  le  point  symétrique  du  centre  par 
rapport  à  AP  :  la  droite  NA  est  le  rayon  réfléchi. 
Par  le  centre  je  mène  OM  parallèle  à  AP;  on  aura 

0M=2AP=2Rw. 

Le  point  M  décrit  une  spirale  d'Archimède  dont  le 
rayon  initial  est  perpendiculaire  à  celui  de  la  dévelop- 
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pantc.  De  plus  MN  fist  normale  à  la  couibc  en  M-,  car 
elle  joint  le  point  clé(  rivant  M  à  un  point  pris  sur  la  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur  à  une  distance  du  pôle 
égale  à  la  longueur  constante  2Rde  la  sous-normale.  Ce 
qui  tlénionlrc  le  iliéorème  énoncé. 

Question  6G0.   (Hatok.) 

La  courbe  réciproque  de  la  développante  de  cercle 
pour  les  rayons  vecteurs  émanés  du  centre  est  une  spi- 
rale iractrice. 

En  effet,  dans  deux  courbes  réciproques  la  tangente  en 
un  point  de  l'une  d'elles  et  la  normale  au  point  correspon- 
dant de  l'autre  font  dos  angles  complémentaires  avec  le 
rayon  vecteur.  Si  IN  o  est  la  distance  du  pôle  à  la  normale 
à  Tune  des  courbes,  T' la  longueurdela  tangente  à  l'autre, 
on  aura  dans  deux  triangles  rectangles  semblables 


et,  de  même, 


S^,  S/7  représentant  la  sous-langcntc  et  la  sous-normale; 

d'où 

P'  =  pp'^No.T'  =  S/î.S/. 

Ainsi  la  courbe  dont  les  rayons  vecteurs  sont  réci- 
proquesde  ceux  de  la  développantcdecerde  (No  =  const.) 
est  la  spirale  tractrice  (T'=  const.). 

La  courbe  réciproque  de  la  spirale  d'Arcliimède 
(S/z  =  const.)  est  la  spirale  liypcrboli(jue  [St  =  const). 

Question  OGI.    (Haton.) 
Le  lieu  du  pôle  d'une  spirnlr  fiyperholifjuc  loulnnt 


p 

T' 

^~  * 

No 

P' 

S/^ 

.   p' 

P 

Sr 

i  '^^"^  ) 

sur  clle-niénie  en  parlant  de  la  coïruidencc  des  pôles  est 
une  spirale  tractrice. 

Il  est  évident  que  celle  courbe  n  est  autre  que  la  po~ 
(laire  du  pôle  de  la  spirale  amplifiée  au  double.  Il  suffit 
donc  d'étudier  la  podaire  de  la  spirale  hyperbolique. 

Soient  AT  la  tangente  à  une  courbe,  Ole  pôle,  P  sa  pro- 


jection sur  la  taugente;  C  étant  pris  au  milieu  de  OA,  PC 
sera  la  normale  à  la  podaire.  Soient  OT  la  sous-tangente 
à  la  première  courbe,  Oi  à  sa  podaire.  Les  angles  en  P  et 
en  O  étant  droits  et  les  angles  TOP,  /PO  égaux,  la 
figure  OPT  t  est  un  rectangle  5  par  suite  OT  =  P  ^  ;  ainsi 
la  tangente  à  la  podaire  d'une  courbe  est  égale  à  la  sous- 
tangente  de  celle-ci. 

La  spirale  hyperbolique  définie  par  une  sous-tangente 
constante  a  donc  pour  podaire  une  spirale  tractrice  dont 
la  tangente  est  constante. 


QUESTIONS. 


G82.   Soient  les  trois  variables  x,  )  ,   z  exprimées  par 
les  nouvelles  variables  u,  v.  iv,  de  la  manière  suivante  : 


i  1 

-\-  h'  (•>'  —1—  t:-ii'-'\  u 

u'  -t-  ('^  H-  «'- 

_[ 

—  /i-rt'-h  (f  =  — A' 

)(v^y 

a-  -h  c'  -\-  «'- 

_.M 

—  r-  ti-  —  [c-  —  h-\ 

(-2]  «• 

a-  -f-  (•-  -t-  w 


(  ^5i   ) 
//.  cl  c  sont  des  fjuanlités  constantes^  il  faut  démontrer 

(JU(i 

ou 

(Stiîi.lîoi;  .i 
()83.   Soient 

/cosO  H-  /w  sin  0  costp  -i-  n  sin  0  sin  ^^ 
-f-  /vcos-'O  4-  7sin-0cr)S-cp  -i-  /sin  0  sin' s»  =:  U, 

/-  nt-  //' 

p  H ,  -i ,  -4-  y  —  N'. 

••/^  H-  y         -.'.Y  -f-  4»         •-'./  4-  Il 

Il  faut  démontrer  que  réfjuation  résultant  de  rélimina- 

,     -        ,  ...  r/U  r/U 

tion  de  U  et  de  o  entre  L  =  o.  — — -  =  o,  -—  =  o,  sera  ideii- 

(,'  ')  (iff 

tique  avec  celle  (jui  provient  de  1  éliminalicjn  de  ^  entre 
N  =  o,  — —  =  u.  (Cayley.  ) 


C0.^1i'0SITIÛ\  rOlR  L  AiniiSSIO!^  A  L  ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 
I  A\:\ÉE  i86.>  (*)]. 


On  donne  sur  un  [»lan  une  (onrl»e  du  ■j.'^  degré  (t), 
cl  une  circonféienee  déci-ile  de  1  un  i\c.  ses  foYcrs  (F) 
comme  centre;  en  chaque  point  .M  de  la  conique  c,  on 
trace  la  nttrmali;  à  celle  conrhe;  on  mène  des  tangentes 
au  cercle  (L  )  par  les  deux  points  où  celle  normale  le  ren- 
contre; CCS  deux  tangentes  se    coupent  en    un   point   1  . 


(")  CcUc  composition  a  été  doniico  à  (]iiclques  élèves  qui  ti"i>iil  |i:i-  jm 
romposcr  en  momc  leni(is  <|tic  la  ninjoritc  tics  cnn(liilnt<i. 
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On  demande  le  lieu  que  décrit  le  point  T,  lorsque  le 
point  M  parcourt  la  courbe  c. 

Examiner  les  différentes  formes  de  ce  lieu  selon  le 
genre  de  la  conique  [g)  et  la  grandeur  du  rayon  de  la 
circonférence  donnée. 
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F.  WcœpcKE.  —  Mémoire  sur  la  propagation  des  chiffres 
indiens.  (Journal  Asiatique,  i863.) 

C'est  au  milieu  du  xii®  siècle  que  commença  à  se  ré- 
pandre parmi  les  nations  clirétiennes  la  connaissance  de 
Taritlimélique  indienne,  sous  le  nom  à' algorisme ^  mot 
qui  n'est,  comme  on  sait,  que  la  transcription  du  nom  du 
célèbre  Alkliàrizmi,  auteur  du  plus  ancien  Traité  de  cal- 
cul indien  connu  cbez  les  Arabes.  Les  méthodes  simples 
et  expéditives  de  ce  calcul  avaient  été  portées  de  1  Inde 
dans  l'Orient  musulman  vers  le  milieu  du  ix*  siècle,  et, 
peu  d  années  après,  cbez  les  Arabes  d'Afrique  et  d'Espa- 
gne. C'est  dans  ce  dernier  pays,  à  Tolède  surtout,  ville 
soumise  aux  chrétiens  depuis  Alphonse  M  de  Castille 
(io85),  que  les  Baih,  les  Reading,  les  Shellev,  les  Morley, 
les  Gérard  de  Crémone  allèrent,  au  xii®  siècle,  étudier 
les  sciences  mathématiques  si  négligées  à  cette  époque 
partout  ailleurs  que  chez  les  Arabes.  Dès  le  siècle  suivant, 
le  calcul  indien,  au  moyen  de  neuf  caractères  et  du  zéro, 
fut  en  plein  usage  en  Europe,  où  ces  caractères  reçurent 
naturellement  le  nom  de  chiffres  arabes. 

Telle  est  certainement  la  voie  par  laquelle  nous  sont 
parvenus  les  procédés  arithmétiques  des  Indiens.  Mais  un 
fait  qui   n'est  pas  moins  sûr,  c'est  qu'antérieurement  à 
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toute  communication  scientifique  avec  TOiiont  musul- 
man, rEuropc  possédait  un  système  de  calcul  par  l'em- 
ploi de  neuf  chiffics  avec  valeur  de  position.  Ces  chiffres, 
dans  les  formes  que  nous  offrent  les  plus  anciens  m.uiu- 
scrits  du  moyen  âge,  présentent  la  plus  frappante  analogie 
avec  nos  cliiffres  actuels  et  avec  les  chiffres  dits  gohdr, 
dont  se  servaient  les  Arabes  d'Espagne  et  d'Afrique.  Neuf 
caractères  tout  à  fait  semblables  se  rencontrent  dans  un 
passage  de  la  Gconictrie  de  Boccc,  qui  dit  que  les  j>ylha- 
goriciens  (ou  plutôt  les  néopythagoriciens)  en  faisaient 
usage,  dans  les  multiplications  et  les  divisions,  au  moyen 
d'un  tableau  à  colonnes  nommé  ahacus. 

En  présence  de  ces  faits,  M.  Wa'pcke  s'est  demandé  si 
nous  devions  nos  chiffres  aux  Arabes,  ou  si  au  conlraiic 
ce  n'étaient  point  les  Arabes  qui  les  avaient  empruntés  à 
l'Europe  chiétienne.  Il  faut  ici  faire  une  distinction  im- 
portante entre  les  Arabes  d'Orient  et  ceux  d'Occident. 
Ceux-là  emploient  une  série  de  chiffres  qui  ])résentent, 
avec  les  chiffres  gobàr  de  leurs  congénèies  o:.cldeniaux, 
une  différence  très-marquée  sur  lacjuelie  nous  jcvicn- 
drons.  Nous  ne  parlons  en  ce  moment  que  des  ciiiffres 
gobàr.  Si  le  fait»  énoncé  par  l'auteur  de  la  Géonwtrie  de 
Bocce  est  exact,  si  la  forme  donnée  pour  les  chiffres  a  été 
à  peu  près  fidèlement  transmise,  on  ne  saurait  douter 
que  ces  chiffres  ne  soient  les  types  primitifs  tics  chiffres 
gobàrs  et  des  nôtres. 

Dans  la  Gconictrie  de  Boècn^  les  wcwï  apiccs  ou  chif- 
fres sont  accompai,Miés  de  noms  dans  lesquels  M.  \  inccnt 
a  vu,  le  premier,  un  mélange  de  racines  sémiiicjues  dé- 
signant des  valeurs  numériques,  et  de  racines  grecques 
jappclant  les  idées  nnsliques  des  né^opythagoriciens  sur 
les  nombres;  fait  im[)orlant  qui  révèle,  dit  .M.  AN  lepcke, 
l'époque  de  syncrétisme  à  laquelle  ces  noms  diiicnt  leur 
origine.   Pénéliv  de   l'idt'f   que   les  chiffres  avaient   une 
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origine  iudienue,  el  s'appuyaiit  sur  la  découverte  Je 
James  Prinsep,  d'après  laquelle  les  chiffres  indiens  ont 
été  formés  originairement  des  iniiiales  des  numéralifs 
sanscrits  correspondants,  IM.  Wœpcke  a  comparé  les 
apices,  en  même  temps  que  les  chiffres  gobàr,  avec  une 
liste  d'anciens  alphabets  sanscrits.  Cette  comparaison  lui 
a  fait  apercevoir  une  «  extraordinaire  ressemblance  » 
entre  les  signes  en  question  et  les  initiales  des  numéra- 
tifs  correspondants,  prises  dans  un  de  ces  alphabets  qui 
appartient  au  it*-'  siècle  de  notre  ère.  Le  4  seul  présente 
avec  l'initiale  correspoiidanle  une  dissemblance  absolue; 
mais  il  faut  observer  que,  de  tous  les  chiffres  des  manu- 
scrits latins  du  moyen  âge,  le  4  est  celui  qui  offre  le  plus 
de  variantes. 

Une  telle  ressemblance  de  huit  signes  sur  neuf  ne  sau- 
rait être  fortuite;  et  si  les  faits  ne  viennent  point  contre- 
dire l'hypothèse  d'une  origine  indienne,  cette  hypothèse 
ne  laissera  pas  de  présenter  une  tiès-grande  probabilité. 

Or,  dès  les  premiers  siècles  de  noire  ère,  l'usage  des 
neuf  chiffres  et  du  zéro  avec  valeur  de  position  était  déjà 
habituel  dans  l'Inde  (M.  A\  œpcke  n'hésite  pas  à  en  attri- 
buer rinvenlion  aux  brahmanes,  et  les  arguments  qu'il 
jburnil  à  l'appui  de  son  opinion  paraissent  concluants). 
A  la  même  époque,  il  existait  des  relations  continues 
entre  Alexandrie  et  Odjéïn,  l'un  des  centres  de  la  civili- 
sation indienne.  Le  savant  Mémoire  de  M.  Reinaud  sur 
les  relations  de  l'empire  romain  avec  V Asie  orientale. 
Mémoire  qui  paraissait  dans  le  Journal  Asiatique  en 
môme  temps  que  celui  de  M.  Woepche,  ne  laisse  aucun 
doute  sur  l'activité  et  l'état  florissant  du  commerce  qui 
régna  entre  l'Inde  et  l'Egypte,  depuis  le  dernier  des  Pto- 
lémées  jusqu'au  démembrement  de  l'empire  romain.  Les 
deux  pays,  en  échangeant  les  productions  du  sol  et  de 
linduslrie,  ne  pouvaient  manquer  d'échanger  aussi  celles 
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(le  l'esprit.  ('  Il  [cnail  (Jonc  lout  naliiicl  (juc  les  (irecs, 
»  obsci'vaiL'ius  originaux  eu  asiroiioniie  cl  excellents 
>  gt'omèlrcs,  aient  communique-  aux  Indiens  leurs  lliéo- 
»  ries  aslronoini(jues,  ainsi  que  le  calcul  sexagL-simal  dont 
»  ils  faisaient  usage  en  astronomie,  tandis  que  les  In- 
»  diens,  spécialement  doués  pour  la  spcjeulaliou  iii(!'ia- 
»  physique  et  pour  l'i'lude  des  propti(!'lés  des  nombres, 
»  donnèrent  une  partie  de  leurs  doctrines  [)hilosophi(]ues 
»   et  leurs  chiffres  aux  néopythagorieiens  d'Alexandrie.  » 

En  recevant  les  chiffres  indiens,  les  néojiythagoriciens 
n'en  apprirent  sans  doute  pas  bien  nettement  l'usage.  Ils 
ne  virent  dans  celle  invention  qu'un  moyen  de  transfor- 
mer l'abacus  manuel  des  Grecs  et  des  Romains  en  abacus 
écrit.  Leur  calcul,  fondé  cependant  sur  la  valeur  de 
position  décimale,  s'effectua  au  moyen  du  tableau  à  co- 
lonnes, et  laissa  le  zéro  sans  emploi.  C'est  sous  cette 
forme  qu'ils  répandirent  rarilliniéiique  pratique  chez  les 
nations  latines,  et  c'est  ainsi  qu'on  la  trouve  présentée 
dans  le  livre  attiibué  à  Roè-cc  et  dans  les  traités  latins 
aniérieurs  au  xa''  siècle. 

L'usage  de  l'abacus  et  des  neuf  chiffres  se  répandit  jdn> 
facilement  chez  les  Latins  que  chez  les  Cirecs,  parce  (pie 
la  numération  de  ceux-ci  était  moins  imparfaite.  Cet 
usage  avait  sans  doute  pénétré  depuis  longtemps  en  Es- 
pagne, quand  les  Arabes  v  arrivèrent  en  coiupiérants. 
Les  Arabes,  sortant  du  désert,  possédaient  à  peine  l'écri- 
ture; ils  n'avaiiMit  aucune  idée  des  chiifres.  Loi-S(prils 
eurent  soumis  de  vastes  contrées,  la  nécessité  d'adminis- 
trer les  iinances  leur  fii  adopter  dans  chafpie  pays  les 
signes  de  numération  qu  ils  y  trouvèrent  enq)lovés.  (Vesi 
ainsi  qu'en  Syi  ie  ils  conservaient  encore  au  viii'"  siècle  la 
notation  numéricpu*  grcccpie,  et  qu'en  E^vptc  ils  se  sei- 
vaient  des  chiffres  coptes,  prescpie  idenliipies  dailleuis 
aux  lellrc>  numérales  grecques.  Usdnicnldc  nième  adop- 
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1er  en  Espagne  l'abacus,  les  cliiffres  et  les  procédés  pro- 
pagés par  les  néopytbagoriciens.  Longtemps  après,  quand 
leur  parvinrent  les  vraies  méthodes  du  calcul  indien,  qui 
remplaçaient  le  tableau  à  colonnes  par  l'emploi  du  zéro  et 
simplifiaient  infiniment  les  opérations,  les  Arabes  d'Es- 
pagne s'empressèrent  de  les  accueillir,  mais  sans  renon- 
cera la  forme  des  chiffres  auxquels  ils  étaient  accoutumés. 
Les  nouveaux  procédés  ayant  reçu  le  nom.  de  calcul  du 
gohâi\  c'est-à-dire  calcul  de  la  poussière,  «  soit  à  cause 
de  l'habitude  de  calculer  sur  le  sable,  soit  par  allusion  au 
nombre  des  grains  de  poussière  qui  parait  avoir  joué  dans 
llnde  un  rôle  important,  »  les  chiffres  eux-mêmes,  bien 
qu'ils  fussent  employés  antérieurement,  finirent  par  s'ap- 
peler aussi  chiffres  gobâr,  et  les  Arabes  en  ayant  oublié 
l'origine  se  persuadèrent  c[u'ils  les  avaient  reçus  de  l'Lide 
avec  la  nouvelle  arithmétique.  Par  des  motifs  semblables, 
les  chrétiens  les  appelèrent  chiffres  arahes,  quoique  au 
fond  ce  ne  fussent  que  les  apices  de  Boèce  rendus  plus 
cursifs  par  un  fréquent  usage. 

Ainsi,  en  résumé,  nos  chiffres  actuels,  dits  arabes, 
furent  originairement  les  initiales  des  noms  de  nombre 
sanscrits  correspondants.  De  l'hide  ils  furent  portés  à 
Alexandrie,  et  passèrent  de  là  aux  peuples  latins,  aux 
habitants  de  l'Espagne  et  à  leurs  conquérants  arabes,  chez 
qui  nos  arithméticiens  du  xii*^  siècle  allèrent  les  re- 
prendre. 

Nous  avons  dit  que  les  chiffres  gobâr  diffèrent  sensi- 
blement des  chiffres  communément  employés  par  les 
Arabes  d'Orient.  Ceux-ci  furent  introduits  chez  les  mu- 
sulmans en  même  temps  que  les  méthodes  du  calcul 
indien.  Ils  venaient  directement  de  l'Inde.  La  différence 
entre  ces  caractères  et  les  caractères  gobàr  ne  porte  essen- 
tiellement que  sur  le  5,  le  6,  le  y  et  le  8.  Dans  le  Traité 
d'Alkhârizmi   ces   quatre   chiffres  présentent  aussi  une 
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(ortaiiie  variété  du  fortncs,  cl  le  sa\anl  Alljiroùiii  observe 
(|ue  dans  Tlndc,  au  coramcncemenl  du  xi*"  siècle,  ilspré- 
senlaienl  également  des  figures  variables.  II  est  remar- 
quable, je  ne  sais  si  M.  Wœpeke  s'en  est  aperçu,  qu'en 
supprimant  le  cinquième  cbifVre  dans  la  série  orientale 
et  en  le  porlant  avant  le  9,  la  nouvelle  séiie  sera  presque 
identique  à  la  série  gobàr. 

Dans  le  Traité  d'Alkhàrizmi,  le  signe  du  zéro  est  un 
petit  cercle  que  les  Arabes  ont  postérieurement  remplacé 
par  un  point.  M.  Woepckc  s'arrête  un  instant  à  discuter 
Tétymologie  de  ce  mot  zéro.  Il  se  range  à  ropiniun  de 
INI.  Libri  qui  en  trouve  l'origine  dans  zpfiro,  forme  ita- 
lienne de  l'expression  zepliiruin  par  la(|uelle  Léonard  de 
Pise  transcrit  cifron^  nom  arabe  du  zéro.  Cijron  n'est 
que  la  traduction  du  mot  sanscrit  coûnya,  vide,  dont 
l'initiale  fut  le  premier  type  du  zéro  indien.  Ce  même 
terme  cifron  est  incontestablement  l'origine  du  mot 
chiffre.  M.  Wœpeke  observe  qu'en  anglais  cipher  et  en 
portugais  cijia  ont  encore  le  sens  de  zéro.  Le  mot  fran- 
çais chiffre  n'a  pas  conservé  cette  signification  ([u'il  a  eue 
autrefois. 

Dans  celle  rapide  analyse  d  un  Mémoire  qui  comprend 
deux  cents  pages  pleines  de  faits,  nous  avons  été  forcé 
de  négliger  bien  des  détails  intéressants.  M.  Wœp(  ke 
est  un  de  ces  savants  consciencieux  (jui,  loin  de  prendre 
un  ton  affirniatif,  ne  liasardent  une  livpotliêse  qn  en  l'ap- 
puvanl  (11111  bon  nombre  d'arguments  solides.  iSous  avons 
dû  laisser  de  côté  la  plupart  de  ces  arguments  et  nous 
contenter  d'énoncer  les  eoni  lusions.  Toutes  les  personnes 
qui  s'intéressent  aux  études  historiques  concernant  les 
sciences  liront  ce  Mémoire  avec  un  vif  intérêt,  dussent- 
elles  (tous  nos  savants  ne  sont  pas,  comme  M.  AVœpcke, 
familiarisés  avec  les  langues  de  l'Asie)  franchir  le*:  passa- 


(  558  ) 
gcs  sanscrits,  persans  ou  .uaLcs.  qui  s\  tiouvent  en  grand 
nombre.  L.-M.  De  vie. 

Note.  —  Pour  mieux  faire  saisir  la  ressemblance  si- 
gnalée par  M.  Wœpcke  entre  nos  chiffres  et  les  chiffres 
gobàr,  nous  donnerons  le  tableau  suivant  dont  les  élé- 
ments sont  empruntés  à  l'ouvrage  intitulé  :  Exposé  des 
signes  de  numération  usités  chez  les  peuples  orientaux 
anciens  et  modernes,  par  M.  A. -P.  Pihan. 

Chiffres  européens..    1234oG7         89  0 

»         indo-arabes f        [''      P"      t^       «^       ^        V         A       ^        ♦    ou     O 

»         gobàr  asiatiques...  .  J       '^      ^     3^     ^      t)       ^       S     _5     (pas  de  zéro} 

»         gobàr  occidentaux..  (£^^^^5^1         X^  ° 

.4pices  de  Boèce \     Tj     Vis     ^     "^l.    ^S^      t^  S     <y         O 

L'ouvrage  de  M.  Pihan,  chef-d'œuvre  de  typographie, 
est  le  plus  vaste  recueil  de  documents  graphiques  et  lin- 
guistiques qui  aient  jamais  été  rassemblés  sur  Thisloire 
de  la  numération.  P. 


BILLETIX. 


Van  den  Meksbrugghe,  docteur  es  sciences,  répétiteur 
de  physique  à  l'École  du  Génie  civil  de  Gand.  — Note 
sur  la  théorie  mathématique  des  courbes  d'intersec- 
tion de  deux  lignes  tournant  dans  le  même  plan 
autour  de  deux  points  fixes.  ISolc  présentée  à  l'Acadé- 
mie Koyale  de  Belgique.  In-8  de  22  pages;  i863.  (Ex- 
trait des  Mémoires  des  Sas^ants  étrangers.) 

Problème  proposé  par  M.   Plateau,  résolu  par  Le  François 
dans  la  Correspondance  mathématique  de  Quetelet,  en  supposant 


1 


» 
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commensurablfs  les  vitesses  tie  deux  couibes.  M.  Van  denMens- 
briigghe  résout  le  même  prohlèiiic  dans  tdule  sa  généralité. 
L'auteur  a  reproduit  tous  ses  résultats  au  moyen  d'un  appareil 
ingénieux  de  M.  Plateau,  et  toujours  la  théorie  s'est  trouvée 
pleinement  vérifiée. 

Bellavitis,  professeur  à  l'Université  de  Padoue.  — Re- 
visla...  Revue  flesjoitniaux  scientifiques.  (Extrait  des 
^4ctes  (le  Vlnslitut  vénitien  des  Sciences,  des  Lettres 
et  des  Arts.) 

Dans  cette  Revue,  dont  la  sixième  partie  vient  de  paraître, 
RI.  Bellavilis  donne  les  titres  des  principaux  articles  des  jour- 
naux scientirKjues,  en  y  joignant  des  remartpies  historicpies  ou 
bibliographiques,  quehjuefois  de  nouvelles  solutions  ou  des 
développements  toujours  instructifs.  Les  Nnuvrllrs  ^finales  y 
occupent  une  grande  place. 

The  Lady'.;,  Farnicrs  and  AlatlieiiKitit  al  yllniandch  for 
theyear  i8():2  5  id.  iS63.  In-12.  Dublin. 

Cette  publication  annuelle  renferme  un  ntunbre  considérable 
de  charades,  de  rébus  et  de  ((ueslions  malhemaliipies,  dont  (picl- 
ques-unes  sont  proposées  en  vers.  Nous  y  avons  pris  l'énoncé 
de  notre  cpieslion  (io'.i  dont  l'auteur,  ^L  IVIatthew  Collins,  a 
bien  voulu  nous  faire  connaître  l'élégante  solution. 

Le  petit  alnianach  de  Dublin  nous  révèle  un  genre  littérain' 
inconnu  en  France,  la  charade  rlcgiaque.  Où  l'élégie  va-t-elle 
se  nicher!  Il  est  vrai  qu'il  s'agit  de  déplorer  le  trépas  d'un  col- 
laborateur (pii  excellait  à  composer  et  à  deviner  des  charades. 
Mac-Dcrmott  is  no  ninrc!  .4 las! 

M.VTTiiEW  CoLLTNs.  —  A  Tract  on.  .  Traité  sur  les  cas 
de  possihi/ité  ou  d'ini/wssihi/ité  des  doubles  égalités, 
dans  l'anal)  se  de  Diophante.  Tii-8  de  Gn  pa^cs.  Du- 
blin, i858. 
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Belthami.  —  SuUa...  Sur  la  théorie  des  développoïdes 
et  des  développantes .  In-4  de  22  pages.  (Extrait  des 
Annalidi  Matemalica^  t.  IV.) 

La  dévelnppoïde  d'une  courbe  est  une  seconde  courbe  dont 
chaque  tangente  est  coupée  par  la  première  sous  un  angle  w, 
fonction  quelconque  des  coordonnées  du  point  d'intersection. 
Cette  dénomination  paraît  due  à  M.  Brioschi,  au  moins  dans 
ce  sens.  Le  mot  développante  a  été  imaginé  par  Fontenelle, 
Histoire  de  l'Académie  des  Sciences ,  17 12,  p.  63. 

Casorati  (Felice).  —  Ricerca  fondamental...  Recherche 
fondamentale  pour  V étude  d'une  certaine  classe  de 
propriétés  des  surfaces  courbes,  In-4  de   28  pages. 
(Extrait  des  Annali.) 

Une  surface  étant  considérée  comme  flexible,  mais  inexten- 
sible, l'auteur  se  propose  d'étudier  les  propriétés  de  la  surface 
qui  subsistent  lorsqu'on  lui  fait  subir  une  déformation. 

Cremona.  —  Introduzione...  Introduction  à  une  théorie 
géométrique  des  courbes  planes .  (Principes  généraux 
et  application  aux  courbes  du  troisième  ordre.)  In-4 
de  V111-128  pages;  1862.  (Extrait  des  Mémoires  de 
r  Institut  de  BologJie.) 

On  rendra  compte  de  cet  ouvrage. 

Cremona.  —  Sulle...  Sur  les  transformations  géomé- 
triques des  figures  planes.  In-4  de  12  pages.  Bo- 
logne, 1862.  (Extrait  des  Mémoires  de  l'Institut  de 
Bologne.) 

L'auteur  étudie  la  transformation  des  courbes  dans  lesquelles  à 
un  point  de  la  proposée  correspond  un  seul  point  de  la  transfoi- 
mée,  et  à  une  droite  de  la  proposée  une  courbe  du  m""'"  degré 
dans  la  transformée.  Généralisation  delà  transformation  conique. 
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M.  de  Jonquièros  a  Jraité  les  mêmes  questions  dans  un  Mé- 
moire présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  et  dont  nous  donne- 
rons prochainement  un  extrait (vo/V les  Comptes  rendus,  t.XLIX. 
p.  542,  1859). 

AouST  (l'abbé).  —  Note  sur  la  surface  des  courbures. 
In-4  de  4  P^aCS  5  juillet  i863.  (Extrait  des  Comptes 
rendus.) 

Btvioschi,  de  1  Institut  Lombard,  député  au  Parlement 
national.  —  Sur  la  résol^'ante  de  Malfatti  pour  les 
équations  du  cinquième  degré.  I11-4  de  16  pages. 
(Extrait  des  Mémoires  de  V Institut  Lombard.) 

Le  but  de  ce  travail  est  de  revendiquer  pour  Malfatti  les  ré- 
sultats trouvés  par  quelques  géomètres  anglais.  Dans  la  note  i, 
l'auteur  donne,  en  l'abrégeant,  le  calcul  de  Malfatti.  Dans  la 
note  2,  il  réduit  la  résolvante  à  la  forme  des  équations  du 
sixième  degré  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  les  équa- 
tions qu'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptirpies 
quand  on  résout  le  problème  de  la  transformation  du  cinquième 
ordre.  Enfin  (note  3),  il  montre  que  la  transformée  de  la  ré- 
solvante conduit  à  la  résolution  d'une  équation  du  cinquième 
degré. 

Hir.sT  (T. -A.).  — Sur  les  volutnes  des  surfaces podaires . 
In-4  de  20  pages.  (Extrait  du  Journal  de  Crelle, 
LX'  volume.) 

La  podaire  d'une  courbe  fermée  est  une  courbe  fermée.  Si 
l'origine  de  la  podaire  (lieu  d'où  on  abaisse  les  perpendiculaires 
sur  les  tangentes  à  la  courbe  donnée)  se  déplace  de  manière  que 
l'aire  de  la  podaire  reste  constante,  le  lieu  de  ces  rayons  sera 
une  circonférence  de  cercle.  Les  diverses  circonférences  qui 
correspondent  à  différentes  aires  sont  concentriques,  le  centre 
commun  étant  l'origine  de  la  podaire  d'aire  n)ininuui).  M.  Hirst 
cherche  ;\  généraliser  ce  théorème  de  Sleiner.  Il  trouve  que, 
Ann.  de  Machcmat . ,   •}'  scrio,  l    11    \  Dcccnitirp  iSfi!^.)  •'*^ 
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quelle  que  soit  la  nature  d'une  surface  donnée,  les  origines  des 
podaires  de  volume  constant  (*)  sont  situées  sur  une  surface  du 
troisième  ordre;  et  en  second  lieu  que,  quand  la  surface  primi- 
tive est  fermée,  la  surface,  lieu  des  origines  des  podaires  de 
volume  constant,  est  du  second  ordre  et  que  l'ensemble  de  ces 
lieux  forme  un  système  de  surfaces  semblables,  semblablement 
placées  et  concentriques,  dont  le  centre  commun  est  l'origine  de 
la  podaire  de  volume  minimum. 

Beltrami.  —  Sur  la  conique  des  neuf  points  et  sur  quel- 
ques questions  qui  en  dépendent.  38  pages  iii-4.  Bo- 
logne, i863.  (Extrait  des  Mémoires  de  V Institut  de 
Bologne.) 

Le  théorème  sur  le  contact  du  cercle  des  neuf  points,  attribué 
quelquefois  à  Terqueni,  d'autres  fois  à  Steiner,  est  revendiqué 
par  Steiner  hii-méme  pour  son  compatriote  Feuerbach  dans  un 
opuscule  intitulé  :  Die  geometrixcfien  Mittelst  der  geraden  Linie 
und  eines  festen  Kreisen;  Berlin,  i833.  Steiner  l'avait  énoncé 
dans  les  Annales  de  Gergonne,  en  1828,  sans  en  connaître  l'au- 
teur. M.  Beltrami  se  propose  de  démontrer  ce  théorème  en  le  gé- 
néralisant au  moyen  d'une  certaine  transformation  géométrique. 

Feuerbach  (Charles-Guillaume),  professeur  de  mathéma- 
tiques au  gymnase  d'Erlangen,  est  né  le  3o  mai  1800  à  léna  et 
mort  le  12  mars  1 834-  On  a  de  lui  :  Prnptiétés  de  quelques 
points  remarquables  du  triangle  rectiligne  et  de  plusieurs  lignes 
et  figures  qu'ils  déterminent  (en  allemand)  (**);  Nuremberg, 
\^li.  Plan  de  lecherches  analytiques  sur  la  pyramide  triangu- 
laire; ib.,  1827  (en  allemand)  (  Poggendorf,  Handtvàrterbuch). 


(*)  Ce  volume  est  celui  d'un  c6ne  dont  le  sommet  est  l'ori^jine  et  dont 
la  base  est  la  pai'tiedela  surface  podaire  qui  correspond  à  une  partie  don- 
née de  la  surface  primitive. 

(**)  Nous  devons  la  connaissance  de  cet  ouvrage  à  M.  Paul  SerreL 
M.  Mention  avait  bien  voulu  nous  signaler  également  l'erreur  historique 
commise  k  ce  sujet  par   plusieurs  géomètres  et  par  nous-même  (p.  2/|0). 
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WoEPCKE  (l".).  —  Passages  relatifs  à  des  sommai  ions  de 
séries  de  cubes  extraits  de  manuscrits  arabes  inédits. 
In-4  de  4o  pages.  Rome,  i863. 

Recherches  entreprises  à  la  dem.Tnde  du  prince  Boncom- 
pagni  et  d'où  résulte  que  la  formule  qui  donne  la  somme  des 
cubes  des  nombres  naturels  se  trouve  dans  Ibn- AlbannA,  ma- 
thématicien marocain  du  xiu"  siècle. 

Cantor  (iMauiice).  —  Malhemaiisclie  Beitrage...  Do- 
cuments tiiatliématiques  relatifs  à  V histoire  de  la  ci\'i- 
lisation  des  peuples.  In-8  de  432  pages.  Halle,  i863. 

Il  sera  rendu  compte  de  cet  ouvrage. 

Chelini  (D.),  professeur  à  Bologne.  — Sulla  leoria... 
Sur  la  théorie  des  systèmes  simples  de  coordonnées  et 
sur  la  discussion  de  l'équation  générale  du  second 
degré  en  coordonnées  triangulaires  et  en  coordonnées 
tétracdriques.  In-4  de  82  pages.  Bologne,  i863.  (Ex- 
trait dos  Mémoires  de  V Institut  de  Bologne.) 

Étude  des  systèmes  de  coordonnées  dans  les  rapports  qu'ils 
ont  avec  le  principe  de  la  résultante,  c'est-à-dire  de  la  droite 
ou  de  l'aire  dont  la  projection  sur  une  droite  ou  sur  un  plan 
est  égale  à  la  somme  des  projections  analogues  de  droites  ou 
d'aires  planes  données. 

Chelini.  —  Délia  Lege...  De  la  lui  suivant  laquelle  un 
ellipsoïde  hétérogène  attire  les  divers  points  de  V  es- 
pace. In-4  de  52  pages.  Bologne,  1862.  (Extrait  des 
Mémoires  de  r Institut  de  Bologne.) 

Hot'EL  (J.),  professeur  à  la  Faculté  de  Hordeaux.  — Essai 
d'une  exposition  rationnelle  des  principes  fondamen- 
taux delà  Géométrie  élémentaire.  Iri-8  de  142  pages, 
(ireifsvvald,  i863.  (Extrait  des  yfrrhii-es  de  Grunert.) 

36. 
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NfcoLAïDÈs  (N.).  —  Théorie  du  viouvemeiit  (T une  figure 
plane  dans  son  plan  ;  application  aux  organes  des 
machines.  In-8  de  Sa  pages  et  i  planche. Paris,  Leiber. 
—  Analjse  du  Mémoire  précédent  par  M.  Moigno. 
(extrait  des  3/o/iJe5),  suivie  dune  iYo/e  par  M.  AV- 
colaïdès.  In-8  de  i6  pages  et  i  planche. 

Dans  la  Note,  M.  Nicolaïdès  démontre,  comme  des  consé- 
quences de  sa  théorie,  les  théorèmes  énoncés  par  M,  Haton. 
(  Fbir  p.  547.) 

Salmon.   —  Treatise. . .    Traité  des  sections  coniques, 
*    faisant  connaître  les  plus  importantes  méthodes  mo- 
dernes, analytiques  ou   géométriques.   4*^  édit.  In-8. 
Londres;  Longman,  i863. 

Il  sera  rendu  compte  de  cette  nouvelle  édition  ainsi  que  de 
l'ouvrage  du  même  auteur  sur  la  géométrie  à  trois  dimensions. 

De  Jonqtjières.  —  Etude  sur  les  courbes  algébriques 
tracées  sur  une  surface  algébrique  de  degré  quel- 
conque. In-4  de  18  pages.  Rome,  i863.  (Extrait  des 
Annali.  ) 

Ce  Mémoire  a  pour  but  de  remplir  le  programme  tracé  par 
M.  Chasles  dans  un  de  ses  Mémoires  :  «  On  est  donc  induit  à  pen- 
ser que  la  manière  d'étudier  les  courbes  à  double  courbure 
devrait  être  telle,  qu'elle  devînt,  comme  cas  particulier,  celle  en 
usage  pour  les  courbes  planes.  Il  semble  qu'on  pourra  satisfaire  à 
cette  condition  si,  au  lieu  de  considérer  les  courbes  gauches  dans 
l'espace  indéfini,  on  les  étudie  par  familles,  sur  telle  ou  telle 
surface  déterminée  :  la  surface  plane  ne  sera  plus  qu'un  cas  par- 
ticulier de  la  question,  et  les  procèdes  employés  sur  les  surfaces 
courbes  deviendront  ceux  que  les  géomètres  pratiquent  sur  le 
plan » 
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MARTIN  (Henri),  élève  de  mathématiques  spéciales 67 

MASTIO,  élève  du  lycée  de  Rouen 455 

MATHIEU  (J.-J. -A.),  capitaine  d'artillerie 466,4/3  61  Sog 

MELON ,  élève  du  collège  Rollin 107  et  278 

MISTER  ,  professeur  à  Nivelles 481 

MOGNI,  professeur  à  Tortone Gi,    287,  870  et  ôo/j 

MONNIOT,  élève  de  l'institution  Barbet  (admis  le  3«  à  l'École  Nor- 
male)      286  et  4â3 

MOULIN,  répétiteur  au  Prytanée  impérial 107 

MOUTARD,  professeur  à  Paris i44 

MUZEAU  (Eugène),  lieutenant  d'artillerie 4 '9^'  ^43 

NEUBERG,  professeur  a  Nivelles 481 

NICOL  (H.  de)  (admis  le  37«  à  l'École  Navale) 420 

NICOLaIdÈS 48  et  5o2 

NIZAM  (Mir.ZA),  élève  du  lycée  Saint-Louis 543 

NOBLOT  (Marcellin),  élève  du  lycée  de  Lyon  (admis  le  18*  à  l'É- 
cole Polytechnique) 97,    i5i  et  4'9 

OPPERMANN,  élève  du  lycée  de  Strasbourg 420 

PADULA  (FoKTCNATo),  professeur  à  Naples 212 

Pain  VIN ,  professeur  au  lycée  de  Douai 1 5G 

PASSAGUAY  (René),  élève  du  lycée  de  Lyon 455 

PELLETREAU,   élève  du  lycée  de  Poitiers  (admis  le  70"  à  l'Ecole 

Polytechnique) io4,    107,   278,  337  et  4^^ 

PÉTRRENCINO    Ange-Raoil),  élève  du  lycée  Louis-lc-Grand 543 

PHIDELNE  (IIehmile  de  la),  élève  du  lycée  Charlemagne.      104  et  4^0 

PIC.QUET  (II.),  élève  du  lycée  de  Poitiers 275,   278  et  543 

PITET,  élève  du  lycée  Charlemagne 100 

POUDRA ,  officier  d'état-major  en  retraite 307 

l'ROUHET,  rédacteur 24,  25,  77,   i32,   148,    190,  23i,  237, 

239,   240,  278,   287,  329,  333,  423  et  4^5 
QUANTIN,  élève  du  lycée  de  Lyon  (admis  le  i2o*  à  l'École  Poly- 
technique)    97 

RAYNAUD,  répétiteur  au  lycée  de  Moulins 271 

REALIS,  ingénieur  à  Turin 320  et  5io 

REYNAUO,  professeur  au  lycée  de  Toulouse 271 

RICHARD,  élève  du  lycée  de  Douai 3i5 
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Pages. 

RITTER  (JoHx) 4 «9  et  455 

RIVET,  lieutenant  d'artillerie 4^0 

ROBERTS  (Michaf.l) 191,   37261  55o 

RO>IA>'D  (J  0  ;  licencié  es  sciences 265 

ROUQUEL,  licencié  es  sciences lo'i,    107,  494  et  SaS 

SABATIÉ  (Jlles\  étudiant  en  médecine 206 

SACCHI  (Joseph)  (de  Milan) 3i,    1726!  191 

SAIM-MICHEL  (P-G.) 54© 

SCHNÉE  (Abraham)  ("),  élève  du  lycée  Charlemagne  (admis  à  l'É- 
cole Normale) 12,61,    io4,   326,  420,  !{bi ,  455  et  5i3 

SCHROETER,  professeur  à  l'université  de  Breslau 679 

SERRET  (Paul),  docteur  es  sciences i4,  79  et  gS 

SIVERIXG  (Joseph),  ingénieur 372 

STL'DLER.,  professeur  à  Condé 286 

TAILLIER  (L.),  professeur i43 

TERQUEM  (Olry) 629 

THOMAS  (D.',  collège  de  la  Trinité,  à  Oxford.. 22 

TH'OLLIER  (Joseph),  élève  du  lycée  de  Lyon 543 

TRACE,  élève  du  lycée  Charleraagne. 100  et  4i9 

TRA>SON  (Abel) i3S  et  317 

TRAVELET,  élève  du  lycée  de  Besançon 285 

TREN'QUELLÉON  (Charles  de)  (admis  le  lo^  à  l'École  Normale). 

85  et  455 

TURQUAN,  professeur  au  lycée  de  Tours 19 

VACOSSIN  (Georges),  élève  en  spéciales 10 

VALTON 19! 

VANNSON,  professeur  au  lycée  de  Versailles 523 

VIRIEU  (de),  professeur  à  Lyon 220,   286,   339  et  4^0 

YLLIAC  (F. ) I o5 

Note.  —  Sur  i5o  collaborateurs  dont  les  travaux  ont  été  insérés  ou 
mentionnés,  il  y  a  60  élèves  dont  17  ont  été  admis  à  l'École  Polytech- 
nique, 5  à  l'École  Normale  et  i  à  l'École  Navale. 

i'*;  PseadoDTme. 
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QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 

Dans  les  cinq  derniers  volumes  de  la  première   série 
et  dans  les  deux  premiers  de  la  deuxième. 


TOME  XVI 

(*) 

,  I" 

série. 

TOME  XIX  (suite). 

NO». 

Pages. 

N"». 

Pages. 

36o 

58 

538  et  539 

3o6 

3(12 

59 

540  et  541 

36 1 

378  à  3Si 

180 

54G  et  547 

404 

383 

182 

549  et  55o 

4o5 

385 

i83 

552 

406 

3f)8  à  f[OQ 

390 

554 

464 

TOME 

xvn. 

556 

464 

4.4 
4'9 
424 
429  et  430 
434 

/|37 

3, 

TOME  XX. 

3j 
33 

•39 
186 
186 

558  et  559 
56 1  à  564 

573 

578 

58 1 

55 
56 

113 

i38 

43y 
441 

444  et  445 
447  et  448 

.87 
187 
263 
358 

585 
589  à  591 

•  40 

i4o 

592  et  5(j3 
098  et  600  ("*) 

ai6 

399 

454 

434 

TOME  IT,  2« 

<érie. 

TOME 

XVIIl 

604  il  607 

24 

473 

170 

6i3  et  6i5 

i55 

475 

172 

617  à  619 
G25 

i56 

480  et  48.! 

266 

382 

486  et  487 

357 

63i 

383 

489 

490  et  4n" 

358 
443 

TOME  II. 
G43 

93 

495  et  496 

/.'.4 

648  à  65 1 

.89 

TOME 

XIX. 

G56 

:«74 

5oi 

4'. 

607 

335 

5o5  et  5o6 

44 

GG2  et  663 

336 

Su  à  5i3 

46 

GG4  à  667 

37. 

5u5  et  5^6 

234 

GG8  à  670 

431 

528  et  529 

247 

G72  à  676 

4/9 

533 

548 

G77  à  681 

532 

530 

3o6 

682  et  683 

55o 

(*)  Nous  roTicnilron»  sur  les  questions  non  résolues  dans  les  qnlnic  premiers  mlumes 
Pour  les  suiYanls,  nous  sommes  rcdOTabIcs  do  plusieurs  correcll.-os  à  M.  le  ProfesMur 
Bellavliis. 

(*•)  Les  i|UfSlions  .Sfl6,  .S»7  ei  r>M  foui  ilnuhlo  emploi  aver  !■•»  i|iii>stions  M».  5»0  cl  «»l 
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ERRATA. 


Page  225,  question  98,  au  lieu  de  et  la  surface  de  la  sphère;  A,  B,  et  C. . . , 
lisez  sur  la  surface  de  la  sphère,  A,  B  et  C.  .  . . 

Page  226,  question   198,  au  lieu  de  faces  d'un  angle  trièdre,  lisez  arêtes 
d'un  angle  trièdre. 


FIN    DU    TOME    H,     l'^    SÉRIE. 
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